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摘要:针对纯角度目标跟踪中量测信息易受异常值和非高斯噪声干扰的问题,提出了一种新的非线性滤波算法–
鲁棒高斯和集合卡尔曼滤波(robust Gaussian-sum ensemble Kalman filter, RGSEnKF)算法. 首先,采用Huber技术重塑
集合卡尔曼滤波的量测更新过程,能够有效地处理量测中的异常值.随后,将改进的集合卡尔曼滤波在高斯和框架
下进行扩展,得到RGSEnKF算法,可以进一步解决受非高斯噪声干扰的非线性系统的状态估计问题.此外,新算法
中包含距离参数化初始化策略和高斯分量融合策略.前者是为了减小纯角度跟踪中距离信息不可观测的影响,而后
者可以避免高斯分量数目随时间不断增长. 大量仿真结果验证了新算法的有效性和鲁棒性.
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Robust Gaussian-sum ensemble Kalman filter and its application in
bearings-only tracking
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Abstract: In order to deal with the situation that measurements are easily contaminated by outliers and non-Gaussian
noise, a new nonlinear filtering algorithm called the robust Gaussian-sum ensemble Kalman filter (RGSEnKF) is proposed
for the bearings-only tracking problem. Firstly, the measurement update process of the ensemble Kalman filter is reformu-
lated by using Huber technique so that outliers can be dealt with efficiently. Further, the improved ensemble Kalman filter is
extended within a Gaussian-sum framework, the result is RGSEnKF algorithm which can handle the state estimation prob-
lem of nonlinear system corrupted by non-Gaussian noise. Moreover, the new algorithm includes a range-parameterized
initialization strategy and a Gaussian merging strategy. The former strategy can reduce the effect of unobservability of
range in bearings-only tracking and the latter can prevent the number of Gaussian components from increasing over time.
Lots of simulation results validate the effectiveness and robustness of the new algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
纯角度跟踪(bearings-only tracking, BOT)问题,也

称为目标运动分析,广泛存在于军事应用中,诸如水
下跟踪、飞行器监视和电子作战等[1]. 纯角度跟踪的
目的是根据受噪声干扰的角度量测信息估计目标的

运动参数(如位置、速度和加速度等).
最早的并且使用最广泛的解决BOT问题的方法是

扩展卡尔曼滤波 (extended Kalman filter, EKF)[2].
EKF采用了局部线性化技术,当系统的非线性较强时

往往会产生不稳定甚至发散的结果.基于EKF的改进
算法,如修正极坐标系下的 EKF (extended Kalman
filter in modified polar coordinate, MPCEKF)[3]、移位

瑞利滤波 (shifted Rayleigh filter, SRF)[4]和距离参

数化EKF(range-parameterized extended Kalman filter,
RPEKF)[5]存在着相同的问题.尽管MPCEKF在一定
程度上解决了系统不可观测的问题,但此类方法受初
始值的影响较大.除此以外,文献[6]已经证实,基于
修正极坐标系的滤波算法并不能保证比基于笛卡尔
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坐标系的滤波算法性能更好.
近年来,基于确定性/随机性点采样[7]的滤波算法

引起了较多的关注. 相比于EKF对非线性函数线性化
的思想,基于点采样的滤波算法,采用不同的方式近
似非线性函数的概率密度分布.以容积卡尔曼滤波
(cubature Kalman filter, CKF)[8]为代表的确定性采样

滤波算法能以至少二阶的精度逼近非线性系统状态

的后验分布[9];在给定足够多的样本条件下,以粒子
滤波(particle filter, PF)[10]为代表的随机性采样滤波可

以无限逼近真实的后验分布.另一种随机性采样滤
波算法–集合卡尔曼滤波 (ensemble Kalman filter,
EnKF),最早由Evensen[11]提出,之后广泛应用于气象
学,在目标跟踪领域受到的关注较少. EnKF采用序贯
蒙特卡罗方法和数据同化技术改善了量测噪声随机

性对滤波精度的不利影响[12]. 与PF相比, EnKF在保
证高精度的同时大大降低了计算复杂度.
除了PF,上述滤波算法均是在高斯噪声假设下提

出的. 然而,在实际目标跟踪应用中,量测信息很容易
受到异常值[13]和闪烁噪声[14]的干扰,量测噪声将包
含许多不确定信息,使得其协方差变大甚至导致其统
计特性不再服从高斯分布.此时,若采用之前所述的
滤波算法可能会导致不准确甚至发散的结果. PF虽然
能得到鲁棒的估计结果,但由于其计算复杂度过高,
在实际应用中使用较少.
量测数据中的异常值是因为各种突发干扰(如设

备故障、环境因素和人为工作失误等)使得量测值明
显偏大或偏小[13]. 由于偏差量远超过精度范围,异常
值将对量测结果产生不利影响,必须采用一定的手段
进行判别和修正. Huber的M估计理论[15]是解决异常

值的一种有效方法,它通过Huber补偿函数修正二次
型性能指标,减小了受异常值干扰的量测的权重. 一
些学者[16–18]将传统的滤波算法与Huber理论结合,提
升了鲁棒性. 然而,这些算法均需要噪声统计特性的
先验信息.此外,当噪声为非高斯时,这些算法的估计
效果并不能得到保证. 一直以来,高斯和滤波[19]是解

决非高斯噪声下系统估计的有效方法,但是高斯分量
数目随时间呈指数增长所导致的巨大的计算复杂度

限制了此类方法在实际中的应用.
本文针对BOT问题中量测信息易受异常值和非高

斯噪声干扰的问题,首先推导了基于Huber理论的
EnKF(HEnKF)算法,然后采用高斯和框架将其扩展,
建立了一种新的非线性滤波算法,称为鲁棒高斯和集
合卡尔曼滤波(robust Gaussian-sum ensemble Kalman
filter, RGSEnKF),这种新算法同时具备估计精度高和
鲁棒性强的特点. 为了减小由于高斯分量数目随时间
累积不断增加而带来的计算负担,在执行过程中采用
了一种高斯分量融合策略,改善了算法的实时性. 此
外,该算法使用距离参数化初始化策略在一定程度上
消除了距离不可观测产生的影响.

2 系系系统统统模模模型型型(System model)
在笛卡尔坐标系中,设k时刻目标的位置和速度分

别为(xt
k, y

t
k)和(ẋt

k, ẏ
t
k),则目标的状态向量可表示为

xt
k = [xt

k yt
k ẋt

k ẏt
k]

T.
类似地,观测站的状态向量可以表示为xo

k = [xo
k

yo
k ẋo

k ẏo
k]

T. 由此可定义k时刻相对运动状态向量xk

= xt
k − xo

k = [xk yk ẋk ẏk]
T.

本文主要考虑非机动目标的纯角度跟踪问题,系
统状态方程可表示如下:

xk = f(xk−1) +wk−1 =

Fxk−1 −Uk−1,k +wk−1, (1)

其中: 过程噪声wk−1∼N (0,Qk−1), N (0,Qk−1)表

示均值为 0协方差为Qk−1的高斯分布.状态转移矩
阵F、确定性输入向量Uk−1,k以及噪声协方差矩阵

Qk−1分别为

F =


1 0 ∆T 0

0 1 0 ∆T

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

Uk−1,k =


xo
k − xo

k−1 −∆T ẋo
k−1

yo
k − yo

k−1 −∆T ẏo
k−1

ẋo
k − ẋo

k−1

ẏo
k − ẏo

k−1

 ,

Qk−1 =



∆T 3

3
0

∆T 2

2
0

0
∆T 3

3
0

∆T 2

2
∆T 2

2
0 ∆T 0

0
∆T 2

2
0 ∆T


d,

式中: ∆T为采样间隔, d为过程噪声强度.
系统的量测方程为

zk = h(xk) + vk, (2)

式中: h(xk) = arctan
xk

yk
,量测噪声vk ∼ N (0, Rk).

3 HEnKF算算算法法法(HEnKF algorithm)
本节将详细推导HEnKF算法,和其他传统滤波方

法类似,包括时间更新方程和量测更新方程. 时间更
新方程的推导基于标准的EnKF算法,量测更新方程
的推导使用了Huber技术,提升了算法的鲁棒性.

3.1 时时时间间间更更更新新新方方方程程程(Equations of time update)
考虑上一节描述的非线性系统,假定在k − 1时刻,

状态估计样本集合为{xi
k−1|k−1}

q
i=1,状态一步预测样

本集合为{xi
k|k−1}

q
i=1, q表示集合的样本个数,并且

xi
k|k−1 = f(xi

k−1|k−1) +wi
k−1, (3)

其中wi
k−1 ∼ N (0,Qk−1).

状态一步预测均值由下式给出:
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x̂k|k−1 =
1

q

q∑
i=1

xi
k|k−1. (4)

定义状态一步预测误差

x̃i
k|k−1=xi

k|k−1 − x̂k|k−1,

则状态一步预测误差协方差为

P xx
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
i=1

x̃i
k|k−1x̃

i,T
k|k−1. (5)

3.2 量量量测测测更更更新新新方方方程程程(Equations of measurement up-
date)
为了改善EnKF算法的鲁棒性,增强系统应对异常

值的能力,本节基于Huber的M估计理论[15]对量测噪

声协方差进行修正,重塑量测信息,得到基于Huber理
论的EnKF(HEnKF)算法.
首先建立非线性回归模型如下:[

zk
x̂k|k−1

]
=

[
h(xk)

xk

]
+

[
vk

exk|k−1

]
, (6)

式中: x̂k|k−1是状态一步预测样本集合均值, zk为k时

刻得到的量测值, xk为真实状态, exk|k−1
是状态预测

值和真实值之间的差值.定义如下矩阵:

sk =

[
Rk 0

0 P xx
k|k−1

]
, (7)

yk = s−1/2
k

[
zk

x̂k|k−1

]
, (8)

g(xk) = s−1/2
k

[
h(xk)

xk

]
, (9)

σk = s−1/2
k

[
vk

exk|k−1

]
, (10)

其中: P xx
k|k−1是状态一步预测误差协方差矩阵, σk的

协方差矩阵为单位阵. 根据上述方程,非线性回归问
题可以重写为

yk = g(xk) + σk. (11)

定义如下目标函数:

J(xk) =
m+n∑
i=1

φ(ξk,i), (12)

式中: n和m分别代表状态向量和量测向量的维度, ξk
= yk − g(xk), ξk,i表示ξk的第i个分量, Huber补偿函
数φ定义如下:

φ(ξk,i) =

{
0.5ξ2

k,i, |ξk,i| < λ,

λ|ξk,i| − 0.5λ2, |ξk,i| > λ,
(13)

其中λ是可调参数,通常的取值范围是λ ∈ [1.3, 2].

最小化式(12),得到
m+n∑
i=1

φ′(ξk,i)
∂ξk,i
∂xi

= 0. (14)

令ΦΦΦ = diag{φ
′(ξk ,i)

ξk ,i
},其中

ΦΦΦ=

[
ΦΦΦz 0m×n

0n×m ΦΦΦx

]
, (15)

且

φ′(ξk,i)

ξk,i
=

1, |ξk,i| < λ,
sgn ξk,i λ

ξk,i
, |ξk,i| > λ,

(16)

则当系统的量测方程为线性,如zk = Hkxk + vk时,
方程(14)的解[15]为

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk − ẑk|k−1), (17)

式中滤波增益矩阵

Kk =P xx
k|k−1H

T
k (HkP

xx
k|k−1H

T
k +

R1/2
k ΦΦΦ−1

z RT/2
k )−1.

当量测方程为非线性时,根据上式可对量测噪声
协方差进行如下修正:

R̆k = R1/2
k ΦΦΦ−1

z RT/2
k , (18)

然后采用修正的量测噪声协方差重塑量测信息.

状态一步预测集合{xi
k|k−1}

q
i=1中每个样本对应

的量测一步预测为

zik|k−1 = h(xi
k|k−1), (19)

则量测一步预测均值由下式给出:

ẑk|k−1 =
1

q

q∑
i=1

zik|k−1. (20)

定义量测误差

z̃ik|k−1=zik|k−1 − ẑk|k−1,

则状态与量测误差互协方差矩阵P xz
k|k−1和量测误差

协方差矩阵P zz
k|k−1可计算如下:

P xz
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
i=1

x̃i
k|k−1z̃

i,T
k|k−1, (21)

P zz
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
i=1

z̃ik|k−1z̃
i,T
k|k−1, (22)

由此可以得到滤波增益矩阵

Kk = P xz
k|k−1(P

zz
k|k−1 + R̆k)

−1. (23)

状态一步预测集合样本的滤波估计值为

xi
k|k = xi

k|k−1 +Kk(zk + vik − zik|k−1), (24)

其中: zk为k时刻的真实量测值, vik ∼ N (0, R̆k). 式
中通过数据同化思想引入vik旨在解决量测噪声随机

性对滤波精度的不利影响.从而滤波均值和协方差可
由下面两式计算得到

x̂k|k =
1

q

q∑
i=1

xi
k|k, (25)

P xx
k|k =

1

q − 1

q∑
i=1

x̃i
k|kx̃

i,T
k|k, (26)

式中x̃i
k|k = xi

k|k − x̂k|k.
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4 RGSEnKF算算算法法法(RGSEnKF algorithm)
鉴于高斯混合模型[19–20]在非高斯密度建模中得

到越来越广泛的应用,本节采用高斯和框架将HEnKF
进一步扩展,建立一种新的能够解决受非高斯噪声干
扰的非线性系统估计问题的滤波算法.

4.1 距距距离离离参参参数数数化化化初初初始始始化化化策策策略略略(Range-parameterized
initialization strategy)
受到RPEKF算法[5]的启发,本文的高斯和算法采

用距离参数化策略进行初始化. 首先将初始距离区间
(rmin, rmax)分成NG个子区间,每个子区间的均值和
标准差定义为

r̄n = rmin

ρn−1 + ρn

2
, (27)

σrn = rmin

ρn − ρn−1

√
12

, (28)

公比ρ为
ρ = (

rmax

rmin

)1/NG .

在每个子区间上进行采样,得到NG个不同的初始

距离估计值,然后分配给NG个HEnKF完成高斯和滤
波算法的初始化.

4.2 高高高斯斯斯和和和框框框架架架(Gaussian-sum framework)
引引引理理理 1[19] 任意的概率密度p(x)都可以通过如

下形式来近似

p(x) =
NG∑
i=1

αiN (x;µi,ΣΣΣ i), (29)

其中: N (x;µi,ΣΣΣ i)表示均值为µi协方差为ΣΣΣ i
的高斯

分布,
NG∑
i=1

αi = 1.

引引引理理理 2[20] 已知f,w,Q,µ和ΣΣΣ维数匹配,且Q

和ΣΣΣ正定,函数f对其自变量可导,则w
N (x; f(ξ) +w,Q)N (ξ;µ,ΣΣΣ )dξ ≈

N (x;µ1,ΣΣΣ 1), (30)

其中均值µ1和协方差ΣΣΣ 1由EKF算法的时间更新过程
得到.

引引引理理理 3[20] 已知h, v,R,µ和ΣΣΣ维数匹配,且R和

ΣΣΣ正定,函数h对其自变量可导,则
N (z;h(x) + v,R)N (x;µ,ΣΣΣ ) ≈
N (z; ẑ,P zz)N (x;µ2,ΣΣΣ 2), (31)

其中: 均值µ2和协方差ΣΣΣ 2由EKF算法的量测更新过
程得到, ẑ和P zz分别表示根据状态预测值得到的量测

均值和量测误差协方差.

对于非线性系统(1)–(2),在k时刻,根据引理1,假
定非高斯过程噪声和非高斯量测噪声可以表示为

p(wk) ≈
G∑
i=1

βi
kN (wk;w

i
k,Q

i
k), (32)

p(vk) ≈
K∑
j=1

γj
kN (vk; v

j
k, R

j
k), (33)

其中:
G∑
i=1

βi
k =

K∑
j=1

γj
k = 1, βi

k为过程噪声第i个高斯

分量的权重, γj
k为量测噪声第j个高斯分量的权重.

A) 时间更新.
假定在k − 1时刻,状态后验分布可以表示为

p(xk−1|z1:k−1) =
NG∑
i=1

αi
k−1|k−1N (xk−1; x̂

i
k−1|k−1,P

xx,i
k−1|k−1). (34)

根据等式(1)(32),条件转移分布为

p(xk|xk−1) ≈
G∑
i=1

βi
k−1N (xk; f(xk−1) +wi

k−1,Q
i
k−1), (35)

所以k − 1时刻的预测分布可以表示为

p(xk|z1:k−1) =w
p(xk|xk−1)p(xk−1|z1:k−1)dxk−1 ≈

G∑
j=1

NG∑
i=1

αi
k−1|k−1β

j
k−1 ×w

N (xk; f(xk−1) +wj
k−1,Q

j
k−1) ·

N (xk−1; x̂
i
k−1|k−1,P

xx,i
k−1|k−1)dxk−1. (36)

根据引理2,式(36)可以由高斯和近似并重写为

p(xk|z1:k−1) ≈
GNG∑
r=1

αr
k|k−1N (xk; x̂

r
k|k−1,P

xx,r
k|k−1), (37)

当wi
k = 0, i = 1, · · · , G时,式中:

αr
k|k−1 = αi

k−1|k−1β
j
k−1,

x̂r
k|k−1 =

1

q

q∑
n=1

xr,n
k|k−1,

P xx,r
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
n=1

x̃r,n
k|k−1(x̃

r,n
k|k−1)

T,

xr,n
k|k−1 = f(xi,n

k−1|k−1) +wj,n
k−1,

xi,n
k−1|k−1 ∼ N (x̂i

k−1|k−1,P
xx,i
k−1|k−1),

x̃r,n
k|k−1 = xr,n

k|k−1 − x̂r
k|k−1,

其中wj,n
k−1 ∼ N (0,Qj

k−1).
B) 量测更新.
在k时刻,得到量测zk,根据等式(2)(33),似然密度

可以表示为

p(zk|xk) ≈
K∑
i=1

γi
kN (zk;h(xk) + vik, R

i
k), (38)

后验密度可以写为

p(xk|z1:k) =
ckp(zk|xk)p(xk|z1:k−1) ≈

ck
K∑
j=1

GNG∑
i=1

γj
kα

i
k|k−1 ×N (zk;h(xk) + vjk, R

j
k) ·

N (xk; x̂
i
k|k−1,P

xx,i
k|k−1), (39)
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其中ck是归一化系数,满足

ck = (
w
p(zk|xk)p(xk|z1:k−1)dxk)

−1.

根据引理3,重写等式(39)如下:

p(xk|z1:k) ≈
KGNG∑
r=1

αr
k|kN (xk; x̂

r
k|k,P

xx,r
k|k ), (40)

当vik = 0, i = 1, · · · ,K时,式中:

αr
k|k =

αi
k|k−1γ

j
kN (zk; ẑ

i
k|k−1,P

zz,i
k|k−1 + R̆j

k)

K∑
j=1

GNG∑
i=1

αi
k|k−1γ

j
kN (zk; ẑ

i
k|k−1,P

zz,i
k|k−1 + R̆j

k)

,

x̂r
k|k =

1

q

q∑
n=1

xr,n
k|k,

P xx,r
k|k =

1

q − 1

q∑
n=1

(xr,n
k|k − x̂r

k|k)(x
r,n
k|k − x̂r

k|k)
T,

ẑik|k−1 =
1

q

q∑
n=1

h(xi,n
k|k−1),

P zz,i
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
n=1

z̃i,nk|k−1(z̃
i,n
k|k−1)

T,

z̃i,nk|k−1 = h(xi,n
k|k−1)− ẑik|k−1,

xr,n
k|k = xi,n

k|k−1 +Kij
k (zk + vj,nk − h(xi,n

k|k−1)),

Kij
k = P xz,i

k|k−1(P
zz,i
k|k−1 + R̆j

k)
−1,

P xz,i
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
n=1

x̃i,n
k|k−1(z̃

i,n
k|k−1)

T,

其中: vj,nk ∼ N (0, R̆j
k), R̆

j
k为修正的量测噪声协方

差.

最后可以得到状态和协方差的滤波估计值

x̂k|k =
KGNG∑
r=1

αr
k|kx̂

r
k|k, (41)

P xx
k|k =

KGNG∑
r=1

αr
k|k[P

xx,r
k|k + x̃r

k|kx̃
r,T
k|k ], (42)

其中x̃r
k|k = x̂r

k|k − x̂k|k.

注注注 1 本文采用HEnKF算法代替引理2和引理3中的

EKF算法计算相应的均值和协方差.

注注注 2 当表示状态、过程噪声和量测噪声的高斯分量数

目均为 1 (即NG = G = K = 1 )时, RGSEnKF算法退化为

HEnKF算法,所以HEnKF算法是RGSEnKF算法的特例.

4.3 高高高斯斯斯分分分量量量融融融合合合 策策策略略略 (Gaussian merging stra-
tegy)
在算法实现过程中,为了限制高斯分量数目随时

间的不断增长,在量测更新过程结束后,通过高斯分
量融合策略,保证每次时间更新过程中近似状态后验
分布的高斯分量数目不变.具体如下: 假定在k时刻,
状态的后验密度为

pk(x) =
Nk∑
i=1

ωi
kN (x;mi

k,P
i
k). (43)

首先,保留所有权重大于T
′
的高斯分量并删除所

有其他分量

C1,k = {i = 1, · · · , Nk : ω
i
k > T

′
}. (44)

在余下的高斯分量中,找到权重最大的

j = arg max
i∈C1,k

ωi
k, (45)

并按如下准则找出所有符合条件的高斯分量

C2,k = {i ∈ C1,k : m̃
i,T
k (P i

k)
−1m̃i

k < U
′
}, (46)

式中m̃i
k = mi

k −mj
k.

将这些高斯分量通过加权求平均的方式合并为一

个高斯分布,其均值和协方差如下:

m̂l
k =

1∑
i∈C2,k

ωi
k

∑
i∈C2,k

ωi
km

i
k, (47)

P̂ l
k =

1∑
i∈C2,k

ωi
k

∑
i∈C2,k

ωi
k(P

i
k + m̃i

km̃
i,T
k ), (48)

式中m̃i
k = mi

k − m̂l
k.

删除所有已经进行过融合操作的高斯分量,重复
上述过程直至所有的高斯分量完成操作.最后选出权
重最大的Nmax个高斯分量近似状态后验分布.

p̂k(x) ≈
Nmax∑
i=1

ω̂i
kN (x; m̂i

k, P̂
i
k). (49)

5 误误误差差差分分分析析析(Error analysis)
Cramér-Rao下界(CRLB)被广泛应用于滤波器的

性能评估,它提供了一个滤波器可能达到的最好的均
方误差. k时刻估计误差的CRLB有如下形式:

CRLBk
∆
= J−1

k , (50)

其中Fisher信息矩阵

Jk = E[−∂2 ln p(x1:k, z1:k)

∂x2
k

].

引引引理理理 4[1] 后验Fisher信息矩阵Jk的计算服从下

面的递归形式

Jk = D22
k −D21

k

(
Jk−1 +D11

k

)−1
D12

k , (51)

其中:

D11
k = E{−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂x2
k−1

},

D12
k = E{−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂xk−1∂xk

},

D21
k = E{−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂xk∂xk−1

},

D22
k = E{−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂x2
k

}+

E{−∂2 ln p(zk|xk)

∂x2
k

}.

定定定理理理 1 对于BOT系统(1)–(2),状态估计误差的
CRLB由下式给出:

CRLBk
∆
= J−1

k , (52)
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其中

Jk = Q−1
k−1 +HT

k R
−1
k Hk −Q−1

k−1F (Jk−1 +

F TQ−1
k−1F )−1F TQ−1

k−1. (53)

证证证 对于BOT系统,假设噪声服从高斯分布,则条
件概率密度函数

p(xk|xk−1) =
1√

2π|Qk−1|
exp[−

x̃T
kQ

−1
k−1x̃k

2
],

p(zk|xk) =
1√

2π|Rk|
exp[− z̃Tk R

−1
k z̃k
2

],

其中: x̃k = xk − Fxk−1, z̃k = zk − h(xk).
根据引理4,有

D11
k = F TQ−1

k−1F ,

D12
k = −F TQ−1

k−1,

D21
k = −Q−1

k−1F ,

D22
k = Q−1

k−1 +HT
k R

−1
k Hk,

(54)

将式(54)代入式(51),再根据式(50)就可以得到式(52).
证毕.
对于BOT系统, Hk的具体形式如下:

Hk =
∂h(xk)

∂xk

= [
yk

x2
k + y2

k

−xk

x2
k + y2

k

0 0]. (55)

6 仿仿仿真真真和和和分分分析析析(Simulation and analysis)
针对二维平面内的纯角度目标跟踪问题,本节采

用EnKF, HEnKF和RGSEnKF三种滤波算法,在不同
的仿真条件下分别进行100次蒙特卡罗仿真实验,比
较各个算法的跟踪效果.仿真场景如图1所示,目标和
观测站的初始位置分别在(4.92 km, 0.85 km)和(0,

0). 目标作匀速直线运动,观测站在0min ∼12min和

18min ∼ 30min均作匀速直线运动,在 13min ∼
17min作机动运动.过程噪声强度d = 10−12 km2/s3,
采样间隔∆T = 1 min,仿真时长为30min.

图 1 纯角度跟踪场景
Fig. 1 Bearings-only tracking scenario

根据初始距离、目标速度、方位角和目标航向角

等先验信息进行初始化. 初始距离估计为r0 ∼ N (r,

σ2
r),目标初始速度估计为s0 ∼ N (s, σ2

s),初始方位角
估计为θ0 ∼ N (θ, σ2

θ),目标初始航向角估计为c0 ∼
N (c, σ2

c ). 其中: r = 5km, s = 2.1m/s, θ = 80◦和

c = −140◦分别表示初始距离、目标速度、方位角和

目标航向角的真实值, σr = 2km, σs = 1m/s, σθ =

1.5◦和σc = π/
√
12分别表示相应的标准差.

由上面的初始估计可以得到状态的初始估计如下:

x̂0 =


r0 sin θ0
r0 cos θ0

s0 sin c0 − ẋo
0

s0 cos c0 − ẏo
0

 , (56)

其中(ẋo
0, ẏ

o
0)为观测站的初始速度.初始协方差[8]为

P0 =


Pxx Pxy 0 0

Pyx Pyy 0 0

0 0 Pẋẋ Pẋẏ

0 0 Pẏẋ Pẏẏ

 , (57)

其中:
Pxx = r20σ

2
θcos

2θ0 + σ2
r sin

2θ0,

Pyy = r20σ
2
θ sin

2 θ0 + σ2
r cos

2θ0,

Pxy = Pyx = (σ2
r − r20σ

2
θ) sin θ0 cos θ0,

Pẋẋ = s20σ
2
ccos

2c0 + σ2
s sin

2c0,

Pẏẏ = s20σ
2
c sin

2c0 + σ2
s cos

2c0,

Pẋẏ = Pẏẋ = (σ2
s − s20σ

2
c ) sin c0 cos c0.

EnKF算法和HEnKF算法的状态集合样本均
根据式 (56)–(57)进行初始化. 对于本文所提出的
RGSEnKF算法,首先设置初始距离区间为(r − 2σr,

r + 2σr),根据距离参数化思想将其分为NG个子区

间,并由式(27)–(28)计算每个子区间的距离均值和协
方差,最后结合式(56)–(57)可以得到NG组初始状态

和协方差,赋给NG个并行的HEnKF进行递推估计;
量测噪声设置为K个高斯分布的叠加,从而初始状态
和量测噪声可以表示为如下高斯混合形式:

p(x0) =
NG∑
i=1

αiN (x0;x
i
0,P

i
0),

p(vk) =
K∑
j=1

γjN (vk; v
j
k, R

j
k).

(58)

本文采用的性能评价指标为位置均方根误差

(root-mean-square error, RMSE), k时刻目标的位置
RMSE定义如下:

RMSEk =

√
1

M

M∑
i=1

(x̂i
k − xi

k)
2
+ (ŷi

k − yi
k)

2
,

其中: M表示蒙特卡罗次数, (x̂i
k, ŷ

i
k)为估计的目标位

置, (xi
k, y

i
k)为真实的目标位置.

仿仿仿真真真实实实验验验 1 假设量测噪声服从均值为0标准差

为σθ=1.5◦的高斯分布,且量测存在异常值.假定异
常值依次出现在第23 ∼ 27min,分别在较小异常值
5σθ, 5σθ, 5σθ, 5σθ, 5σθ和较大异常值5σθ, 10σθ,

15σθ, 20σθ, 50σθ出现的情况下进行仿真,集合样本
数设为q = 50,初始状态高斯分量数目设为NG = 5,
过程噪声和量测噪声高斯分量数目分别设为G = 1和
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K = 1. 3种滤波算法得到的位置RMSE曲线如图2和
图 3所示. 图中的 CRLB曲线表示位置 RMSE的
Cramér-Rao下界.

图 2 较小异常值情况下RMSE对比

Fig. 2 Comparison of RMSE when small outliers occur

图 3 较大异常值情况下RMSE对比

Fig. 3 Comparison of RMSE when large outliers occur

仿仿仿真真真实实实验验验 2 假设量测噪声服从非高斯分布p(vk)

= (1 − β)N (0, (σθ)
2) + βN (0, (5σθ)

2), σθ = 1.5◦,
β为闪烁噪声概率.在β = 0.1和β = 0.3的情况下进

行仿真,集合样本数设为q= 50,初始状态高斯分量数
目设为NG = 5,过程噪声和量测噪声高斯分量数目
分别设为设为G = 1和K = 2. 3种滤波算法得到的
位置RMSE曲线如图4和图5所示. 图中的CRLB曲线
表示位置RMSE的Cramér-Rao下界.

图 4 较小闪烁噪声概率情况下RMSE对比

Fig. 4 Comparison of RMSE when β is small

图 5 较大闪烁噪声概率情况下RMSE对比

Fig. 5 Comparison of RMSE when β is large

从图2中可以看出,当异常值较小时, 3种算法均能
在一定时间内收敛,标准的EnKF算法依靠其自身的
数据同化作用在一定程度上消除了异常值的影响,但
跟踪精度较低; HEnKF通过重塑量测信息提升了算法
性能,而本文RGSEnKF算法的跟踪精度最高. 图3中,
当异常值较大尤其是在第27 min出现巨大异常值的时
候, EnKF和 HEnKF算法的跟踪精度迅速下降.
RGSEnKF算法虽然也出现了短暂的发散现象,但相
比于HEnKF,在异常值出现后能更快地恢复到较高的
跟踪精度范围内.

从图4和图5中可以看出,当量测噪声为非高斯时,
对于EnKF算法,由于假定量测噪声为已知高斯噪声,
在非高斯环境下出现了系统模型失配,导致其跟踪精
度迅速下降并趋于发散. HEnKF算法将出现的受非高
斯噪声干扰的量测视为异常值进行处理,在一定程度
上提高了跟踪精度.当闪烁噪声概率较小(β=0.1)时,
HEnKF算法估计得到的RMSE曲线虽然能够收敛,但
滤波精度较低;而当闪烁噪声概率较大(β = 0.3)时,
HEnKF算法的性能并不稳定,且滤波精度大幅度下
降. 本文提出的RGSEnKF算法采用高斯和框架,可以
有效地处理非高斯噪声存在下非线性系统的状态估

计问题.仿真结果表明, RGSEnKF算法跟踪效果最好,
而且在不同的闪烁噪声概率下,性能差异并不大,验
证了本文算法的有效性和鲁棒性.

3种算法相对于EnKF的运行时间对比如表1所示,
由于本文算法使用了高斯和框架,时间复杂度随着高
斯分量的增加有所提升.

表 1 相对运行时间
Table 1 Relative computation time

算法 相对运行时间

EnKF 1
HEnKF 1.2

RGSEnKF(NG = 5, K = 1) 5.9
RGSEnKF(NG = 5, K = 2) 11.3
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7 结结结论论论(Conclusions)
本文在高斯和框架下,推导了HEnKF算法,并结

合距离参数化初始化策略和高斯分量融合策略建立

了一种新的非线性滤波算法—–RGSEnKF算法,能够
有效解决受异常值或者非高斯噪声干扰的非线性系

统的状态估计问题.仿真实验验证了本文算法在纯角
度跟踪中的有效性.
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