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摘要:针对超空泡航形体的控制设计问题,提出采用H∞控制.超空泡航行体是尾部拍打着空泡内壁滑行前进的,
所以要在持续的滑行力作用下保持各个状态变量在指定范围内变化,文中分析了这种H∞性能要求. 当超空泡航形
体受到扰动后会反复碰撞上下空泡壁而最终失稳,文中还分析了超空泡航行体这种特殊的稳定性要求. 这些控制
要求构成了H∞设计中加权系数的选择问题.文中从Riccati方程的病态问题,低频特性的要求,和姿态稳定性等多方
面综合考虑,给出了解决方案.仿真结果表明满足了多方面的要求. 文中所提出的设计思路也可供其他的H∞问题
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H-infinity state feedback design for supercavitating vehicles

PANG Ai-ping, HE Zhen†, WANG Jing-hua, WANG Guang-xiong
(Department of Control Science and Engineering, Harbin Institute of Technology, Harbin Heilongjiang 150001, China)

Abstract: This study proposes an H-infinity design for controlling high-speed supercavitating vehicles (HSSV). Because
the weight of the body forces the tail of the vehicle into contact with the cavity, the body skips forward on the cavity wall.
Therefore, the state variables of the vehicle must be kept within reasonable limits under the consistent planing force acting
on the tail. This H-infinity performance requirement is discussed and analyzed in the paper. In addition, the HSSV may
respond to perturbation by hitting upwards and downwards against the cavity wall, eventually losing stability. This special
stability requirement of an HSSV is also discussed in the paper. The aforementioned requirements lead to the problem
of selecting weights for the state variables and control inputs. A comprehensive solution to this weight selection problem
is presented, which takes into account solving ill-conditioned Riccati equations, as well as the requirement of a low-
frequency domain and the attitude stabilization problem. The simulation results show the effectiveness of the proposed
design. Furthermore, this design methodology can also be used for other H-infinity problems as well.
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1 引引引言言言(Introduction)
超空泡技术的应用,大幅度提高了水下航行体的

运行速度,具有重大的科研意义和军事应用前景[1].
然而由于空泡的包裹,使得超空泡航行体的水动力极
其复杂. 正常情况下,航形体位于空泡内部高速前进,
但当其垂向速度超过一定的值时,尾部就会与空泡壁
碰撞产生滑行力,滑行力的出现会改变航行体原有的
力矩平衡,这给建模和控制设计带来极大的挑战[2].
近年来,国内外研究人员在超空泡流体动力学基本机
理研究有了一定进展的情况下,建立了不同的超空泡
航行体的动力学模型,其主要区别在于对空化器流体

动力、尾翼控制面流体动力以及空泡动力学的建模各

不相同[3–5]. 文献[5]中给出了超空泡航行体的一种标
准设计,在此标准设计的参数下,建立了超空泡航行
体纵向平面的基本运动方程[5–6]. 该模型既相对简化,
同时又保留了航行体与空泡碰撞时产生的滑行力,给
控制设计的研究提供了一个可参照的通用标准模型,
被之后的众多文献所引用[7–9]. Dzielski等提出可通过
尾翼和空化器的偏转联合控制航行体的稳定性,并给
出了两种控制策略[5]. Lin等[8–9]在Dzielski的研究基
础上,给出一个状态反馈控制及一个切换控制策略.
超空泡航行体虽有空泡包裹,但由于受到重力的作用
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会产生垂向向下的速度,当这个速度达到一定阈值时,
航行体会与空泡下壁碰撞,空泡壁给航行体一个向上
的反作用力即滑行力,滑行力将航行体“弹回”到空
泡内,此时滑行力消失,航行体受重力作用又会再一
次与空泡壁碰撞产生滑行力,如此周期反复,航行体
是不断拍打着空泡内壁高速前行的. 所以超空泡航行
体的控制设计应该包括滑行力这个外扰动的作用. 这
类运动体的控制一般都采用状态反馈或反馈线性化

方法[5, 10],但大多数文献都以稳定性设计为主,而本
文采用H∞控制设计,因为H∞设计是把外扰输入通道

(B1)考虑在内的一种设计,既保证了稳定性,又保证
了外扰作用下的性能.文中的第1部分为超空泡航行
体数学模型,第2部分为H∞状态反馈控制设计,
第3部分为控制性能仿真和分析,最后为结论.

2 数数数学学学学学学模模模型型型(Mathematical model)
如图1所示,超空泡鱼雷整体设计为长度比为1: 2

的梭形,除头部的圆盘形空化器和尾翼的部分与水接
触,其大部分被空泡所包裹.

图 1 超空泡航行体示意图

Fig. 1 Schematic diagram of the supercavitating vehicle

在小俯仰角假设的条件下,考虑其纵向平面的运
动,其运动学方程为

mvẇ −mvxgq̇ = V mvq + F,

−mvxgẇ + Jq̇ = −V mvxgq +M,

ż = w − V θ,

θ̇ = q,

(1)

式中: mv为航行体的质量; xg为质心与航行体头部的

距离; z为航行体的深度; w为垂向速度; θ为俯仰角;
q为俯仰角速度; V为前进速度.式(1)中航形体垂向的
流体动力F、外力的质心力矩M、及转动量J为

J =
11

60
mρ0π(R

4L+R2L3),

M = FfinL−Gxg + FpL,

F = Fc + Ffin +G+ Fp,

(2)

式中: ρ0为水的密度; m为航行体与水的密度比; R为
航行体的半径; L为航行体的总长度; G为重力; Fc ,
Ffin为空化器和尾翼的流体动力在垂直航行体方向的

分量[5–6]; Fp为尾部与空泡壁碰撞所产生的滑行力.

Fc =
1

2
ρ0πV

2R2
ncx(δc +

w

V
), (3)

Ffin = − 1

n
ρ0πV

2R2
ncx(δf +

w + qL

V
), (4)

式中: n为尾翼效率; Rn为空化器半径; δc为空化器偏
转角; δf为尾翼偏转角; cx是圆盘形空化器与来流垂直
时的阻力系数, cx = cx0(1 + σ), cx0为空化器的升力
系数, σ为空化数.

根据Logvinovich滑行力计算方法[5–6], Fp为

Fp = − V 2

mL
[1− (

R′

h+R′ )
2](

1 + h′

1 + 2h′ )α. (5)

滑行力计算式(5)中的R′为航行体和空泡的相对半径

差, R′ =
Rc −R

R
其中的Rc为空泡半径. 式(5)中的h′

为航行体浸水深度的标幺值, h′ =
h

R
, h为航行体浸

水深度.式(5)中的α为航行体尾部的入水角, α和h′

的计算公式如下:

h′ =

{
0, |w| 6 wth,

L|w
V
| − (Rc −R), |w| > wth,

(6)

α =


w

V
− Ṙc

V
, w > 0,

w

V
+

Ṙc

V
, w 6 0,

(7)

式中Ṙc为空泡半径变化率.

由式(5)可见,滑行力与航行体的垂向速度相关,
滑行力与垂向速度的关系如图2所示.

图 2 滑行力对与纵向速度关系
Fig. 2 The relationship between the planing force and

the vertical speed

将方程(1)左右同时除以Mp = mρ0R
2L进行标幺

化处理,可得到超空泡航行体四自由度标准运动方程:
ż

ẇ

θ̇

q̇

=

0 1 −V 0

0 a22 0 a24

0 0 0 1

0 a42 0 a44



z

w

θ

q

+


0 0

b21 b22
0 0

b41 b42


[
δf
δc

]
+


0

g

0

0

+ Fp


0

b2
0

b4

 . (8)

方程(8)中矩阵的各项系数为[9]
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a22 =
CV T

m
(
−nS

L
+

17

36
nL),

a24 = −V T (
−nC

m
+

17

36
)
17

36
L2 +

V TS(
−nC

m
+

7

9
),

a42 = −11nCV T

36m
,

a44 = −11

36

nCV TL

m
,

b21 =
nCV T

m
(
−S

L
+

17

36
L),

b22 =
CV 2TS

mL
,

b41 = −11nCV 2T

36m
,

b42 =
17CV 2T

36m
,

b2 =
T

m
(
S

L
− 17

36
L),

b4 =
11T

36m
,

其中:

C =
1

2
Cx

R2
n

R2
,

S =
11

16
R2 +

133

405
L2,

T = (
7

9
S − 289

1296
L2)−1.

取状态变量 x = [z w θ q ]T ,控制输入u2 = [u21

u22]
T = [δf δc ]

T,扰动输入u1 = Fp,超空泡航行体
的运动方程可表示为如下标准形式:

ẋ = Ax+B1u1 +B2u2 + C. (9)

采用参数表1中的参数计算得到个方程(9)中的各个系
数为

A =


0 1 −75 0

0 2.75 0 79.94

0 0 0 1

0−3.24 0 −5.84

 , C =


0

g

0

0

 ,

B2 =


0 0

205.9 941.8

0 0

−243.3−752.1

 , B1 =


0

−1.23

0

1.45

 .

(10)

超空泡航行体运动方程式(9)中的扰动输入u1

为滑行力. 从滑行力的计算式(5)及图2可见:当|w| 6
1.64时,滑行力为零,相当于存在一个死区,当w在这

个范围时,航行体在空泡内部运行,不产生滑行力,是
一个理想的运动状态. 一旦受到扰动,航行体就会与
空泡壁碰撞,而产生滑行力u1,这个滑行力是很大的,
而空泡的内径有限,航行体在受到这个滑行力扰动后
的调节过程可能会在空泡上下壁间来回碰撞直至失

稳. 所以这个系统的稳定性要求并不是简单的平衡点
是否稳定的问题.若控制响应过快会导致来回碰撞而
失稳,若响应过慢又会使静差过大,航行体刺破空泡
壁入水过深,破坏了空泡的稳定条件.而在正常工作
时尾部是周期拍打着空泡的内壁,即稳态工况下尾部
会持续受到滑行力这个外扰的作用,此时各个状态变
量的变化反映了该系统在持续外扰下的性能.上述这
些特殊性将在下面的H∞状态反馈控制设计中得到体

现.

表 1 模型参数
Table 1 Parameters of the model

参数符号 参数名称 参数值

Rn 空化器半径/m 0.0191

R 航行体半径/m 0.0508

Rc 空泡半径/m 0.09

Ṙc 空泡半径变化率 20

g 重力加速度/(m · s−2) 9.81

ρv 航行体密度/(kg ·m−3) 2000

m 密度比 2

n 尾翼效率 0.5

V 前进速度/(m · s−1) 75

Cx0 升力系数 0.82

σ 空化数 0.03

3 H∞状状状态态态反反反馈馈馈设设设计计计(H∞ state feedback de-
sign)
超空泡航行体的系统方程式(9)为全量方程式,不

过这里的平衡点为x0 = 0,除去其中的常数项C后就

是系统的增量方程式. C项是重力加速度,主要影响
系统稳态时的静差. 稳态时重力与滑行力(平均值),以
及空化器和尾翼产生的升力相平衡,使各个变量出现
一定的稳态偏差. 不过本例中这些变量的稳态偏差是
比较小的,例如深度z的稳态平均值约为 1 ∼ 2×
10−3 m(参见图4). 而H∞研究的是系统的动态性能,
故下面的动态性能指标的计算中采用去掉C项后的增

量方程式.

系统的性能输出为z(注: 在此采用H∞性能输出

的统一符号z,为区别航行体的深度z,故使用黑体表
示):
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z =



β1 0 0 0

0 β2 0 0

0 0 β3 0

0 0 0 β4

0 0 0 0
0 0 0 0




z

w

θ

q

+



0 0

0 0

0 0

0 0

w21 0

0 w22


[
δf
δc

]
. (11)

这个性能输出z是加权的各个状态变量与加权的

控制输入u2之和,式中的β1, β2, β3, β4, w21, w22为相

应的加权系数. H∞状态反馈设计中的性能指标是w ∞

0
∥z(t)∥dt 6 γ

w ∞

0
∥u1(t)∥dt. (12)

定义中的u1是指所有可能的L2(0, T )函数. 本例中这
个u1就是作用在超空泡航行体上的滑行力. 满足式
(12)时称系统的增益小于等于γ [11].

H∞状态反馈的解就是H∞全信息问题的中心控

制器[11],即解如下的Riccati方程:

ATP + PA+ P (γ−2B1B
T
1 −

B2D
−1BT

2 )P + C1C
T
1 , (13)

式中D = DT
12D12.

若(C1, A)可观测,并且Riccati方程(13)存在正定
解P > 0,则存在状态反馈控制律

u2 = Kx, (14)

使得系统渐近稳定并满足∥Tu1z∥∞ 6 γ,此时控制律
的计算公式如下:

K = −D−1BT
2 P. (15)

Riccati方程(13)的求解可利用MATLAB中的全信
息问题函数hinffi. 因此H∞状态反馈设计的实质问题

是如何来确定其加权系数.

这里先来确定控制输入u2的加权系数w21和w22,
这两个加权系数构成了性能输出中的D12,即式(13)
中的D. 注意式(13)中的二次项

γ−2B1B
T
1 −B2D

−1BT
2 ,

其中的B1和B2数量级相差很大,为了避免计算中的
病态问题, D应该取较大的值,使这二次项中B1和

B2的这两个分量能相匹配,故在初步设计中取

w21 = w22 = 150. (16)

下面来确定式(11)中的4个权系数βi. 权系数的确
定与系统性能对高低频段的约束有关. 而高低频的性
能要求主要反映在系统的奇异值特性上. 所以这里采
用LQR优化问题中的结果作为选定权系数的理论依
据[11]. 为简化计算,在设计中设只有一个输入δc,而δf
= 0,即尾翼保持水平不参与控制.因为单输入系统的
奇异值特性只有一条,可以直接根据频率特性的概念
来进行讨论.这种尾翼不参与控制只控制空化器偏转
也是超空泡航行体的一种典型工作方式[5]. LQR最优

调节问题的代价函数为

J =
w ∞

0
(xTQx+ uTRu)dt, (17)

式中: Q = HTH , R = RT>0. 本例中, R=ρI , ρ=
w2

22 = 1502,

H =


β1 0 0 0

0 β2 0 0

0 0 β3 0

0 0 0 β4

 . (18)

设LQG问题最优解所得到的开环传递函数为
L(jω),这个L(jω)低频部分的奇异值特性可近似

为[11]

σi[L(jω)] ≈
σi[HΦ(jω)B2]√

ρ
]. (19)

由于现在讨论的是单输入系统,从上式可得此系统的
开环低频特性近似为

L(jω) ≈ HΦ(jω)B2√
ρ

, (20)

式中Φ(jω)B2 = (jωI −A)−1B2就是从控制输入u2

到状态变量的频率特性矩阵. 因为现在讨论的是低频
特性,根据式(20),略去高频分量可得L(jω)的低频近

似表达式为

L(jω) =
HΦ(jω)B2√

ρ
≈ 1

w22


Gz(jω)β1

Gw(jω)β2

Gθ(jω)β3

Gq(jω)β4

 , (21)

式中的Gz(jω), Gw(jω), Gθ(jω), Gq(jω)分别表示从

控制输入u2到4个状态变量传递函数的低频近似. 将
参数代入可近似算得

L(jω) ≈



305.27β1

(jω)2w22

−224.49β2

w22

−3.091(jω + 1.317)β3

jωw22

−3.091(jω + 1.317)β4

w22


. (22)

从式(22)中可以看到: 系统的低频特性中第1项为最
大,但随着ω很快衰减. 以ω = 100 rad/s为例,此时Gz

的幅值即为个位数了,相较第2项完全被淹没掉了,而
第1项的深度z是超空泡航行体的主要输出,低频部分
应以这一项为主,为避免这一问题,式中的β1应取得

较大.从式(22)中还可以看到β2对应的Gw为常数项,
只起到拓展带宽的作用,应取较小的值.综上分析取

β1 = 2300,

β2 = 0.01.
(23)

另外,从式(22)中可知: 系统开环频率特性矩阵
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L(jω)中的第1项Gz所乘的系数
β1

w22

就相当于对状态

变量 z 所加的反馈增益,当β1 = 2300时,
β1

w22

≈

15.33,这个增益是一个在系统设计中可以接受的数
据.

剩下的两个未确定系数β3和β4是状态变量q和θ

的加权. 从方程式(1)中可知, q项和θ项是一种微分关

系, q项起到一种PD控制的作用,所以这两项的加权
系数应该相互协调统一考虑.这两项的加权相加即是
对PD控制的加权:

β3Gθ(s) + β4Gq(s) = β3(1 +
β4

β3

s)Gθ(s) =

β3(1 + Tds)Gθ(s). (24)

这个PD控制主要是对俯仰角θ的姿态回路起稳定作

用,数值上与系统的带宽相关.设系统过0 dB线的频
率ωc = 200 rad/s,则取Td = 0.005 s,即

β3 = 200β4, (25)

β3和β4处于式(22)的后两项,数值上也不宜过大,故
最终取

β3 = 200, β4 = 1. (26)

根据上面所设计的加权系数算得状态反馈律后,
经过仿真分析发现尾翼的偏转角δf过大,故增加δf的

加权系数,最终得到各权系数为

β1 = 2300, β2 = 0.01, β3 = 200,

β4 = 1, w21 = 300, w22 = 150.
(27)

从最终的得到的加权系数(27)中可见:本例中的
加权从0.01到2300,数值上跨度非常大,如果按照一
般理论上设定的加权矩阵: Q = I , R = I , D = I ,
在这类实际问题上显然是行不通的. 本文的加权系数
一共有6个,如果盲目选取,工作量是非常大的,本文
是从Riccati方程的病态问题、系统低频特性的特点和
要求、带宽和姿态稳定等多方面分析讨论,缩小了加
权系数的搜索范围.这里要说明的是,上文的加权系
数的计算选取,只是提供了一个设计思路,最后还要
通过设计后的仿真验证来最后确定.

根据上文设计的加权系数(27),利用MATLAB中
全信息函数hinffi解Riccati方程(13),得到反馈控制律

K =

[
−0.59 0.18 − 13.52 0.24

−15.34 − 0.22 16.20 − 0.05

]
. (28)

在式(28)的状态反馈下可算得闭环系统的极点为
−4.91, −15.86, −86.63± 83.65i,具有良好的稳定性
能.此时对应的H∞范数指标γ = 1.6793. 扰动输
入u1到性能输出 ζ闭环传递函数Tu1z的奇异值曲

线如图 3所示,从图中可见最大奇异值约为 1.754 =

4.88 dB,与所得的范数指标相一致.

图 3 系统的奇异值特性

Fig. 3 The singular performance of the system

4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation analysis)
设初始状态为零,在所设计的状态反馈控制律

(28)的作用下,各个状态变量的响应曲线如图4所示,
对应控制输入及扰动输入如图5所示. 从图中可见,航
行体的深度z和俯仰角θ的值均为正,滑行力的方向向
上(向下为正方向),故航行体是位于空泡中心线偏下,
微微的抬着头,尾部周期性的拍打着空泡下壁高速前
进的. 此时的空化器和尾翼偏转角均小于0.2 rad,其
产生的向上控制力与滑行力一起来平衡航行体的重

力,保证航行过程中的力和力矩平衡. 图4和图5中稳
定后的性能反映了扰动输入(u1)下输出各分量(见
式(10))的稳态响应.这也就是H∞设计下的性能.
作为粗略估算,姑且认为图4和图5中的波形为正

弦波形. 从图中可读出:深度z的峰–峰值为zp−p =

0.007m;尾翼控制偏转角δf的峰–峰值为δfp−p =

0.1 rad;空化器控制偏转角δc的峰–峰值为δcp−p =

0.2 rad. 由于状态变量的加权系数β1为最大,为突出
主要问题,估算中只取β1这一项.这样根据式(11)可得
性能输出z为

z =

 β1zp−p

w21δfp−p

w22δcp−p

 =

16.130

30

 , (29)

则
√
|z|2 ≈ 45.4(注: 这里只是估算,输出的计算中有

多项已被略去,故上面的值只是近似值),而本例中外
扰(滑行力)的输入的峰值为130m2/s2(参见图5),输出
的幅值小于输入的幅值,故仿真结果表明: 此系统的
H∞范数小于γ = 1.6793.
从上面的估算过程可以清楚看出各加权系数对

H∞性能指标的贡献. 这个计算式(29)也可以作为加
权系数修改的依据,在其他的H∞设计中均可借鉴.
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图 4 超空泡航行体的状态响应曲线

Fig. 4 State responses of HSSV

图 5 控制输入及扰动输入

Fig. 5 The control inputs and the disturbance input

下面在扰动情况下来观察控制系统的稳定性. 设

航行体在1.2 s时受到某种扰动,使航行体的垂向速度

出现一脉冲型的波动∆w,该脉冲的幅度为2m/s,延

续时间为0.2 s,如图6所示.

图 6 扰动信号

Fig. 6 The disturbance signal

在上文设计的状态反馈控制律(28)的作用下,各

个状态变量的响应曲线如图7所示,对应的控制输入

及扰动输入如图8所示. 从图中可见,当受到w的扰动

后,航行体虽然受到较大的滑行力u1的反推作用,但

能很快的稳定下来. 图中没有出现反向的滑行力脉冲,

表明航行体在稳定过程中并未反向撞击空泡壁.

图 7 扰动情况下的状态响应曲线

Fig. 7 State responses under the disturbance

图 8 控制输入及扰动输入

Fig. 8 The control inputs and the disturbance input

5 结结结论论论(Conclusions)
超空泡航行体是在滑行力持续作用下运行的,所

以宜用H∞控制来处理外扰作用下的性能设计问题.
而且由于空泡空间狭小,受到扰动后的调节过程会由
于上下撞壁而失稳. 加上超空泡航行体的这些特殊的
稳定性要求,就导致有大量加权系数需要设计处理.
本文从Riccati方程的病态问题、低频特性、带宽和姿
态稳定等多方面进行综合考虑,很好地解决了H∞设

计中众多加权系数的设计选择问题.所介绍的设计思
路在求解其他的H∞设计问题时也可作为参考和借鉴.
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