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摘要:建立了评判耦合策略优劣的定量分析方法,发现了现有带中间启动局部搜索(local search, LS)的粒子群混
合算法的不足,进而提出一种简单高效的耦合策略.基于该策略,在全局性能优异的综合学习粒子群(comprehensive
learning particle swarm optimizer, CLPSO)算法中引入具有快速收敛性能的传统LS方法,提出了带LS的CLPSO混合
算法(CLPSO hybrid algorithm with LS, CLPSO--LS).以10维、30维和50维的11个标准函数,对基于不同LS方法的4种
混合算法的性能进行大量测试.结果表明, 4种CLPSO--LS混合算法的性能均优于CLPSO算法,验证了混合算法的有
效性. 其中,基于BFGS拟牛顿方法的混合算法的综合性能最优. 最后,与 8种先进粒子群算法的对比,结果表明
CLPSO--LS混合算法作为一种改进CLPSO算法,其性能优于包括已有CLPSO改进算法在内的对比算法,进一步验证
了其优越性.
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Hybrid particle swarm optimization algorithm with
simple and efficient coupling strategy
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Abstract: A quantitative analysis method is established to judge the pros and cons of the coupling strategy. The
shortcomings of the existing hybrid particle swarm optimization algorithm with intermediate starting local search (LS)
are discovered. And then a simple and efficient coupling strategy is proposed. Based on this strategy, the traditional
LS method with fast convergence performance is introduced into the comprehensive learning particle swarm optimizer
(CLPSO) algorithm. Then the CLPSO hybrid algorithm with LS (CLPSO--LS) is proposed. Numerous experiments are
carried out to test the performance of the four different LS methods based hybrid algorithms on 10-dimensional, 30-
dimensional and 50-dimensional problems of eleven benchmark functions. The results show that the performance of the
four CLPSO--LS algorithms is superior to that of CLPSO algorithm, which verifies the validity of the hybrid algorithms.
Among them, the performance of the BFGS quasi-Newton method based hybrid algorithm is the best. Finally, comparison
results with eight advanced particle swarm optimization algorithms demonstrate that the performance of the CLPSO--LS
algorithm as an improved CLPSO algorithm is superior to the compared algorithms including existing improved CLPSO
algorithms, which further validates the superiority of the CLPSO--LS algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
粒子群优化(particle swarm optimization, PSO)算

法是一种基于群体的元启发式进化算法[1],因其参数

设置少、可并行计算和寻优性能强等优点,已被广泛
应用于调度优化[2–3]、神经网络训练[4]和机器人控

制[5]等领域.实际应用中,在保持PSO算法的全局寻
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优能力的同时,需提高计算效率,而收敛速度是其关
键所在.
基本PSO算法在求解多峰问题时,存在“早熟”和

易陷入局部极值的难题.针对这些问题,出现了多种
改进PSO算法[6–11]. 国内学者们也进行了大量PSO算
法改进的研究[12–14]. 综合学习粒子群算法 (compre-
hensive learning particle swarm optimizer, CLPSO)是
其中较为成功的PSO改进算法[11],自被提出以来,相
关的理论研究[15–17]和应用研究[18]一直持续至今.
现有的CLPSO改进算法大多是通过改进粒子的学

习策略实现的,要么通过维持种群多样性来强化探索
能力,要么强化局部开发能力,但往往不能兼顾两者,
甚至是以牺牲全局性能来提升局部性能,或者相反为
之.针对这一难题,本研究采用传统的局部搜索方法
(local search, LS)来改进CLPSO,在保持全局优势的
同时,提高算法的局部收敛速度.
文献报道中已有 PSO算法与LS方法结合的研

究[19–23],表明两者的混合具有重要意义.文献[19]每
隔固定迭代次数,就选择部分粒子的历史最优解(记为
pbest)执行LS.文献[20]每次迭代都对所有粒子执行
LS.文献[21]中指出,如果算法本身的全局能力弱,需
要高频率使用LS.以这些为代表的传统耦合策略的前
提假设是认为LS具有全局加速的作用,其依据是采用
LS后能得到优于当前值的“局部最优解”,影响粒子
速度的更新,从而促进全局搜索. 但是LS是否真的具
有全局加速作用尚未被定量分析.因此,如何定量分
析LS的作用,进而建立合理的耦合策略是运用该混合
方法的关键.
本文建立了基于进入全局最优盆(global optimum

basin, GOB)粒子比例的定量分析方法,用于评判耦合
策略的好坏,通过发现中间启动LS的耦合策略的混合
算法的不足,进而提出了一种基于新型耦合策略的
CLPSO--LS混合算法. 该策略简单高效,能充分实现
CLPSO的全局能力和LS的局部收敛优势的互补.
文章组织结构如下: 第2节介绍CLPSO--LS混合算

法,第3节介绍标准测试函数,第4节的数值实验分析
包括收敛精度分析、4种混合算法的排名分析和与其
他先进PSO算法的对比分析.

2 CLPSO--LS混混混合合合算算算法法法 (CLPSO--LS hybrid
algorithm)

2.1 基基基础础础知知知识识识(Fundamental knowledge)
PSO算法模拟鸟群觅食过程中个体之间的协作行

为,每个粒子用速度v = {v1, v2, · · · , vd}和位置x =

{x1, x2, · · · , xd}来刻画, d代表维度.粒子记忆自身
的历史位置信息,并分享当前位置信息给其他个体.
ωPSO通过惯性权重ωi调节算法的全局和局部搜索能

力. 按照式(1)更新速度.其中: r1, r2是服从均匀分布
的随机数, c1, c2是学习因子, i代表粒子编号, t是当前
迭代次数, pbest是个体的历史最优解, gbest代表种群

最优解.

vt+1
id =ωi · vtid + c1 · r1 · (ptbestid − xt

id) +

c2 · r2 · (gtbestd − xt
id). (1)

CLPSO是基于ωPSO改进的分维度综合学习算
法[11],其速度按照公式(2)更新. 与ωPSO不同的是,
其pbest可能是种群中任意其他个体的,而不仅仅是自
身的,并且同一个粒子的不同维度可能选择不同粒子
的pbest. 此外, CLPSO算法没有向gbest学习项.这样
能有效地保证种群的多样性,探索更大的搜索空间,
进而增强算法的全局搜索能力.

vt+1
id = ωi · vtid + c · rdi · (ptfi(d)d − xt

id), (2)

xt+1
id = xt

id + vt+1
id , (3)

其中: fi(d)表示每个粒子各维度选择的学习对象的
粒子编号.当gbest连续m次没有更新时,重新以锦标
赛策略选择fi(d). 粒子的位置按式(3)更新.
作为一种启发式方法, CLPSO具有很强的全局搜

索能力,但针对最后阶段的开发过程相对于传统LS
方法并不占优势. 本文选取的 4种传统LS方法,具有
收敛速度快的特点,因而可以与全局搜索性能强
的CLPSO算法形成优势互补.它们分别是最速下降
法(steepest descent method)、DFP (Daviodn-Fletcher-
Powell)拟牛顿法、BFGS (Broyden-Fletch-Goldfarb-
Shanno)拟牛顿法和单纯形搜索法(Nelder-Mead)[11].
引入具有快速收敛性能的传统LS方法来改进全局

性能优异的CLPSO算法,理论上能够进一步提高
CLPSO算法的优化效率.但是,两种方法之间耦合策
略的合理与否将影响到混合算法的性能.

2.2 基基基于于于RPGOB的的的耦耦耦合合合策策策略略略定定定量量量评评评价价价方方方法法法
(Quantitative evaluation method for coupling s-
trategy based on RPGOB)
现有的混合算法中常用的耦合策略是中间每隔一

定的间隔代数就执行LS.这种策略的出发点是认为通
过局部搜索之后得到的更优的gbest和pbest,对于PSO
的全局搜索有促进作用[21]. 这是一种定性的认识,然
而,中间加LS的策略是否真的具有全局加速作用? 采
用何种指标刻画全局收敛性能?这些问题一直没有得
到澄清和有力的理论支持. 本文提出一种定量方法分
析这些问题.
定义进入GOB的粒子比例 (ratio of particles in

global optimum basin, RPGOB)这一指标,定量地评价
混合算法的全局搜索速度.其合理性在于PSO算法分
为前期全局探索阶段和后期局部开发阶段,而进入
GOB正是两个阶段的分割点. 以常用的标准多峰函数
Rastrigin(记为f5)和不连续的Rastrigin函数(记为f6)
为例具体说明,其全局最优解的位置已知(在x∗ = [0,

0, · · · , 0]时取得),通过导数分析,在全局最优解附近
的连续区域即为GOB.计算得出函数f5和f6的GOB
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区间均为 [−0.49, 0.49]D. 则RPGOB指标就是进入
GOB的粒子数与种群个体总数的比值.在相同的计算
代价下, RPGOB越大表示对应算法的全局搜索速度
越快.

运用RPGOB指标评价传统混合算法中采用的每
隔L代执行一次LS的耦合策略的性能优劣,包括加速
全局搜索和算法收敛性能两方面. 首先,利用基于
RPGOB的定量分析方法讨论每隔L代启动LS是否对
全局搜索有加速作用. 以10维的函数f5测试每隔30
代、40代、50代和60代启动LS,以及中间不启动LS的
混合算法的全局搜索性能,每次实验独立运行25次,
统计每次实验的RPGOB指标随迭代次数的变化. 为
去除因LS占用计算资源导致全局搜索不充分而产生
的影响因素,忽略LS消耗的计算量,得到每隔不同的
间隔代数L执行一次LS的混合算法的RPGOB随迭代
次数的变化曲线(图1). 图中: L30, L40, L50和L60分

别代表每隔30, 40, 50和60代执行一次LS的混合算
法,而不加LS代表的是中间不启动LS的混合算法. 不
难看出,不同间隔代数下的混合算法的RPGOB曲线
几乎吻合,只有中间不启动LS的算法稍微快一点. 这
说明,即使不计LS的计算代价,中间启动的LS也不具
有全局加速作用.

图 1 忽略LS计算消耗的每隔不同L代执行LS的混合算法
对函数f5的RPGOB

Fig. 1 RPGOB of hybrid algorithms with LS by different L
interval iterations without considering the FEs for

LS on f5

然而,事实上LS会占用一定的计算量,图2为考虑
LS计算消耗,每隔不同L代执行一次LS的混合算法的
RPGOB随函数评价次数(function evaluations, FEs)的
变化曲线.对横轴在区间[30000, 40000]、纵轴在区间
[0, 16]的部分进行了局部放大.可以明显看出,中间不
启动LS的混合算法快于任何一种每隔不同L代启动

LS的混合算法. 由此可见,中间启动LS不但没有起到
全局加速的作用,反而因为LS占用计算资源,降低了
全局搜索速度.

图 2 考虑LS计算消耗的每隔不同L代执行LS的混合算法
对函数f5的RPGOB

Fig. 2 RPGOB of hybrid algorithms with LS by different L
interval iterations with considering the FEs for LS

on f5

进一步讨论中间启动LS的耦合策略对算法收敛性
能的影响.对表1中的6个多峰函数的10维问题测试每
隔30代、40代、50代和60代启动LS的混合算法的收敛
性能,每次实验独立运行25次. 表1是在CLPSO的迭
代过程中,每隔不同L代启动LS得到的混合算法的收
敛失败率,设定精度值大于1e--2时视为未收敛. 从表1
可知, L越小,即LS启动越频繁,失败率越高. 这是因
为频繁启动LS会使多个粒子聚集到同一个区域,导
致种群多样性的丧失,引起“早熟”. 由此可见,在
CLPSO迭代过程中频繁启动LS的策略会增加算法陷
入局部极小的风险.

表 1 每隔L代执行中间LS的混合算法的失败率
Table 1 Failure rate of hybrid algorithm with

intermediate LS by different L
interval iterations

函数 L = 30 L = 40 L = 50 L = 60

Griewanks 0.12 0.08 0.04 0.04
Rastrigin 0.76 0.6 0.24 0

不连续的Rastrigin 0.96 0.72 0.44 0.16
Weierstrass 1 1 0.48 0
偏移的Rastrigin 0.48 0 0 0

偏移不连续的Rastrigin 0.28 0.08 0 0

综上,通过基于定量评价方法的分析,发现传统中
间启动LS的耦合策略并不具有加速全局搜索的作用,
反而因为LS占用计算资源,使全局搜索不充分,增加
算法陷入局部极小的风险.

2.3 CLPSO--LS混混混合合合算算算法法法简简简单单单高高高效效效的的的耦耦耦合合合
策策策略略略(CLPSO--LS hybrid algorithm with simple
and efficient coupling strategy)
针对基于中间启动LS耦合策略下的混合算法的不

足,本文提出一种更合理的耦合策略,即在CLPSO已
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经进行了大量全局搜索之后,只在迭代最后对gbest执

行一次LS.它不仅克服了原有耦合策略易陷入局部极
小的不足,也在节约计算资源的前提下实现加速收敛
的作用,简单且高效. 图3是以BFGS拟牛顿方法为例
的CLPSO--LS混合算法的流程. 基于BFGS拟牛顿法、
DFP拟牛顿法、最速下降法和单纯形搜索的CLPSO--
LS混合算法分别简记为 CLbfgs, CLdfp, CLsd和
CLnelder.

图 3 CLPSO--LS混合算法的流程图

Fig. 3 The flowchart of CLPSO--LS hybrid algorithm

基于简单高效耦合策略的CLPSO--LS混合算法的
基本思想是将CLPSO的全局搜索优势和LS的快速精
确求解能力强强结合.为了避免由于频繁启动LS导
致“早熟”,同时更合理分配全局搜索和局部搜索的
计算资源,不在中间启动LS.本文的策略能在保持
CLPSO的全局性能优势的前提下,提高混合算法的局
部收敛速度.在实际计算中,考虑到计算时间往往是
有限的,在这种情况下,本文的策略可修正为在达到
最大迭代次数之后,再启动LS对gbest进行搜索.

该策略一方面能在给定的实验条件下,最大限度
地保持CLPSO的全局性能,另一方面是其简单且高
效. 它是基于对现有中间启动LS的耦合策略的混合算
法中LS作用的分析提出的,具有很强的理论依据,后
面将通过实验测试本文耦合策略下的CLPSO--LS混
合算法的性能.

2.4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
与一般的PSO类似, CLPSO--LS混合算法的搜索

过程同样分为早期全局探索和后期局部开发. 根据文
献[11]对CLPSO的研究结果,已经充分说明了CLPSO
具有强大的全局探索能力. 本节只需针对CLPSO的后
期局部开发的收敛速度进行理论分析,并与以DFP拟
牛顿方法为代表的LS进行对比.

根据文献[25], PSO收敛速度的分析一般基于以下
几点简化: 1)一维问题, 2)单个粒子, 3) gbest和pbest

固定. 本文同样在这些基本假设下,对CLPSO进行收
敛速度的分析. CLPSO更新关系式可以表达为式(4):{

vt+1 = ω · vt + c · r · (pt − xt),

xt+1 = xt + vt+1.
(4)

而式(4)可以写成矩阵的形式,如式(5):[
vt+1

xt+1

]
=

[
ω −c · r
1 1

]
·
[
vt

xt

]
+

[
c · r · p

0

]
, (5)

缩记为Xt+1=A ·Xt + b.

当CLPSO收敛时,存在不动点(v∗, x∗),使得

X∗=A ·X∗ + b. (6)

定义∆Xt=Xt −X∗,根据式(5)和式(6),可得

∆Xt+1=A ·∆Xt. (7)

对式(7)两边取范数,依矩阵相容范数的定义可得

∥∆Xt+1∥
∥∆Xt∥

6 ∥A∥ . (8)

这说明CLPSO只有线性收敛速度,与其他PSO的
收敛速度分析结果一致[25].

下面对DFP拟牛顿方法的局部收敛性能进行分析.
依据文献[26],其收敛速度如式(9)所示:

∥xt+1 − x∗∥
∥xt − x∗∥

6 γ (1+r)
∥∥Bt − F ′ (x∗)

∥∥ . (9)

又 因 为 可 证 明 lim
t→∞

∥Bt − F ′ (x∗)∥ = 0,故

lim
t→0

∥xt+1 − x∗∥
∥xt − x∗∥

=0,也就是说, DFP拟牛顿方法具有

局部超线性收敛速度.

综上可知, DFP拟牛顿方法的收敛速度快于
CLPSO.这意味着对于局部问题,以DFP为代表的LS
方法只需使用更少的FEs就能达到指定收敛精度,因
而CLPSO--LS混合算法具有更强的收敛性能.

3 标标标准准准测测测试试试函函函数数数(Benchmark test functions)
为了测试本文混合算法的性能,选取11个标准函

数[11]进行实验. 测试函数的表达式和搜索范围如表2
所示,其他具体性质参见文献[11].
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表 2 标准测试函数的名称、表达式和搜索范围
Table 2 The name, formula and search range of benchmark functions

函数名称 函数表达式 搜索范围

Sphere f1 (x) =
D∑
i=1

x2i [−100, 100]D

Rosenbrock f2 (x) =
D−1∑
i=1

(100
(
x2i − xi+1

)2
+ (xi − 1)2) [−2.048, 2.048]D

Ackley
f3 (x) =−20exp(−0.2

√
1

D

D∑
i=1

x2i )−

exp(
1

D

D∑
i=1

cos (2πxi)) + 20 + e

[−32.768, 32.768]D

Griewanks f4 (x) =
D∑
i=1

x2i
4000

−
D∏
i=1

cos
xi√
i
+ 1 [−600, 600]D

Rastrigin f5 (x) =
D∑
i=1

(
x2i − 10 cos (2πxi + 10)

)
[−5.12, 5.12]D

不连续的Rastrigin

f6 (x) =
D∑
i=1

(
y2i − 10 cos (2πyi) + 10

)
,

yi =


xi, |xi| <

1

2
,

2xi
2

, |xi| >
1

2
,

i = 1, 2, · · · , D
[−5.12, 5.12]D

Schwefel f7 (x) = 418.9829×D −
D∑
i=1

xisin |xi|
1
2 [−500, 500]D

Weierstrass
f8 (x) =

D∑
i=1

(
kmax∑
k=0

[akcos(2πbk (xi + 0.5))])−

D
kmax∑
k=0

[ak cos(2πbk · 0.5)], a = 0.5, b = 3, kmax = 20

[−0.5, 0.5]D

偏移的Rastrigin
f9 (x) =

D∑
i=1

(
z2i − 10 cos (2πzi) + 10

)
+ fbias1,

z = x− o, x = [x1 x2 · · · xD], o = [o1 o2 · · · oD]

[−5.12, 5.12]D

偏移不连续的Rastrigin

f10 (x) =
D∑
i=1

(
y2i − 10 cos (2πyi) + 10

)
+ fbias2,

yi =


zi, |zi| <

1

2
,

2zi
2

, |zi| >
1

2
,
i = 1, 2, · · · , D,

z = x− o, x = [x1 x2 · · · xD], o = [o1 o2 · · · oD]

[−5.12, 5.12]D

偏移的Schwefel
f11 (x) = 418.9829×D −

D∑
i=1

zisin |zi|
1
2 + fbias3,

z = x− o, x = [x1 x2 · · · xD], o = [o1 o2 · · · oD]

[−500, 500]D

4 数数数值值值实实实验验验(Numerical experiment)
4.1 实实实验验验参参参数数数设设设置置置(Preferences of experiment)
为了验证本文所提算法的有效性和可扩展性,分

别对11个标准测试函数的不同维度(10维、30维和50
维)的问题进行实验. 第1组实验的参数设置如下: 问
题维度D = 10,种群规模N = 40,最大目标函数评
价次数Max FEs = 4000×D, LS的目标函数评价次
数L FEs = 70×D. 第2组实验: D = 30, N = 100,

Max FEs = 10000×D, L FEs = 100×D. 第3组

实验: D = 50, N = 150, Max FEs = 15000×D,

L FEs = 300×D. 每次实验独立运行25次. 实验运
行环境: MATLAB R2014a, Win10专业版, 64位操作
系统, 8 GB内存, 2.40 GHz处理器.

4.2 CLPSO--LS的的的实实实验验验结结结果果果分分分析析析 (Experimental
results analysis of CLPSO--LS)
实验统计结果(表3)列出了4种CLPSO--LS混合算

法和CLPSO算法对各测试函数的10维、30维和50维
问题的计算收敛精度的中位数和均值.
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表 3 测试标准函数的10维、30维和50维问题的收敛精度
Table 3 Convergence precision of D10, D30 and D50 problems for benchmark functions

D10 D30 D50
函数 算法

Median Mean Median Mean Median Mean

f1

CLPSO 3.88E–11 5.09E–11 6.96E–11 7.06E–11 5.00E–12 5.25E–12
CLbfgs 2.16E–17 2.17E–17 9.02E–18 1.28E–17 3.06E–17 2.95E–17
CLdfp 1.90E–17 1.81E–17 2.34E–17 2.99E–17 3.90E–17 3.84E–17
CLsd 3.06E–18 4.11E–18 5.65E–18 5.51E–18 1.86E–18 1.88E–18

CLnelder 1.24E–12 2.96E–12 1.06E–11 1.11E–11 6.63E–13 8.62E–13

f2

CLPSO 2.83E+00 2.93E+00 1.99E+01 2.00E+01 3.96E+01 3.97E+01
CLbfgs 6.02E–11 5.77E–11 3.91E+00 4.18E+00 6.52E–11 6.38E–11
CLdfp 1.44E+00 1.45E+00 1.82E+01 1.80E+01 3.70E+01 3.66E+01
CLsd 2.28E+00 2.24E+00 1.94E+01 1.88E+01 3.90E+01 3.83E+01

CLnelder 1.63E+00 1.65E+00 1.88E+01 1.85E+01 3.80E+01 3.78E+01

f3

CLPSO 3.53E–06 3.30E–06 2.95E–06 2.95E–06 5.07E–07 5.06E–07
CLbfgs 7.73E–09 7.90E–09 8.39E–09 8.68E–09 7.96E–09 7.60E–09
CLdfp 8.81E–09 8.84E–09 8.20E–09 8.96E–09 8.05E–09 7.37E–09
CLsd 1.92E–09 1.92E–09 4.98E–10 8.12E–10 7.82E–12 3.24E–10

CLnelder 6.74E–07 9.34E–07 1.24E–06 1.23E–06 2.19E–07 2.32E–07

f4

CLPSO 3.27E–04 9.95E–04 3.21E–08 4.31E–08 3.34E–10 4.87E–10
CLbfgs 1.11E–16 2.96E–04 4.44E–16 6.08E–16 8.88E–16 8.39E–16
CLdfp 1.11E–16 2.96E–04 1.11E–15 1.64E–15 3.89E–15 5.78E–15
CLsd 3.47E–11 2.96E–04 6.55E–15 6.62E–15 1.57E–14 1.56E–14

CLnelder 1.11E–05 3.15E–04 3.30E–09 6.23E–09 5.82E–11 1.00E–10

f5

CLPSO 9.37E–06 1.80E–05 5.02E–03 5.51E–03 8.49E–02 8.66E–02
CLbfgs 0.00E+00 9.24E–16 0.00E+00 4.97E–16 0.00E+00 1.71E–15
CLdfp 0.00E+00 7.11E–16 0.00E+00 3.55E–16 0.00E+00 1.99E–15
CLsd 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.42E–16

CLnelder 3.56E–07 5.10E–07 5.83E–04 6.96E–04 1.55E–02 2.02E–02

f6

CLPSO 9.40E–05 1.98E–04 8.99E–02 9.38E–02 9.44E–01 1.07E+00
CLbfgs 0.00E+00 9.95E–16 0.00E+00 2.84E–16 0.00E+00 2.84E–16
CLdfp 0.00E+00 1.35E–15 0.00E+00 4.26E–16 0.00E+00 1.42E–16
CLsd 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00

CLnelder 5.11E–06 1.18E–05 1.16E–02 1.50E–02 1.85E–01 2.08E–01

f7

CLPSO 1.37E–08 1.84E–08 2.00E–06 2.64E–06 5.52E–06 7.82E–06
CLbfgs 1.18E–11 1.09E–11 4.00E–11 3.71E–11 5.46E–11 5.91E–11
CLdfp 1.18E–11 1.11E–11 3.64E–11 3.59E–11 6.18E–11 6.24E–11
CLsd 1.36E–11 1.33E–11 4.55E–11 4.48E–11 8.00E–11 8.31E–11

CLnelder 8.91E–11 1.92E–10 1.19E–08 2.47E–08 3.53E–10 4.37E–10

f8

CLPSO 3.72E–05 3.78E–05 5.85E–05 5.74E–05 7.85E–06 8.55E–06
CLbfgs 5.25E–06 1.87E–05 7.58E–06 1.03E–05 4.26E–10 2.03E–07
CLdfp 3.42E–05 3.26E–05 2.57E–05 2.89E–05 1.67E–07 4.97E–07
CLsd 3.88E–05 4.40E–05 4.61E–05 4.49E–05 1.08E–06 2.26E–06

CLnelder 3.78E–05 4.04E–05 4.61E–05 4.31E–05 1.89E–06 3.15E–06

f9

CLPSO 2.27E–06 4.47E–06 2.62E–03 3.59E–03 4.78E–02 4.55E–02
CLbfgs 6.64E–13 6.19E–13 1.93E–12 1.87E–12 3.19E–12 3.15E–12
CLdfp 6.64E–13 6.19E–13 1.93E–12 1.87E–12 3.19E–12 3.15E–12
CLsd 6.63E–13 6.19E–13 1.89E–12 1.80E–12 3.15E–12 3.09E–12

CLnelder 8.38E–11 3.66E–10 1.05E–08 1.21E–05 8.60E–08 3.87E–05

f10

CLPSO 3.35E–05 5.46E–05 4.01E–02 4.58E–02 5.33E–01 5.65E–01
CLbfgs 5.29E–13 5.36E–13 1.94E–12 1.87E–12 3.23E–12 3.19E–12
CLdfp 5.29E–13 5.36E–13 1.94E–12 1.87E–12 3.23E–12 3.19E–12
CLsd 5.28E–13 5.33E–13 1.90E–12 1.82E–12 3.11E–12 3.13E–12

CLnelder 1.35E–10 7.83E–10 2.96E–07 1.06E–03 4.32E–04 9.10E–03

f11

CLPSO 6.24E–10 1.16E–08 1.64E–08 2.01E–08 8.39E–09 1.24E–08
CLbfgs 5.46E–12 1.02E–11 7.28E–11 2.49E–10 2.22E–10 2.98E–10
CLdfp 8.19E–12 1.15E–11 9.64E–11 4.20E–10 2.33E–10 3.59E–10
CLsd 6.37E–12 6.84E–12 6.91E–11 2.10E–10 1.56E–10 2.31E–10

CLnelder 4.55E–12 1.22E–11 3.82E–10 6.35E–10 3.27E–10 3.58E–10
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由于算法的CPU耗时取决于FEs,算法性能的评估
标准是给定Max FEs下所达到的收敛精度.对于
CLPSO--LS混合算法,当CLPSO迭代到 FEs=Max
FEs时,执行LS.而大多情况下, LS不需要用完给定的
L FEs就已收敛.

4.2.1 CLPSO--LS混混混合合合算算算法法法收收收敛敛敛精精精度度度分分分析析析(Conve-
rgence precision analysis of CLPSO--LS hy-
brid algorithm)

由收敛精度的统计结果(表3)可知,所有测试函数
的10维、30维和50维问题, CLPSO--LS混合算法在相
同甚至更少的FEs下,都比CLPSO算法达到了更高的
收敛精度.下面具体分析各算法在不同函数上的优化
性能.

先对10维问题的测试结果进行分析. 1) CLsd在f5

和f6的均值为0,说明每次测试都收敛到全局最优解.
CLbfgs和CLdfp在f5和f6的均值,也收敛到了很高的
精度,比CLPSO算法提高了10至11个数量级. 上述这
3种混合算法在f5和f6的收敛精度的中位数都是0,说
明在大多数实验中,两种拟牛顿方法也收敛到了全局
最优解. 2)对于f1, f2, f3, f7, f9, f10和f11,混合算法
的收敛精度比CLPSO提高了 3–11个数量级. 其中,
CLPSO算法本身对f2的收敛效果不太好,而CLbfgs方
法将其收敛精度大幅提高到了E--11这个数量级. 3)在
f4和f8的实验中,本文所提算法的计算精度相比于
CLPSO也提高了2–3倍.

同样地,从表3中可看出, CLPSO--LS混合算法的
性能在30维和50维问题上也有明显提高,证明了其对
高维问题的有效性.

综上, CLPSO--LS混合算法相比于CLPSO算法,
对不同维度的所有测试函数都具有明显优势,在绝大
多数函数中优势非常显著.并且,混合算法的优化性
能在各维度间的差异较小,具有维度扩展性与普适性.

4.2.2 4种种种CLPSO--LS混混混合合合算算算法法法的的的排排排名名名分分分析析析(Rank-
ing analysis of the four CLPSO--LS hybrid al-
gorithms)

分别按算法对各测试函数的收敛精度的均值和中

位数进行排序(遇到相同值时取并列名次),得出各算
法在每个测试函数的排名,再计算出算法的平均排名
和最终排名. 由表 4基于均值的排名的统计结果
知, CLbfgs和CLsd并列第 1,接下来依次是CLdfp和
CLnelder. 拟牛顿方法在寻找可微凸函数的局部最优
解方面具有很强的能力. 单纯形法的收敛速度不如其
它方法快,但其有潜力在不连续问题和不连续组合优
化问题中取得好的效果,所以在实际应用中依然值得
考虑.

表 4 基于收敛精度的均值的算法排名
Table 4 Ranking based on the mean of convergence

precision

函数 CLPSO CLbfgs CLdfp CLsd CLnelder

f1--D10 5 3 2 1 4
f2--D10 5 1 2 4 3
f3--D10 5 2 3 1 4
f4--D10 5 1 1 1 4
f5--D10 5 3 2 1 4
f6--D10 5 2 3 1 4
f7--D10 5 1 2 3 4
f8--D10 3 1 2 5 4
f9--D10 5 3 2 1 4
f10--D10 5 2 3 1 4
f11--D10 5 2 3 1 4
f1--D30 5 2 3 1 4
f2--D30 5 1 2 4 3
f3--D30 5 2 3 1 4
f4--D30 5 1 2 3 4
f5--D30 5 3 2 1 4
f6--D30 5 2 3 1 4
f7--D30 5 2 1 3 4
f8--D30 5 1 2 4 3
f9--D30 5 2 3 1 4
f10--D30 5 2 3 1 4
f11--D30 5 2 3 1 4
f1--D50 5 2 3 1 4
f2--D50 5 1 2 4 3
f3--D50 5 3 2 1 4
f4--D50 5 1 2 3 4
f5--D50 5 2 3 1 4
f6--D50 5 3 2 1 4
f7--D50 5 1 2 3 4
f8--D50 5 1 2 3 4
f9--D50 5 2 2 1 4
f10--D50 5 2 2 1 4
f11--D50 5 2 4 1 3
平均排名 4.9394 1.8485 2.3636 1.8485 3.8485
最终排名 5 1 3 1 4

为了充分进行对比,本文也采用了中位数进行排
名(表 5). 得出CLbfgs最优,且 4种混合算法都优于
CLPSO算法. 综合两种排名方式,得出具有超线性收
敛速度的CLbfgs算法的性能最优,可推荐作为后续研
究的首选方法.

表 5 基于中位数的算法排名
Table 5 Ranking based on the median of convergence

precision

度量指标 CLPSO CLbfgs CLdfp CLsd CLnelder

平均排名 4.9394 1.5455 1.9394 1.9697 3.7879
最终排名 5 1 2 3 4
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4.3 与与与其其其他他他改改改进进进PSO算算算法法法的的的对对对比比比 (Comparison
with other improved PSO algorithms)

4.3.1 收收收敛敛敛精精精度度度分分分析析析(Convergence precision analy-
sis)

为了进一步验证本文所提算法的优越性,与另
外8种优秀的改进PSO算法进行对比,包括CSO[6],
SLPSO[7], FIPS[8], FDR–PSO[9], CPSO--H[10], DNLP-
SO[15], HCLPSO[16]和DMS--L--PSO[19].其中DNLPSO
和HCLPSO是基于CLPSO改进的算法. DMS--L--PSO
是采用了不同于本文耦合策略的基于LS的动态多子
群PSO算法. 出于统一性的考虑,同样对上述11个标
准函数的10维、30维和50维问题进行测试,参数设置
与前面的实验一致.
平均收敛精度如表6所示. 粗体显示的是各函数的

最优结果. CLbfgs算法在10 维的f2, f4, f5, f6, f7和

f10, 30维的f5, f6, f7, f9, f10和f11以及50维的f2, f5,

f6, f7, f9, f10和f11中超过其他所有算法,尤其在复杂
多峰问题中表现出很强的优势. 在部分函数中,其他
算法略优于CLbfgs. 对单峰函数f1和简单多峰函数

f3, SLPSO算法和CSO算法在3个维度测试中都分别
取得最优. CSO算法和DMS-L-PSO算法对10维f8收

敛到全局最优, CSO算法和SLPSO算法对30维和50维
的f8收敛到全局最优. 在10维的f11中HCLPSO略优
于本文算法. 对于10维f2, f5和f6, CLPSO本不是最优
的,但在加入LS之后, CLbfgs混合算法的性能在这 3
个函数上明显超过了其他所有算法. 在30维的f6, f9
和f10中,以及50维f2, f5, f6, f7, f9和f10中,也有同样
的结论.

表 6 各种改进PSO算法的收敛精度的均值
Table 6 The mean of convergence precision of improved PSO algorithms

函数 CSO SLPSO FIPS FDR--PSO CPSO--H DMS--L--PSO DNLPSO HCLPSO CLPSO CLbfgs

f1 7.4E–79 2.4E–87 1.2E–08 6.4E–52 3.8E–06 3.8E–38 1.9E–01 2.0E–22 5.1E–11 2.2E–17
f2 6.1E+00 5.3E+00 5.1E+00 4.0E–01 2.4E+00 6.0E–11 5.0E+00 3.8E+00 2.9E+00 5.8E–11
f3 3.0E–15 6.6E–02 4.6E–05 5.4E–15 6.3E–04 3.7E–15 1.5E+00 6.1E–12 3.3E–06 7.9E–09
f4 2.1E–02 1.6E–02 1.3E–01 7.1E–02 4.8E–02 1.0E–02 3.8E–01 2.3E–02 1.0E–03 3.0E–04
f5 4.5E+00 6.1E+00 5.5E+00 3.7E+00 1.4E–06 5.3E–15 1.0E+01 1.0E–04 1.8E–05 9.2E–16

D10 f6 6.5E+00 8.1E+00 7.1E+00 3.8E+00 8.7E–07 3.2E–01 9.0E+00 4.3E–02 2.0E–04 1.0E–15
f7 5.6E+02 6.3E+02 8.3E–05 7.1E+02 3.8E+01 1.6E+02 8.1E+02 1.4E+01 1.8E–08 1.1E–11
f8 0.0E+00 2.3E–06 2.6E–03 1.7E–04 9.3E–03 0.0E+00 1.7E+00 2.6E–13 3.8E–05 1.9E–05
f9 4.7E+00 6.2E+00 4.6E+00 4.0E+00 4.0E–02 1.9E–13 1.1E+01 4.5E–05 4.5E–06 6.2E–13
f10 8.0E+00 9.9E+00 6.2E+00 4.0E+00 8.0E–02 3.9E–01 1.2E+01 4.0E–02 5.5E–05 5.4E–13
f11 2.1E+02 2.9E+02 2.3E–06 3.0E+02 1.2E+01 1.9E+01 4.3E+02 8.0E–13 1.2E–08 1.0E–11

f1 1.2E–113 2.1E–137 4.1E–06 2.8E–96 5.2E–06 5.1E–41 4.1E+02 6.4E–40 7.1E–11 1.3E–17
f2 2.1E+01 1.5E+01 2.4E+01 1.3E+01 2.1E+01 7.4E–11 4.1E+01 1.8E+01 2.0E+01 4.2E+00
f3 3.6E–15 6.4E–15 4.5E–04 1.9E–14 5.5E–04 2.5E–14 1.9E+00 1.7E–14 3.0E–06 8.7E–09
f4 3.9E–04 3.9E–04 2.6E–04 1.0E–02 2.5E–02 0.0E+00 9.1E–01 4.5E–03 4.3E–08 6.1E–16
f5 8.4E+00 1.4E+01 8.6E+01 2.5E+01 1.9E–06 1.3E+01 7.0E+01 1.2E+00 5.5E–03 5.0E–16

D30 f6 1.8E+01 2.4E+01 7.1E+01 1.3E+01 1.6E–06 1.9E+01 6.1E+01 1.8E+00 9.4E–02 2.8E–16
f7 1.4E+03 1.6E+03 3.4E+00 3.2E+03 3.1E–06 2.0E+03 3.3E+03 9.5E+00 2.6E–06 3.7E–11
f8 0.0E+00 0.0E+00 2.1E–02 3.6E–04 2.5E–02 5.7E–15 9.4E+00 2.6E–15 5.7E–05 1.0E–05
f9 1.0E+01 1.7E+01 6.2E+01 2.6E+01 1.4E–06 1.5E+01 8.2E+01 5.8E–01 3.6E–03 1.9E–12
f10 1.9E+01 2.8E+01 5.3E+01 1.6E+01 1.4E–06 2.2E+01 7.4E+01 1.7E+00 4.6E–02 1.9E–12
f11 3.4E+02 6.3E+02 2.1E–03 1.7E+03 1.1E–05 9.9E+01 2.7E+03 5.8E–05 2.0E–08 2.5E–10

f1 5.9E–127 7.5E–160 4.1E–04 1.8E–99 4.6E–06 9.5E–40 1.6E+01 4.2E–46 5.3E–12 3.0E–17
f2 3.6E+01 2.5E+01 4.4E+01 2.7E+01 3.2E+01 7.2E–11 5.7E+01 3.2E+01 4.0E+01 6.4E–11
f3 3.6E–15 7.0E–15 3.6E–03 3.5E–14 4.4E–04 7.5E–14 1.7E+00 3.2E–14 5.1E–07 7.6E–09
f4 0.0E+00 3.0E–04 7.2E–04 4.0E–03 3.9E–02 0.0E+00 2.2E+00 2.1E–03 4.9E–10 8.4E–16
f5 1.0E+01 1.6E+02 2.3E+02 5.3E+01 1.4E–06 2.9E+01 1.1E+02 3.0E+00 8.7E–02 1.7E–15

D50 f6 1.3E+02 3.0E+02 2.1E+02 2.5E+01 1.5E–06 3.9E+01 1.2E+02 3.5E+00 1.1E+00 2.8E–16
f7 2.2E+03 2.3E+03 4.7E+02 6.2E+03 3.8E–06 6.4E+03 7.6E+03 2.4E+01 7.8E–06 5.9E–11
f8 0.0E+00 0.0E+00 1.1E–01 1.3E–01 3.1E–02 1.7E–12 1.3E+01 1.7E–14 8.6E–06 2.0E–07
f9 1.2E+01 3.5E+01 1.7E+02 6.3E+01 1.1E–06 3.8E+01 1.6E+02 2.0E+00 4.6E–02 3.2E–12
f10 3.2E+01 1.2E+02 1.7E+02 3.1E+01 8.6E–07 5.2E+01 1.7E+02 3.8E+00 5.7E–01 3.2E–12
f11 5.0E+02 1.0E+03 5.0E–01 3.4E+03 9.2E–06 1.7E+02 5.2E+03 9.1E–03 1.2E–08 3.0E–10



第 1期 李文锋等: 简单高效耦合策略的粒子群混合算法 21

4.3.2 算算算法法法排排排名名名的的的统统统计计计分分分析析析(Statistical analysis of
ranking)

依据PSO算法的收敛精度的均值进行排名(表7),
结果显示CLbfgs为第1. 接下来的3个算法,依次为
CLPSO, HCLPSO和DMS--L--PSO.排名较靠后的另
外6个算法依次为CSO, CPSO--H, SLPSO, FDR--PSO,

FIPS和DNLPSO.

为了检验各个算法的排名是否存在显著性差异,
进行统计检验. 首先采用非参数Friedman test判断这
些算法之间是否在统计上不同.然后将CLbfgs算法与
其他所有算法进行非参数的Wilcoxon秩和检验,评判
CLbfgs是否显著优于其他所有算法.

表 7 基于收敛精度的均值的改进PSO算法的排名
Table 7 Ranking of PSO variants based on mean of convergence precision

度量指标 CSO SLPSO FIPS FDR--PSO CPSO--H DMS--L--PSO DNLPSO HCLPSO CLPSO CLbfgs

得第1的次数 7 5 0 0 0 4 0 1 0 19
平均排名 4.97 6 7.576 6.212 5.121 4.576 9.667 4.212 4.152 2.424
最终排名 5 7 9 8 6 4 10 3 2 1

通过对10个算法的排名进行Friedman test,得到p

= 4.9733E−24 < 0.05,说明在显著性水平0.05下拒
绝原假设(H0: 算法间无显著差异),即认为这10种算
法之间存在差别.具体地,检验本文的CLbfgs算法是
否显著性地优于其他所有对比算法. 通过依次与9个
对比算法的非参数Wilcoxon秩和检验,得到表8的输
出结果.本文有33个样本,在大样本(样本数>30)时,
采用z检验.标准正态分布在显著水平为0.05时,上临
界值为1.645,下临界值为−1.645. 与9种算法检验的z

统计量值均大于上临界值1.645,所以拒绝原假设(H0:
检验的算法对之间无显著差异).此外,表格中的p值

均小于0.05以及h值均为1,也表明要拒绝原假设. 也
就是说, CLbfgs显著性地优于这9种对比PSO算法.

表 8 Wilcoxon秩和检验的结果
Table 8 The results of Wilcoxon rank sum test

算法 z统计量值 秩和 p值 h值

CSO 3.84424 1395 1.21E–04 1
SLPSO 4.66512 1460 3.08E–06 1

FIPS 6.30656 1590 2.85E–10 1
FDR--PSO 5.49923 1528 3.81E–08 1
CPSO--H 4.50203 1450.5 6.73E–06 1

DMS--L--PSO 3.8198 1395.5 1.34E–04 1
DNLPSO 7.32595 1650 2.37E–13 1
HCLPSO 3.58163 1378.5 3.41E–04 1
CLPSO 4.07286 1417 4.64E–05 1

综上, CLbfgs的计算性能显著优于其他改进PSO
算法. 需要特别指出,在33个测试中, CLbfgs算法在20
个函数中性能优于采用了不同LS耦合策略的DMS--
L--PSO算法,在23个函数中性能优于CLPSO的改进算
法HCLPSO,在所有函数测试中都优于另一种CLPSO
的改进算法DNLPSO.这说明,本文的混合算法不仅
优于其他CLPSO改进算法,同时也优于基于中间启动
LS的耦合策略的其他PSO混合算法,进一步验证了本

文耦合策略的合理性和有效性.

4.3.3 收收收敛敛敛曲曲曲线线线(Convergence curve)
算法的优化过程可直观地从收敛曲线看出.因相

似性和篇幅限制,仅以10维函数f4(图4)的进化曲线为
代表进行说明. 图中收敛曲线是各算法25次运行的最
优解的平均进化曲线.迭代前期算法之间的差异不太
大,而CLPSO和CLbfgs在迭代后期优于其他算法,尤
其CLbfgs在迭代末期突然出现急剧下降,这是传统LS
方法(此处为BFGS拟牛顿方法)所起的积极加速作用.
LS方法在很少的迭代步内,把最优解的精度提高了很
多. 由于LS消耗的FEs远远小于整个迭代过程的FEs,
图中未展示LS的详细进化过程,只给出LS优化前后
的最优解.

图 4各算法对10维的函数f4的收敛曲线

Fig. 4 Convergence curve of f4 of 10D problem

对比CLbfgs与另外两种CLPSO的改进算法(HCL-
PSO和DNLPSO). 1) HCLPSO用两个不同的子群分别
负责探索和开发,其目的是均衡全局探索和局部开发
的能力. 由于采用分群机制, HCLPSO只有部分粒子
用于开发,全局能力弱于CLPSO.同时, CLPSO的局
部搜索弱于传统的LS方法,因此HCLPSO的计算性能
弱于CLbfgs的计算性能. 2) DNLPSO为了提高CLP-
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SO的局部搜索性能,在速度更新公式中同时也向gbest
学习,粒子向gbest聚拢的趋势更加显著,这可能导致
种群多样性降低,牺牲全局能力. 因此DNLPSO只在
迭代早期表现出一些优势,很快就落后于其他PSO算
法.

CLbfgs作为一种基于LS的PSO算法,将其与DMS
--L--PSO算法进行对比和分析.由于DMS--L--PSO在
前期迭代过程中就启动LS,其局部收敛能力较强,但
代价是大量的LS占用了PSO全局搜索的计算资源,同
时增加了陷入局部极小的风险,可能会削弱算法的全
局能力,所以其在后期表现变差. 而CLbfgs的混合策
略保持了CLPSO的全局性能,具有持续搜索能力.
综上,收敛曲线展现的迭代优化过程,也验证了本

文简单高效耦合策略下的CLPSO--LS混合算法的合
理性和优越性.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文建立了基于RPGOB指标的定量分析方法,用

于评判混合算法中耦合策略的好坏.通过这个指标对
中间以不同频率启动LS的现有混合算法的分析,发现
中间启动LS不仅无法起到全局加速的作用,还增加了
算法陷入局部极小的可能性. 在此理论分析的基础上,
本文提出了一种中间不启动LS的耦合策略,只在迭代
最后将具有快速收敛性能的传统 LS方法引入到
CLPSO算法,这样得到的CLPSO--LS混合算法能够在
继承CLPSO全局优势的前提下,大幅提高算法的收敛
性能,它简单且高效.
通过大量的实验测试,验证了本文提出的简单高

效耦合策略下的CLPSO--LS混合算法在计算效率和
收敛精度上的提升效果,说明了这种耦合策略的合理
性和高效性. 同时,对比分析了4种基于不同LS方法
的混合算法,其中CLbfgs的性能最优. 特别地,与另外
8种改进PSO算法的对比实验和统计分析进一步验证
了本文算法的优越性. 实验结果显示, CLbfgs的综合
性能优于其他所有对比算法,且统计检验结果表明本
文混合算法与其他算法的差异是显著的. 特别地,对
比算法包含两种基于CLPSO的改进算法和一种加LS
的PSO算法,说明本文的混合算法作为一种改进的
CLPSO算法不仅优于其他CLPSO改进算法,本文的
耦合策略也比传统的耦合策略更有效.
未来的研究工作可以从两个方面展开. 一方面研

究如何进一步提升CLPSO--LS混合算法的性能;另一
方面将该算法应用于实际问题的求解.
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