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摘要:对一类具有状态和输入未建模动态且控制增益符号未知的纯反馈非线性系统,利用非线性变换、改进的动态面
控制方法以及Nussbaum函数性质,提出两种自适应动态面控制方案.利用正则化信号来约束输入未建模动态,从而有效
地抑制其产生的扰动.通过引入动态信号,有效地处理了由状态未建模动态引起的动态不确定性. 通过在总的李雅普诺
夫函数中引入非负正则化信号,并利用稳定性分析中引入的紧集,证明了闭环控制系统是半全局一致终结有界的. 数值
仿真验证了所提方案的有效性.
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Adaptive control of pure-feedback nonlinear systems with
input unmodeled dynamics

ZHANG Tian-ping†, GE Ji-wei, XIA Xiao-nan
(Department of Automation, College of Information Engineering, Yangzhou University, Yangzhou Jiangsu 225127, China)

Abstract: Based on dynamic surface control (DSC) method and using Nussbaum function property, two adaptive DSC
schemes are developed for a class of pure-feedback nonlinear systems with state and input unmodeled dynamics as well
as unknown control gain sign in this paper. Normalization signal is designed to restrict the input unmodeled dynamics,
and the disturbance produced by it is effectively suppressed. Dynamic signal is introduced to deal with the dynamic
uncertainty caused by unmodeled dynamics. By adding the normalization signal to the whole Lyapunov function and
using the defined compact set in stability analysis, all the signals in the closed-loop system are proved to be semi-globally
uniformly ultimately bounded (SGUUB). Numerical simulation verifies the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从文献[1]提出后推设计以来,它已成为非线性

系统控制的主要设计工具. 其缺点是在后推的每一步
需对虚拟控制反复求导,随着系统阶次的增加,控制
器的结构越加复杂,通常称为“微分爆炸”问题.文
献[2]通过在后推的每一步引入一个1阶滤波器,用代
数运算代替微分运算来消除传统后推设计的不足. 文
献[3–4]在文献[2]基础上分别对严格反馈及纯反馈两
类非线性系统提出两种自适应动态面控制方案.进一
步,文献[5]提出一种改进的动面控制策略.

近年来,带有输入未建模动态的自适应控制受到
了人们广泛的关注,并取得了一些研究成果.文献[6]
首次对输入未建模动态展开了研究,并分别对具有线
性输入未建模动态的严格反馈非线性系统和输出反

馈非线性系统,利用正则化信号、动态非线性阻尼设
计和后推技术,设计了相应的控制律.该设计保证了
对于传递函数描述下的输入未建模增益,存在一个独
立于初始条件的正则化信号,使得系统所有输入与状
态收敛于一个区间内.文献[7]利用小增益定理拓展了
文献[6]关于输入未建模动态的研究思路. 文献[8]在
文献[6–7]的基础上得到了进一步的结果,证明了未建
模动态子系统为零相对阶的最小相位系统的有界性.
文献[9–15]关于输入未建模动态展开了不同的讨论.
对于线性输入未建模动态,相应的约束条件是子系统
为最小相位系统,而对于非线性输入未建模动态,要
求子系统零动态是输入状态稳定的. 在该假设条件下,
根据输入未建模动态李雅普诺夫函数的指数收敛率,
设计正则化信号,提出自适应后推控制律,但系统高
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频增益符号假设是已知的.

众所周知,当系统的控制方向未知时常常给控制
器的设计带来较大困难.由于具有广阔的应用背景,
控制增益符号未知的非线性系统受到广泛的讨论.文
献[16]为控制方向未知的系统提供了一种通用性控制
方法,即Nussbaum函数增益技术. 文献[17–18]针对
存在未知高频增益和时变不确定性的非线性系统,利
用Nussbaum函数和后推技术,提出了一种鲁棒控制
策略.文献[19]利用Nussbaum函数性质讨论了一类具
有时滞不确定性的严格反馈系统的自适应控制问题,
同时给出了时变控制增益符号未知的闭环系统稳定

的判断定理. 文献[20]对一类具有未建模动态的纯反
馈非线性系统,在虚拟控制增益已知和未知的两种情
形下,分别提出了自适应动态面控制方案,并利
用Nussbaum函数解决了虚拟控制增益未知的问题.
文献[21]对一类具有未建模动态及动态不确定性的严
格反馈非线性系统,利用李雅普诺夫函数刻画状态未
建模动态,提出一种新的自适应动态面控制方案.文
献[22–23]对一类带有输入未建模动态的输出反馈非
线性系统,利用正则化信号约束输入未建模动态,提
出两种输出反馈自适应动态面控制策略.文献[24]对
一类具有未建模动态和死区的纯反馈非线性系统,在
假设控制增益符号已知的条件下,提出一种基于改进
动态面控制的自适应神经网络控制方案.

本文在文献[5, 20, 22, 24]的基础上,对一类纯反馈
非线性系统,提出了两种新的鲁棒自适应动态面控制
策略.主要贡献如下: 1) 对同时具有状态和输入未建
模动态的非线性系统,分别讨论了控制增益gn(x)符

号已知和未知两种情况,提出了两种不同的自适应控
制策略,而文献[22–23]中讨论的系统是一类输出反馈
非线性系统. 2) 通过非线性变换将纯反馈系统转化为
更容易分析的严格反馈系统形式,采用改进的动态面
控制方法,避免采用中值定理,从而移去了虚拟控制
增益符号及其上下界已知的假设条件,并简化了设计.
3) 在后推设计的前n− 1步仅有一个参数需要在线调

节,减轻了计算量. 4) 通过在总的李雅普诺夫函数中
加入非负正则化信号,并利用动态面控制证明的特点,
有效地处理了控制信号的有界性.

2 问问问题题题的的的描描描述述述及及及基基基本本本假假假设设设(Problem statement
and basic assumptions)
考虑如下一类具有输入未建模动态的纯反馈非线

性系统:

ż = q(t, z, x),

ẋi = fi(x̄i, xi+1) +∆i(t, z, x),

1 6 i 6 n− 1,

ẋn=fn(x)+gn(x)ω+∆n(t, z, x), n>2,

y = x1,

(1)

式中: x̄i = [x1 x2 · · · xi]
T ∈ Ri, i = 1, 2 · · · , n;

x = [x1 · · · xn] ∈ Rn是状态向量, ω ∈ R是作用
在非线性系统上的不可量测信号, y ∈ R是系统输出,
gn(x), fi(·)(i = 1, · · · , n)是未知光滑函数, z ∈ Rn0

是不可测量状态, ∆i(t, z, x)(i = 1, · · · , n)为未知不
确定扰动.

输入未建模子系统描述如下:

ṗ = A∆(p) + b∆u, (2)

ω = c∆(p) + d∆u, (3)

式中: p ∈ Rn1是由输入u ∈ R所产生的未建模状态,
ω ∈ R是n1阶子系统的输出, A∆(·)和b∆是未知向量,
c∆(·)是未知函数并且d∆未知常数.

控制目标:设计自适应控制律u,使得系统的输
出y尽可能好地跟踪一个给定的期望信号yd,并保证
闭环系统是半全局一致终结有界的,且跟踪误差收敛
到一个小的残差集内.

定定定义义义 1[25] 对于系统ż = q(t, z, x),如果存在K∞

类函数ᾱ1, ᾱ2和一个Lyapunov函数V0(z)使得

ᾱ1(∥z∥) 6 V0 (z) 6 ᾱ2(∥z∥), (4)

以及存在两个常数 c > 0, d > 0和一个K∞类函数

γ(·)使得
∂V0(z)

∂z
q(t, z, x) 6 −cV0(z) + γ(|x1|) + d, (5)

式中: c > 0, d > 0是两个已知常数, γ(·)是一个已知
K∞类函数,则称未建模动态是指数输入状态实用
稳 定 (exponentially input-state-practically stable, exp-
ISpS).

假假假设设设 1[25] 未建模动态是指数输入状态实用稳

定(exp-ISpS)的.

假假假设设设 2 gn(x)的符号是已知的,且存在常数gi0和

gn1,使得

0 < gi0 6 |gi(x̄i+1)|, 1 6 i 6 n− 1,

0 < gn0 6 |gn(x)| 6 gn1,

其中

gi(x̄i+1) =
∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

, i = 1, · · · , n− 1.

不失一般性,假设gn(x) > 0.

假假假设设设 3 [3] 期望轨迹向量xd = [yd ẏd ÿd]
T ∈ Ωd

连续可测,其中Ωd = {xd : y
2
d + ẏ2

d + ÿ2
d 6 B0}是一

个紧集, B0是一个已知正常数.

假假假设设设 4 [25] 对未知不确定扰动∆i(t, z, x), i = 1,

· · · , n,存在未知非负连续函数ρi1(·),未知非负连续
单调递增函数ρi2(·),使得

|∆i(t, z, x)| 6 ρi1(∥x̄i∥) + ρi2(∥z∥), i = 1, · · · , n,

其中∥ · ∥表示欧氏范数.
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假假假设设设 5 [13] 对于输入未建模动态子系统(2)–(3),
其相对阶数为零,即d∆ ̸= 0,且存在一个常数c̄,使得
∥c∆(p)∥ 6 c̄∥p∥.

假假假设设设 6 [13] 对于输入未建模动态子系统(2)–(3),
存在一个Lyapunov函数W (p),满足

βp1∥p∥2 6 W (p) 6 βp2∥p∥2, (6)
∂W

∂p
A∆(p) 6 −2δ0W (p), (7)

∥∂W
∂p

∥ 6 βp3∥p∥, (8)

式中: βp1, βp2, βp3是正常数, δ0是已知正常数.

引引引理理理 1[25] 若V0(t)是系统ż = q(t, z, x)的一个

exp-ISpS李雅普诺夫函数,即假设1成立,则对于任意
常数c̄f ∈ (0, c),任意初始时间t0 >0,任意初始状态
z0 = z(t0), v0 > 0和任意 γ̄(|x1|) > γ(|x1|),存在有
限时间

T0 = V0(z0)e
(c−c̄f)t0 /v0(c− c̄f) > 0.

对于非负函数D(t0, t),定义动态信号v̇=−c̄fv+γ̄(|x1|)
+d. 当t > t0+T0时,存在D(t0, t) = 0,使得V0(z) 6
v(t) +D(t0, t). 不失一般性,取γ̄(|x1|) = γ(|x1|).
引引引理理理 2 若假设6成立, ˙̄m = −δ0m̄+ |u|,则存在

常数c1, c2 > 0使得

∥p(t)∥ 6 c1(∥p(0)∥+ |m̄(0)|)e−δ0t + c2|m̄(t)|,
(9)

其中δ0由式(7)确定. 引理2证明参见文献[13].

注注注 1 假设1是对未建模动态的要求;假设2是为了保

证所讨论的下三角型系统是能控的而对未知系统函数提出的

基本要求;假设3是对跟踪信号的要求;假设4是对动态不确

定性提出的要求;假设5–6是对输入未建模动态的刻画. 假

设1–6在现有文献中已被广泛使用. 仿真中应该验证状态未

建模动态和输入未建模动态满足假设1, 4–6. 此外,需要构造

适当的李雅普诺函数,如V0(z) =
1

2
z2, W (p) =

1

2
p2来确定

设计动态信号、正则化信号用到的设计参数c̄f 及δ0.

3 控控控制制制增增增益益益符符符号号号已已已知知知的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Control-
ler design with known gain sign)
本节中,首先讨论系统控制增益gn(x)及d∆符号

已知的情形,不妨假设全为正.

令Fi(x̄i, xi+1) = fi(x̄i, xi+1)−xi+1, i = 1, · · · ,
n− 1. 则系统(1)可改写为如下形式:

ż = q(t, z, x),

ẋi = Fi(x̄i, xi+1) + xi+1 +∆i(t, z, x),

1 6 i 6 n− 1,

ẋn = fn(x) + gn(x)Ω +∆n(t, z, x), n > 2,

y = x1.
(10)

对于未知连续函数Fi(x̄i, xi+1), 1 6 i 6 n− 1,在给
定的紧集ΩZi

上,本文将采用径向基函数神经网络进
行逼近,即

Fi(Zi) = Fi(x̄i, xi+1) =

θ∗Ti ξi(Zi) + εi(Zi), Zi ∈ ΩZi
, (11)

式中: Zi = x̄i+1, εi(Zi)是逼近误差, i = 1, · · · , n− 1,
Fn(Zn)将在最后一步中给出, Zn = [xT sn β̇n v]T.
基向量ξi(Zi) = [ξi1(Zi) · · · ξili(Zi)]

T ∈ Rli ,基函
数定义如下:

ξik(Zi) = exp(−∥Zi − bik∥2

a2
ik

), (12)

其中: bik和aik分别为高斯函数的中心和宽度, k = 1,

· · · , li,理想权向量θ∗i定义为

θ∗i = arg min
θi∈Rli

{ sup
Zi∈ΩZi

|Fi(Zi)− θT
i ξi(Zi)|}. (13)

控制器设计分为n步, βi是以αi为输入的一阶滤波器

的输出, i = 2, · · · , n. 最后,控制律u将在第n步提出.

为了叙述方便,定义一些如下形式的Lyapunov函
数:

Vsi =
1

2
s2i , i = 1, · · · , n− 1, (14)

V1 = Vs1 +
v

λ0

, (15)

Vi =
i∑

j=1

Vsj , i = 2, · · · , n, (16)

式中: s1 = x1−β1 = y−yd, si = xi−βi, i = 2, · · · ,
n.

第第第1步步步 由式(10)可知

ẋ1 = F1(x̄2) + x2 +∆1(t, z, x). (17)

对s1求导得

ṡ1 = θ∗
T

1 ξ1(x̄2)+ε1(x̄2)+x2+∆1(t, z, x)−β̇1. (18)

设计虚拟控制律α2如下:

α2 = −k1s1 −
1

2a2
1

λ̂s1∥ξ1(x̄2)∥2 + β̇1, (19)

式中: a1 > 0, k1 > 0是设计常数, λ̂是λ在t时刻的估

计,而λ = max
16i6n

∥θ∗i ∥
2.

设计一阶滤波器如下:

τ2β̇2 + β2 = α2, β2(0) = α2(0), (20)

式中: τ2为时间常数, α2为系统输入, β2为系统状态.

令y2 = β2 − α2,可得出ẏ2 = −y2
τ2

− α̇2,因此有

y2ẏ2 6 −y2
2

τ2
+ |y2|η2(s̄n, ȳn, λ̂, v, yd, ẏd, ÿd) 6

−y2
2

τ2
+ y2

2 +
η2
2

4
, (21)
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式中η2(s̄n, ȳn, λ̂, v, yd, ẏd, ÿd)是一个非负连续函数.
对Vs1关于时间t求导,得

V̇s1 = s1[θ
∗T
1 ξ1(x̄2) + ε1(x̄2) + x2 +

∆1(t, z, x)− ẏd] +
v̇

λ0

6

s1(s2 + y2 + α2) +
1

2a2
1

λs21∥ξ1(x̄2)∥2 +

s1[ρ11(∥x1∥) + ρ12(∥z∥)]−

s1ẏd+
γ(x1)

λ0

− c̄f

λ0

v+
d

λ0

+
a2
1

2
+s1ε1(x̄2) 6

−(k1−
1

2
)s21+s22+y2

2−
1

2a2
1

λ̃s21∥ξ1(x̄2)∥2 +

s1[ρ11(∥x1∥) + ρ12(∥z∥)] +
γ(x1)

λ0

− c̄f

λ0

v +
d

λ0

+
a2
1

2
+ s1ε1(x̄2), (22)

式中λ̃ = λ̂− λ.

由假设4和引理1可知存在一个正常数D0,使得
D(t0, t) 6 D0, ∀t > 0,可得

∥z∥ 6 ᾱ−1
1 (v +D0). (23)

因此

V̇s1 6 −(k1 −
1

2
)s21 + s22 + y2

2 −

1

2a2
1

λ̃s21 ∥ξ1(x̄2)∥2 +
a2
1

2
+ s1ε1(x̄2) +

γ(x1)

λ0

− c̄f

λ0

v +
d

λ0

+ s1[ρ11(∥x1∥) +

ρ12 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0)], (24)

式 中: ρ12 ◦ ᾱ−1
1 (V0(v +D0))表 示 ρ12(ᾱ

−1
1 (V0(v+

D0))).

由Young’s不等式得

s1ρ11(∥x1∥) 6
s21
4

+ ρ211(∥x1∥), (25)

s1[ρ12 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0)] 6

s21
4

+ ρ212 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0).

(26)

将式(25)–(26)代入式(24),可得

V̇s1 6−(k1 −
5

4
)s21 + s22 + y2

2 −
1

2a2
1

λ̃s21 ∥ξ1(x̄2)∥2 +

a2
1

2
+ κ2

1 + ρ211(∥x1∥) + ρ212 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0) +

γ(x1)

λ0

− c̄f

λ0

v +
d

λ0

, (27)

式中: |ε1(x̄2)| 6 κ1(s̄n, ȳn, λ̂, yd, ẏd), κ1(·)是一个未
知的非负连续函数.

第第第i步步步(2 6 i 6 n− 1) 对si求导得

ṡi = θ∗
T

i ξi(x̄i+1) + εi(x̄i+1) + xi+1 +

∆i(t, z, x)− β̇i. (28)

设计虚拟控制律αi+1如下:

αi+1 = −kisi −
1

2a2
i

λ̂si ∥ξi(x̄i+1)∥2 + β̇i, (29)

式中: ai > 0, ki > 0是设计常数.

设计一阶滤波器如下:

τi+1β̇i+1 + βi+1 = αi+1, βi+1(0) = αi+1(0), (30)

式中: τi+1为时间常数. 令yi+1 = βi+1 − αi+1,可得

ẏi+1 = −yi+1

τi+1

− α̇i+1,进一步有

yi+1ẏi+1 6
−yi+1

τi+1

+ |yi+1| ηi+1(s̄n, ȳn, λ̂, v, yd, ẏd, ÿd) 6

−
y2
i+1

τi+1

+ y2
i+1 +

η2
i+1

4
. (31)

类似于第1步的推导,易得

V̇si 6−(ki −
5

4
)s2i + s2i+1 + ρ2i1(∥x̄i∥) +

y2
i+1 −

1

2a2
i

λ̃s2i ∥ξi(x̄i+1)∥2 +
a2
i

2
+

κ2
i + ρ2i2 ◦ ᾱ−1

1 (v +D0), (32)

式中: |εi(x̄i+1)| 6 κi(s̄n, ȳn, λ̂, yd, ẏd), κi(·)是一个
未知的非负连续函数.

第第第n步步步 令sn = xn − βn,因此可得

ṡn = fn(x) + gn(x)ω +∆n(t, z, x)− β̇n. (33)

令Gn(x) = d∆gn(x),定义一个光滑Lyapunov函数如
下:

Vsn =
w sn

0

ζ

Gn(x̄n−1, ζ + βn)
dζ. (34)

由积分第2中值定理可知

Vsn =
s2n

2Gn(x̄n−1, σsn + βn)
,

其中σ ∈ (0, 1). 因此Vsn为正定函数. 将Vsn对时间t

求导并利用分部积分可得

V̇sn =
snṡn
Gn(x)

+ s2n
n−1∑
j=1

∆j(t, z, x)×

w 1

0
σ
∂G−1

n (x̄n−1, σsn + βn)

∂xj

dσ +
β̇nsn
Gn(x)

+

s2n

w 1

0
σ

n−1∑
j=1

∂G−1
n (x̄n−1, σsn + βn)

∂xj

×

(xj+1 + Fj(x̄j, xj+1))dσ −

β̇nsn
w 1

0

1

Gn(x̄n−1, σsn + βn)
dσ. (35)

由假设4得

∆n(t, z, x) 6 ρn1(∥x∥) + ρn2(∥z∥). (36)

同理,与第1步类似,由假设4和引理1可得

ρn2(∥z∥) 6 ρn2 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0). (37)
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由Young’s不等式可得

s2n(
n−1∑
j=1

w 1

0
σ
∂G−1

n (x̄n−1, σsn+βn)

∂xj

dσ)∆j(t, z, x) 6

s2n
2

n−1∑
j=1

(
w 1

0
σ
∂G−1

n (x̄n−1, σsn + βn)

∂xj

dσ)2 +

s2n
2

n−1∑
j=1

∆2
j(t, z, x). (38)

由假设4和引理1,可得
s2n
2

n−1∑
j=1

∆2
j(t, z, x) 6

s2n
2

n−1∑
j=1

[ρj1(∥x∥) + ρj2(∥z∥)]2 6

s2n
n−1∑
j=1

ρ2j1(∥x∥)+s2n
n−1∑
j=1

ρ2j2 ◦ ᾱ−1
1 (v+D0). (39)

令

Fn(Zn) =

sn
w 1

0
σ

n−1∑
j=1

∂G−1
n (x̄n−1, σsn + βn)

∂xj

×

(xj+1 + Fj(x̄j, xj+1))dσ +
fn(x)

Gn(x)
−

β̇n

w 1

0

1

Gn(x̄n−1, σsn + βn)
dσ +

ρn1(∥x∥)
Gn(x)

+

ρn2 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0)

Gn(x)
+

sn
2

n−1∑
j=1

(
w 1

0
σ
∂G−1

n (x̄n−1, σsn + βn)

∂xj

dσ)2 +

sn
n−1∑
j=1

ρ2j1(∥x∥) + sn
n−1∑
j=1

ρ2j2 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0), (40)

式中Zn = [xT sn β̇n v]T ∈ Rn+3.

对于未知连续函数Fn(Zn),在给定的紧集ΩZn
上

采用径向基函数神经网络进行逼近,即

Fn(Zn) = θ∗T
n ξn(Zn) + εn(Zn). (41)

将式(33)(36)–(41)代入式(35),可得

V̇sn 6
snω

d∆
+

1

2a2
n

λs2n ∥ξn(Zn)∥2 +

snεn(Zn) +
a2
n

2
. (42)

将式(3)代入式(42),并利用Young’s不等式,可得

V̇sn 6
sn
d∆

[c∆(p) + d∆u] +
1

2a2
n

λs2n ∥ξn(Zn)∥2 +

snεn(Zn) +
a2
n

2
6

c2∆(p)

d2∆
+

s2n
4

+ snu+
1

2a2
n

λs2n ∥ξn(Zn)∥2 +

snεn(Zn) +
a2
n

2
. (43)

为了处理上式中
c2∆(p)

d2∆
项,由假设5–6及引理2可知

|c∆(p)| 6
c̄c1(∥p(0)∥+ |m̄(0)|)e−δ0t + c̄c2|m̄(t)|. (44)

设Hm̄ = max{c̄c1(∥p(0)∥+ |m̄(0)|), c̄c2},则可得

|c∆(p)|
(1 + |m̄(t)|)

6 Hm̄. (45)

不妨令Hc =
Hm̄2

d2∆
, H = Hcε

∗−1. 将其代入上式,可

得

|c∆(p)|2

d2∆
6 Pm̄s

2
nH + (1− s2n

ε∗
)Pm̄Hc, (46)

式中Pm̄ = (1 + |m̄(t)|)2.

设计下面的控制律u:

u = −(knsn+
1

2a2
n

snλ̂∥ξn(Zn)∥2+ snPm̄Ĥ), (47)

式中: an > 0, kn > 0是设计常数, Ĥ是H在t时刻的

估计.

将式(46)和式(47)代入式(43),并利用Young’s不等
式,可得

V̇sn 6

−(kn − 5

4
)s2n − Pm̄s

2
nH̃ + (1− s2n

ε∗
)Pm̄Hc −

1

2a2
n

s2nλ̃n∥ξn(Zn)∥2 + snεn(Zn) +
a2
n

2
6

−(kn − 3

2
)s2n − 1

2a2
n

s2nλ̃∥ξn(Zn)∥2 − Pm̄s
2
nH̃ +

(1− s2n
ε∗

)Pm̄Hc + κ2
n +

a2
n

2
, (48)

式 中: |εn(Zn)| 6 κn(s̄n, ȳn, λ̂, v, yd, ẏd), κn(·)是 一
个未知的非负连续函数, H̃ = Ĥ −H .

设计参数λ̂, Ĥ的自适应调节律如下:

˙̂
λ=γ1(

n−1∑
i=1

∥ξi(x̄i+1)∥2s2i
2a2

i

+
∥ξn(Zn)∥2s2n

2a2
n

− σ1λ̂),

(49)
˙̂
H = γ2(s

2
nPm̄ − σ2Ĥ), (50)

式中γ1, γ2, σ1, σ2 > 0是设计常数.

定义紧集

Ωn = {[s̄T
n, ȳ

T
n, λ̂, Ĥ, v, m̄]T :

n∑
i=1

Vsi +
n∑

i=2

1

2
y2
i +

1

2γ1
λ̃2 +

1

2γ2
H̃2 +

v

λ0

+
m̄

γ3
6 J} ⊂ Rpn ,

(51)

式中: γ3 > 0是一个设计常数, J为任给的正常数,
pn = 2n+ 3.

令连续函数κi在紧集Ωn ×Ωd上的最大值为M1i
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(i = 1, · · · , n), ηi在紧集Ωn ×Ωd上的最大值为M2i

(i = 2, · · · , n), |u|在紧集Ωn×Ωd上的最大值为M3 .

定定定理理理 1 考虑由系统(1)、控制律(47)、自适应律
(49)–(50)组成的闭环系统,若假设(1)–(6)成立,对于
任意有界初始条件及V (0) 6 J ,存在常数 ki, τi, γ1,

γ2, σ1, σ2使得闭环系统半全局一致终结有界,其中
ki, 1/τi, α0满足如下条件:

ki >
9

4
+

α0

2
, i = 1, 2, · · · , n,

1

τi
> 5

4
+

α0

2
, i = 1, 2, · · · , n,

α0 6 min{c̄f, γ1σ1, γ2σ2, δ0}.

(52)

证证证 选取如下Lyapunov函数:

V =
n∑

i=1

Vsi +
n∑

i=2

1

2
y2
i +

1

2γ1
λ̃2 +

1

2γ2
H̃2 +

v

λ0

+
m̄

γ3
. (53)

将V对时间t求导,可得

V̇ =
n∑

i=1

V̇si +
n∑

i=2

yiẏi +
1

γ1
λ̃
˙̂
λ+

1

γ2
H̃

˙̂
H +

v̇

λ0

+
˙̄m

γ3
. (54)

因为

−λ̂λ̃ = −λ̃(λ̃+ λ) 6 1

2
[−λ̃2 + λ2],

−ĤH̃ = −H̃(H̃ +H) 6 1

2
[−H̃2 +H2],

所以当V 6 J时,易得

V̇ 6

−
n∑

i=1

(ki −
9

4
)s2i −

n−1∑
i=1

(
1

τi+1

− 5

4
)y2

i+1 + µ1 −

c̄fv

λ0

−σ1λ̃
2

2
−σ2H̃

2

2
−∆0m̄

γ3
+Q(x̄n−1, v), (55)

式中:

µ1 =
d

λ0

+
n∑

i=1

a2
i

2
+

n∑
i=1

M 2
1i +

n∑
i=2

M2
2i +

σ1λ
2

2
+

σ2H
2

2
+

M3

γ3
,

Q(x̄n−1, v) =
n−1∑
i=1

ρ2i2 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0) +

n−1∑
i=1

ρ2i1(∥x̄i∥) +
γ(|x1|)
λ0

.

将式(52)代入式(55),可得

V̇ 6 −α0V + µ1 +Q(x̄n−1, v). (56)

当V 6 J ,可得s̄n, ȳn, λ̂, Ĥ, v, m̄有界. 因为x1 = s1+

yd, xi = si + yi + αi,利用式(20)–(30),依次可得x1,
α2, x2, · · · , αn, xn是有界的. 由m̄ ∈ L∞,可得Pm̄是

有界的. 根据式(47)及λ̂, Ĥ, Pm̄∈L∞,可得u∈L∞. 因
为Q(x̄n−1, v)是一个非负连续函数, x̄n−1, v有界,所
以Q(x̄n−1, v)有界. 可设Q(x̄n−1, v) 6 µ0, µ0是正常

数. 由上式可得

V̇ 6 −α0V + µ1 + µ0. (57)

如果V =J且α0 > (µ0 + µ1)/J ,那么V̇ 6 0. 进一步,
如果V (0) 6 J ,那么V (t) 6 J, ∀t > 0. 式(57)两边
同乘以eα0t可得

dV ((t)eα0t)

dt
6 eα0t(µ0 + µ1). (58)

对式(58)积分,可得

0 6 V (t) 6 µ0 + µ1

α0

+[V (0)−µ0 + µ1

α0

]e−α0t. (59)

因此,闭环系统的所有信号s̄n, ȳn, θ̂, v, m̄和Ĥ是一致

终结有界的. 进一步有xi, yi+1和αi, u一致终结有界.

4 控控控制制制增增增益益益符符符号号号未未未知知知的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Control-
ler design with unknown gain sign)
本节中,将放宽假设条件,研究含有Nussbaum函

数的自适应动态面控制器来处理控制增益符号未知

且具有输入未建模动态情形的控制问题.

假假假设设设 7 gn(x)的符号是未知的,且存在常数gi0和

gn1,使得

0 < gi0 6 |gi(x̄i+1)|,
1 6 i 6 n− 1, 0 < gn0 6 |gn(x)| 6 gn1,

其中

gi(x̄i+1) =
∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

, i = 1. · · · , n− 1.

Nussbaum函数性质如下:

i) lim
s→+∞

sup
1

s

w s

0
N(ζn)dζn = +∞, (60)

ii) lim
s→+∞

inf
1

s

w s

0
N(ζn)dζn = −∞. (61)

常用的Nussbaum函数包括: ζ2n cos ζ , ζ2n sin ζ和

exp(ζ2n) cos((π/2)ζn),本文选取

N(ζn) = exp(ζ2n) cos((π/2)ζn).

引引引理理理 3 已知V (·), ζ(·)都是 [0, tf)上的光滑函

数,且V (t) > 0,∀t ∈ [0, tf), N(·)是一个Nussbaum函
数,如果下列不等式成立

V (t) 6 c+
w t

0
(g(x(τ))N(ζ) + 1)ζ̇e−α(t−τ)dτ,

(62)

其中: c为非负常数, g(x(τ))是一个在闭区间[l−, l+]

取值的时变参数, α是一个正常数. 可得V (t), ζ(t)和w t

0
g(x(τ))N(ζ)ζ̇dτ一定在[0, tf)上有界.

第第第i步步步(0 6 i 6 n− 1) 与第3节讨论相同,在此
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不再赘述.

第第第n步步步 令sn = xn − βn,因此可得

ṡn = fn(x) + gn(x)ω +∆n(t, z, x)− β̇n. (63)

由假设7,定义一个光滑Lyapunov函数如下:

Vsn =
w sn

0

ζ

|gn(x̄n−1, ζ + βn)|
dζ. (64)

由积分第2中值定理可知, Vsn可改写为

Vsn =
s2n
2
|gn(x̄n−1, σsn + βn)|,

其中σ ∈ (0, 1). 对Vsn在时间t上求导,可得

V̇sn =
snṡn
|gn(x)|

+ s2n
n−1∑
j=1

∆j(t, z, x)×

w 1

0
σ
∂|g−1

n (x̄n−1, σsn + βn)|
∂xj

dσ +
β̇nsn
|g(x)|

+

s2n

w 1

0
σ

n−1∑
j=1

∂|g−1
n (x̄n−1, σsn + βn)|

∂xj

×

(xj+1 + Fj(x̄j, xj+1))dσ −

β̇nsn
w 1

0

1

|gn(x̄n−1, σsn + βn)|
dσ. (65)

类似于第3节的推导,易得

V̇sn 6 gn(x)

|gn(x)|
sn[c∆(p) + d∆u] +

1

2a2
n

λs2n∥ξn(Zn)∥2 + snεn(Zn) +
a2
n

2
6

c2∆(p) +
s2n
4

+
gn(x)

|gn(x)|
d∆snu+

1

2a2
n

λs2n∥ξn(Zn)∥2+snεn(Zn)+
a2
n

2
, (66)

式中:

Fn(Zn) =

fn(x)

|gn(x)|
+ sn

w 1

0
σ

n−1∑
j=1

∂|g−1
n (x̄n−1, σsn + βn)|

∂xj

×

(xj+1 + Fj(x̄j, xj+1))dσ +
ρn2 ◦ ᾱ−1

1 (v +D0)

|gn(x)|
−

β̇n

w 1

0

1

|gn(x̄n−1, σsn + βn)|
dσ +

ρn1(∥x∥)
|gn(x)|

+

sn
2

n−1∑
j=1

(
w 1

0
σ
∂|g−1

n (x̄n−1, σsn + βn)|
∂xj

dσ)2 +

sn
n−1∑
j=1

ρ2j1(∥x∥) + sn
n−1∑
j=1

ρ2j2 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0). (67)

设计控制律如下:

u = N(ζn)(knsn +
1

2a2
n

snλ̂ ∥ξn(Z)∥2), (68)

ζ̇n = kns
2
n +

1

2a2
n

s2nλ̂ ∥ξn(Z)∥2 . (69)

令Hc = H2
m̄,类似于式(44)–(45)的推导,可得

|c∆(p)|2 6 Pm̄Hc. (70)

将式(68)–(70)代入式(68),并利用Young’s不等式得

V̇sn 6

−(kn − 1

2
)s2n + [

gn(x)

|gn(x)|
d∆N (ζn) + 1]ζ̇n −

1

2a2
n

s2nλ̃∥ξn(Zn)∥2 + Pm̄Hc + κ2
n +

a2
n

2
. (71)

定义总的Lyapunov函数如下:

V =
n∑

i=1

Vsi+
n∑

i=2

1

2
y2
i +

1

2γ1
λ̃2+

v

λ0

+
m̄

γ3
, (72)

式中γ3 > 0是设计常数.

定义紧集

Ωn = {[s̄T
n ȳT

n λ̂ v m̄]T : V 6 J} ⊂ Rpn , (73)

式中: J为任给的正常数, pn = 2n+ 2.

令连续函数κi在紧集Ωn ×Ωd上的最大值为M1i,

i = 1, · · · , n, ηi在紧集Ωn ×Ωd上的最大值为M2i,

i = 2, · · · , n.

定定定理理理 2 考虑一类由系统(1)、控制律(68)–(69)、
自适应律(48)组成的闭环系统,若假设1, 3–7成立,则
对于任意有界初始条件及V (0)6J ,存在常数ki, τi,

γ1, γ2, σ1, σ2使得闭环系统半全局一致终结有界,其
中ki, 1/τi, α0满足如下条件:

ki >
9

4
+

α0

2
, i = 1, 2, · · · , n,

1

τi
> 5

4
+

α0

2
, i = 1, 2, · · · , n,

α0 6 min{c̄f, γ1σ1, δ0}.

(74)

证证证 总的Lyapunov函数V由式(72)确定.

当V 6J时,对Lyapunov函数V求导并利用式(68)–
(69)可得

V̇ 6−
n∑

i=1

(ki −
9

4
)s2i −

n−1∑
i=1

(
1

τi+1

− 5

4
)y2

i+1 + µ1 −

σ1λ̃
2

2
− δ0m̄

γ3
+ [

gn(x)

|gn(x)|
d∆N(ζn) + 1]ζ̇n −

c̄f

λ0

v +Q(x̄n−1, v), (75)

式中:

µ1 =
d

λ0

+
n∑

i=1

a2
i

2
+

n∑
i=1

M 2
1i +

n∑
i=2

M 2
2i +

σ1λ
2

2
+ (1 + J)2Hc,

Q (x̄n−1, v) =
n−1∑
i=1

ρ2i2 ◦ ᾱ−1
1 (v +D0) +

n−1∑
i=1

ρ2i1 (∥x̄i∥) +
γ (x1)

λ0

.
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将式(74)代入式(75),可得

V̇ 6 −α0V + µ1 +Q(x̄n−1, v) +

[
gn(x)

|gn(x)|
d∆N(ζn) + 1]ζ̇n. (76)

若V 6 J ,则有s̄n, ȳn, λ̂, Ĥ, v, m̄有界,类似于定理1
的分析可得x̄n, αi有界. 根据m̄ ∈ L∞,可知Pm̄有界.
因为Q(x̄n−1, v)是一个非负连续函数, x̄n−1, v有界,
所以Q(x̄n−1, v)有界. 可设Q(x̄n−1, v) 6 µ0, µ0是一

个未知正常数. 由式(78)得

V̇ 6 −α0V + µ1 + µ0 + [
gn (x)

|gn (x)|
d∆N(ζn) + 1]ζ̇n.

(77)
类似于第2节的讨论,可得

V (t)6
w t

0
[
gn(x)

|gn(x)|
d∆N(ζn) + 1]ζ̇ne

−α0(t−τ)dτ +

µ0 + µ1

α0

+ V (0). (78)

由引理3可知,
w t

0
[
gn(x)

|gn(x)|
d∆N(ζn)+1]ζ̇n e−α0(t−τ)dτ,

V (t)和ζ(t)在[0, tf)上有界. 由于tf是任意正常数,因

此,
w T

0
[
gn(x)

|gn(x)|
d∆N(ζn) + 1]ζ̇ne

−α0(t−τ)dτ , V (t)和

ζ(t)在[0,∞)上有界. 进一步由式(69)可知,式(77)右

边第4项是有界的,即存在正常数µ2使得|[gn(x)d∆
|gn(x)|

×

N(ζn) + 1]ζ̇n| 6 µ2. 由式(77)可得

0 6 V (t) 6
µ0+µ1+µ2

α0

+[V (0)−µ0+µ1+µ2

α0

]e−α0t. (79)

如果V = J且α0 > (µ0+µ1+µ2)/J ,那么V̇ 6 0. 进
一步,如果V (0) 6 J ,那么V (t) 6 J,∀t > 0.

因此,闭环系统的所有信号si, yi, λ̂, v, m̄和Ĥ是

一致终结有界的. 进一步,可得xi, yi+1和αi, u一致终

结有界.

注注注 2 本文利用Nussbaum函数,设计了控制律(68)和

Nussbaum参数自适应律(69). 进一步,在总的李雅普诺夫函

数中加入了正则化信号,从而证明了闭环系统的稳定性.

5 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
例例例1 考虑如下具有未建模动态的倒立摆系统[23]:

ż = q(t, z, y),

ẋ1 = x2 +∆1,

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1)v +∆2,

y = x1,

ṗ1 = −2p1 − p31 + p2,

ṗ2 = −2p2 + u,

v = p1 +
−p2 + 10p32

1 + p22
+ u,

(80)

式中:

f2(x1, x2) =

g sinx1

l(
4

3
− ml cos

2 x1

mc +ml

)

−

mllx
2
2 cosx1 sinx1

mc +ml

l(
4

3
− ml cos

2 x1

mc +ml

)

,

g2(x1) =

cosx1

mc +ml

l(
4

3
− ml cos

2 x1

mc +ml

)

,

q(t, z, y) = −2z + y sin t + 0.5, ∆1 = 0.5z,∆2 =

x1z, g = 9.8 m/s2重力加速度, mc = 1 kg是小车的质
量, ml = 0.1 kg是半个杆的质量, l = 0.5 m是半个杆
的长度.期望的轨迹为yd = (π/30) sin t.

仿真中, ˙̄m = −δ0m̄+ |u|, v̇ = −v+2.5y2+0.6;
设计参数取为k1 = 5, k2 = 10, a2

1 = a2
2 = 0.05, γ1 =

γ2 = 4, σ1 = σ2 = 0.01, δ0 = 1.5, τ2 = 0.05;初值为
x(0) = [0.05 − 0.1]T, z(0) = 0, p(0) = [0 0]T,
λ̂(0) = 1.5, Ĥ(0) = 0.15, m̄(0) = 0.2, v(0) = 1.5.
基向量为

ξi(Zi) = [ξi1(Zi) · · · ξili(Zi)]
T ∈ Rli , l1 = 10,

ξij(Zi) = exp[−(Zi − bij)
T(Zi − bij)

a2
ij

], l2 = 20,

Z1 = x̄2 = [x1 x2]
T, Z2 = [x1 x2 s2 β̇2 v]T,

s1 = y − yd, s2 = x2 − β2, j = 1, · · · , li, i = 1, 2,

b1jk = 0.2k(j − l1
2
), j = 1, · · · , l1, k = 1, 2,

b2jk = 0.2k(j − l2
2
), j = 1, · · · , l2, k = 1, · · · , 5,

aij = 1, j = 1, · · · , li, i = 1, 2,

仿真结果如图1–3所示. 从图1, 2可知,本文所设计的
自适应控制能够保证闭环系统具有良好的跟踪性能.

例例例 2 考虑如下一类具有输入和状态未建模动态
的纯反馈非线性系统:

ż =−z + 0.5x2
1sin(x1t),

ẋ1 = x1 + x2 +
x3
2

5
+∆1,

ẋ2 = x3 +
x3
3

2
+∆2,

ẋ3 = x1x2x3 + (1 + 0.1 sin(0.5x1x2x3))v +∆3,
(81a)

y = x1,

ṗ1 =−2p1 − p31 + p2,

ṗ2 =−2p2 + u,

v = p1 +
−p2 + 4p32
1 + p22

+ u,

(81b)

式中:

∆1 = 0.1zsin t+ 0.1sin(x1x2x3t),
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∆2 = 0.1zcos(x2x3t),

∆3 = 0.2zcos(0.5x2t)− 0.5x1.

期望的跟踪轨迹yd(t) = 0.5sin t+ 0.25sin(0.5t).

图 1 增益符号已知的倒立摆系统输出y和期望轨迹yd

Fig. 1 Output y and desired trajectory yd for inverted pendulum

system with known gain sign

图 2 跟踪误差s1

Fig. 2 Tracking error s1

图 3 控制信号u

Fig. 3 Control signal u

对于控制方案1(增益符号已知):仿真中动态信号
为v̇ = −v + 0.5x4

1 + 0.5;设计参数取为

σ1 = σ2 = 0.1, τ2 = τ3 = 0.01,

a1 = a2 = a3 = 10, δ0 = 1.5,

k1 = 7, k2 = k3 = 5, γ1 = γ2 = 5;

初值取为

z(0) = 0.1, x1(0) = 0.1, x2(0) = 0.2, x3(0) = 0,

λ̂(0) = 2, β2(0) = β3(0) = 0.2,

p1(0) = 0.1, p2(0) = 0.1, m̄(0) = 0.2,

Ĥ(0) = 0.5, v(0) = 0.1;

神经网络的设计参数为

l1 = 40, l2 = l3 = 20,

b1jk = 0.1k(j − l1
2
), j = 1, · · · , l1, k = 1, 2,

b2jk = 0.1k(j − l2
2
), j = 1, · · · , l2, k = 1, 2, 3,

b3jk=0.1k(j − l3
2
), j=1, · · · , l3, k=1, · · · , 6,

aij = 1, j = 1, · · · , li, i = 1, 2, 3.

仿真结果如图4–6所示.

图 4 增益符号已知的纯反馈系统输出y和期望轨迹yd

Fig. 4 Output y and desired trajectory yd for pure-feedback

system with known gain sign

图 5 跟踪误差s1

Fig. 5 Tracking error s1

图 6 控制信号u

Fig. 6 Control signal u

对于控制方案2(增益符号未知): 仿真中动态信号
为v̇ = −v + 0.5x4

1 + 0.5;设计参数取为

σ1 = σ2 = 0.01, τ2 = τ3 = 0.01,

a1 = a2 = a3 = 15, δ0 = 1.5,

k1 = 7, k2 = 5, k3 = 2.5, γ1 = 10.
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初值取为

z(0) = 0.1, x1(0) = 0.1,

x2(0) = 0.2, x3(0) = 0, λ̂(0) = 1.5,

β2(0) = β3(0) = 0.2, p1(0) = 0.1, p2(0) = 0.1,

m̄(0) = 0.2, v(0) = 0.1, ζ3(0) = 0.

神经网络的设计参数为

l1 = l2 = l3 = 10,

b1jk = 0.2k(j − l1
2
), j = 1, · · · , l1, k = 1, 2,

b2jk = 0.2k(j − l2
2
), j = 1, · · · , l2, k = 1, 2, 3,

b3jk = 0.2k(j − l3
2
), j = 1, · · · , l3, k = 1, · · · , 6,

aij = 1, j = 1, · · · , li, i = 1, 2, 3.

仿真结果如图7–9所示.

图 7 增益符号未知的纯反馈系统输出y和期望轨迹yd

Fig. 7 Output y and desired trajectory yd for pure-feedback

system with unknown gain sign

图 8 跟踪误差s1

Fig. 8 Tracking error s1

图 9 控制信号u

Fig. 9 Control signal u

6 结结结论论论(Conclusions)
本文对一类具有状态和输入未建模动态的纯反馈

非线性系统,利用非线性变换将纯反馈非线性系统转
换为形式上的严格反馈非线性系统,进一步,利用动
态面控制方法,对控制增益符号已知和未知情况,提
出两种自适应控制方案.通过引入一阶滤波器,降低
了控制器设计的复杂性. 利用径向基函数神经网络逼
近系统中的未知光滑非线性函数. 利用积分型李雅普
诺夫函数放宽了控制增益的要求. 利用Young’s不等
式,对推导过程中的不确定项进行放缩,从而减少神
经网络在线调节参数的数目. 利用Nussbaum函数的
性质,处理虚拟控制增益符号未知问题.在未来的研
究工作中进一步将其结果推广到具有输出和状态约

束的非线性系统.
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