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摘要:在实际系统中状态受限普遍存在,因此考虑状态受限下的控制设计问题具有重要的理论意义和工程价值.
本文考虑了滑动变量受限情况下的二阶滑模控制设计问题.首先,在不考虑滑动变量受限的情况下,基于Lyapunov
方法,给出了一种新的二阶滑模控制器构造方法,并严格证明了在该控制器的作用下滑动变量将在有限时间内稳定
到平衡点. 其次,考虑滑动变量受限情况,证明了在受限区域内存在一个与控制参数相关的吸引域,使得当初始状
态在该吸引域内时其相轨迹不会逃离它. 最后,状态受限情况下倒立摆系统的控制设计验证了该算法的有效性.
关键词: 二阶滑模;有限时间稳定性;加幂积分;状态受限
引用格式: 梅珂琪,马莉,丁世宏,等. 滑动变量受限情况下的二阶滑模控制设计.控制理论与应用, 2018, 35(3):

414 – 420.
中图分类号: TP273 文献标识码: A

Second-order sliding mode control design subject to
sliding variable constraints
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Abstract: In real system, the state constraints are ubiquitous. Thus it is of great theoretical and engineering significance
to consider the control design problem under state constraints. In this paper, the problem of second-order sliding mode
(SOSM) controller design under sliding variable constraints is considered. Firstly, by using the Lyapunov method, a kind of
new SOSM controller is presented without considering the sliding variable constraints. It is proved that the sliding variable
will be stabilized to the equilibrium point in a finite time under the designed SOSM controller. Secondly, considering the
case that the sliding variable is restricted to be in a preset region, it is also proved that there is a domain of attraction
associated with the control parameters in the restricted region so that its phase trajectory will not escape from the attractive
domain when the initial states are within it. Finally, the control of the inverted pendulum under state constraints is given to
demonstrate the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
滑模控制方法最早由前苏联工程师在二次世界大

战期间提出,后来在20世纪50–60年代由前苏联学
者Emelyanov和Utkin等在数学上给出了其严格定义,
并对其进行了推广. 滑模控制方法的主要优点在于对
系统不确定和参数变化具有很强的鲁棒性且实现简

单,因此该方法自提出以来吸引了很多学者的关注[1].
然而,在实际应用时,滑模控制存在两个主要问题.第
一是抖振问题.由于滑模控制器中存在非连续项用以

压制系统不确定或干扰,导致控制不连续[2],在工程
上表现为抖振现象,严重影响了系统的控制性能.针
对抖振问题,最常用的解决办法是用饱和函数代替符
号函数的“边界层”方法[3]. 但是,边界层内的控制实
际上为线性控制器,导致闭环系统的鲁棒性变差. 第
二是相对阶问题.在传统滑模理论中,所选择滑动面
的相对阶必须为一阶,限制了滑动面的选择.

需要指出的是二阶滑模可以解决上述问题.二阶
滑模的思想是在一阶滑模的基础上继续对滑动面求
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导,并将控制器u的导数(即u̇)看作新的虚拟控制器,
并设计非连续控制律u̇ = u̇(t, x). 由于实际控制器是
对该虚拟控制器的积分,因而是连续的,故可以降低
抖振[4−5]. 另外,滑动变量相对于虚拟控制器为二阶,
因而将滑动面相对阶由一阶推广为二阶情形.

近年来,二阶滑模得到了很多学者的关注. 早期的
二阶滑模控制以螺旋算法为代表,该算法由Emel-
yanov提出[6]. 但螺旋算法的应用需要滑动变量及其
导数的信息.针对该问题,在螺旋算法的基础之上,文
献[7]提出了超螺旋算法. 该算法的好处是不需要滑模
变量的导数信息且控制律是连续的. 此外,文献[7]还
提出了漂移算法和给定变换律算法,它们都能保证系
统状态在有限时间内收敛到二阶滑模s = ṡ = 0. 给
定变换律算法与Man等所提出的终端滑模(terminal
sliding mode[8])控制方法很相近,通过设计一个非线
性滑动面使得系统状态在有限时间内收敛到平衡点,
从而实现二阶滑模控制.次优(suboptimal)算法和准连
续(quasi–continuous)算法也是应用非常广泛的二阶
滑模控制方法. 次优算法首次在文献[9]中提出,准连
续算法由Levant在文献[10]中提出.准连续算法除了
原点外处处连续,因而能明显削弱抖振问题.此外,
Lyapunov方法也被广泛应用于二阶滑模设计.例如,
文献[11]基于Lyapunov方法给出了干扰由函数限定条
件下的控制设计问题.基于文献[11],文献[12]考虑了
非匹配干扰情况下的二阶滑模控制设计,等等.

然而,上述研究成果并没有考虑状态受限情况下
的二阶滑模控制设计.值得指出的是,在实际工程中,
系统的状态受限总是存在的. 所谓状态受限,顾名思
义,就是对系统的某些状态变量进行限制.例如,小型
无人直升机轨迹跟踪[13]、平面上的刚体移动机器

人[14]、电机转矩等,这些系统的某些状态变量往往只
能限制在一定的范围内.这就需要在实际控制设计中
考虑状态受限的影响,使系统中的某些状态变量只能
处在预先给定的区域内.

针对上述问题,本文考虑了滑动变量受限情况下
的二阶滑模控制设计问题.第1步,利用Lyapunov方
法,构造了一类二阶滑模控制器. 该二阶滑模控制器
可使得滑动变量在有限时间内稳定到零. 第2步,在
第1步所提出的控制器的基础上,考虑滑动变量受限
情况,分析得到了一个与控制参数相关的吸引域,并
证明了只要系统初始状态在该吸引域内则系统状态

就不会逃离该吸引域.最后,通过倒立摆控制问题验
证了该算法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑如下形式的单输入单输出非线性系统:

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u, s = s(t, x), (1)

其中: x ∈ Rn和u ∈ R分别为系统的状态和控制输入;

f(t, x)和g(t, x)是光滑函数; s ∈ R为系统输出,可以
看作是根据要求设计的滑动变量.

本文中,假设设计的滑动变量相对阶为2,则滑动
变量s满足

s̈ = a(t, x) + b(t, x)u, (2)

式中: u是待设计的控制器, a(t, x) = s̈|u=0, b(t, x) =
∂s̈

∂u
为不确定项,且满足下面一般性假设:

假假假设设设 1 存在正常数C,Km使得

|a(t, x)| 6 C, b(t, x) > Km > 0.

注注注 1 通过对s(t, x)求二次导数可得

s̈ =
∂2s

∂t2
+ 2

∂2s

∂t∂x
f +

∂s

∂x
· ∂f
∂t

+

∂2s

∂x2
f2 +

∂s

∂x
· ∂f
∂x

f+

(
∂2s

∂x2
gf +

∂s

∂x
· ∂f
∂x

g)u.

令

a(t, x) =
∂2s

∂t2
+ 2

∂2s

∂t∂x
f +

∂s

∂x
· ∂f
∂t

+
∂2s

∂x2
f2+

∂s

∂x
· ∂f
∂x

f, b(t, x) =

∂2s

∂x2
gf +

∂s

∂x
· ∂f
∂x

g.

本文有s̈ = a(t, x) + b(t, x)u. 当u = 0时, s̈ = a(t, x). 另

外, s̈对u求偏微分可得到
∂s̈

∂u
= b(t, x). 因此,可知a(t, x) =

s̈|u=0, b(t, x) =
∂s̈

∂u
.

注注注 2 一般来说,传统的二阶滑模中需要假设滑模动
力学中不确定满足[6−7,10]

|a(t, x)| 6 C, Km 6 b(t, x) 6 KM,

其中: C,Km,KM为已知正常数. 由假设1可知,文中不确定

项b(t, x)不需要上界信息.因此,该假设比已有文献中的一般

性假设条件更弱.

本文的控制目标为:在滑动变量满足受限条件
|s| 6 δ1, |ṡ| 6 δ2, ∀δ1, δ2 > 0时,构造一类二阶滑模
控制器u,并寻求该控制器下与控制参数相关的吸引
域.

为方便描述,定义⌊x⌉α = |x|αsgn x, ∀α > 0.

下面将给出本文主定理证明过程中所需的引理.

引引引理理理 1[15] 设p1 > 0和0 < p2 6 1,则对任意的
x, y ∈ R有

|⌊x⌉p1p2 − ⌊y⌉p1p2 | 6 21−p2 |⌊x⌉p1 − ⌊y⌉p1 |p2 .

引引引理理理 2[16] 设c和d都是正常数,则对任意的实数
γ > 0及∀x ∈ R, y ∈ R,有下列不等式成立:

|x|c|y|d 6 c

c+ d
γ|x|c+d +

d

c+ d
γ− c

d |y|c+d.

引引引理理理 3[17] 对于任意的xi ∈ R, i = 1, · · · , n和
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任意的正实数0 < p 6 1,则有

(|x1|+ · · ·+ |xn|)p 6 |x1|p + · · ·+ |xn|p.

引引引理理理 4[18] 针对系统

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn, (3)

若存在一个正定可导函数V (x) : Rn → R满足以下
不等式:

V̇ (x) + cV α(x) 6 0, x ∈ U0,

其中: c > 0, α ∈ (0, 1), U0是原点附近的一个开邻

域.则系统(3)是局部有限时间稳定的. 如果U0 = Rn

并且V是径向无界的,则系统(3)是全局有限时间内稳
定的.

注注注 3 一般来说,二阶滑模控制设计有两个作用. 其一,

用以降低传统一阶滑模产生的抖振. 其二,用以直接对非线

性系统进行控制设计,但所选择滑动变量的相对阶需要为 2.

事实上,与传统的一阶滑模类似,利用二阶滑模方法直接设计

控制器时,控制器一般也是非连续的,因此也会产生抖振现

象.若要削弱该抖振,则需要设计三阶滑模控制器.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
令s1 = s, s2 = ṡ,则系统(2)可重写为

ṡ1 = s2, ṡ2 = a(t, x) + b(t, x)u, (4)

因此对系统(2)的控制设计等价于对系统(4)的控制设
计.针对系统(4),控制器设计为

u = −β2 · sgn(⌊s2⌉2 + β2
1s1), (5)

其中β1, β2为足够大的常数且满足β2 > β1.

为了方便系统的稳定性分析,结合控制器(5),重
新构造具有如下形式的控制器:

u = −β2 · sgn(⌊s2⌉2 + β2
1σ(s1)), (6)

其中

σ(x) =

{
ε1 · sgnx, |x| > ε1,

x, |x| 6 ε1,
∀ε1 > 0.

显然,当|x1| 6 ε1时控制器(6)等价于控制器(5).

在给出主要结果之前,本文先引入一个引理.

引引引理理理 5 针对系统 (4),在控制器 (6)下,若满足
|⌊s2⌉2 + β2

1σ(s1)| 6 ε2, ε2 > 0,则下列不等式成立:

sup
s1∈R

{|σ̇(s1)|} 6 a1(β1, ε1, ε2), (7)

其中a1(β1, ε1, ε2) = ε
1
2
2 + β1ε

1
2
1 .

证证证 为了简化证明,令ϕ2(s1, s2)=⌊s2⌉2+β2
1σ(s1).

当|ϕ2(s1, s2)| 6 ε2时,由引理3可得

|s2| 6 (ε2 + β2
1ε1)

1
2 6 ε

1
2
2 + β1ε

1
2
1 . (8)

当|s1| > ε1,有σ(s1)=ε1sgn s1.显然,对∀|s1|>ε1,

sup
s1∈R

{|σ̇(s1)|} = 0. (9)

当|s1| 6 ε1,有σ(s1) = s1,进而有sup
s1∈R

{|σ̇(s1)|} 6

|ṡ1| = |s2|. 因此,根据式(8)可知,对∀|s1| 6 ε1,有

sup
s1∈R

{|σ̇(s1)|} 6 |s2| 6

ε
1
2
2 + β1ε

1
2
1 = a1(β1, ε1, ε2), (10)

所以,由式(9)和式(10)可知,当|ϕ2(s1, s2)| 6 ε2时,

sup
s1∈R

{|σ̇(s1)|} 6 a1(β1, ε1, ε2).

由此,引理5证毕.

接下来,本文将给出第1个结论.

定定定理理理 1 针对系统(1),在假设1的条件下,若二阶
滑模控制器设计为式(6)的形式,则滑动变量s, ṡ在有

限时间内稳定.

证证证 首先,给出证明概要.证明分成两个步骤:

第第第1步步步 本文将证明,控制器(6)可以保证系统状
态在有限时间内收敛并停留在区域

Q={(s1, s2) : |s1|<ε1, |⌊s2⌉2 + β2
1σ(s1)|<ε2}.

第第第2步步步 继续证明在区域Q内,系统状态将会在有
限时间内稳定到零.

为了简化证明,令S2 = (s1, s2).

步步步骤骤骤 1 首先,将证明存在有限时刻t1,使得当
t > t1时, S2(t) ∈ {S2 : |⌊s2(t)⌉2 + β2

1σ(s1(t))| <
ε2}.
先利用反证法证明存在有限时刻t1,使得

|ϕ2(S2(t1))| = |⌊s2(t1)⌉2 + β2
1σ(s1(t1))| 6

ε2
2
.

假设上述命题不成立,则对于∀t > 0,都有

|ϕ2(S2(t))| = |⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1(t))| >

ε2
2
.

首先考虑对于∀t > 0,都有

ϕ2(S2(t)) = ⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1(t)) >

ε2
2
. (11)

由式(6)(11)和假设1可知,对于∀t > 0,

ṡ2 = a(t, x) + b(t, x)[−β2 · sgn(ϕ2(S2))] =

a(t, x)− β2b(t, x) 6
−(β2Km − C). (12)

由于β2足够大,所以存在β2使得β2Km − C > 0.

因此,对t > 0有

s2(t) < s2(0)− (β2Km − C)t. (13)

利用式(11)和式(13)可知,对于∀t > 0有
ε2
2

<⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1(t)) 6

⌊s2(0)− (β2Km − C)t⌉2 + β2
1ε1. (14)

观察上式,注意到当t趋于无穷大时,式(14)将退化为
ε2/2 < −∞,这显然与ε2/2 > 0矛盾.类似地,可以证
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明ϕ2(S2(t)) = ⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1(t)) < −ε2/2, ∀t

> 0情形也是不成立的. 因此存在有限时刻t1使得

|ϕ2(S2(t1))| = |⌊s2(t1)⌉2 + β2
1σ(s1(t1))| 6

ε2
2
.

下面证明当t > t1时,

|ϕ2(S2(t))| < ε2. (15)

假设式(15)不成立,那就意味着存在有限时刻t′1 ∈
[t1,+∞)和t∗1 ∈ (t′1,+∞)使得

ϕ2(S2(t
′
1)) =

ε2
2
, (16)

ϕ2(S2(t
∗
1)) = ε2, (17)

ε2
2

6 ϕ2(S2(t)) 6 ε2, t ∈ [t′1, t
∗
1] (18)

或

ϕ2(S2(t
′
1)) = −ε2

2
, (19)

ϕ2(S2(t
∗
1)) = −ε2, (20)

− ε2 6 ϕ2(S2(t)) 6 −ε2
2
, t ∈ [t′1, t

∗
1] (21)

成立.

接下来,首先证明式(16)–(18)不成立. 由条件(18)
可知,式(12)在时间段[t′1, t

∗
1]中也成立,也即

ṡ2(t) 6 −(β2Km − C), t ∈ [t′1, t
∗
1]. (22)

由式(22)得

(β2Km − C)(t∗1 − t′1) 6 s2(t
′
1)− s2(t

∗
1). (23)

利用式(16)和ϕ2(S2(t)) = ⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1(t)),得

s2(t
′
1) 6 (

ε2
2

+ β2
1ε1)

1
2 6 ε

1
2
2 + β1ε

1
2
1 . (24)

类似地,利用式(17),得到

s2(t
∗
1) > −(ε

1
2
2 + β1ε

1
2
1 ). (25)

结合式(24)–(25),由式(23)可知

t∗1 − t′1 6 s2(t
′
1)− s2(t

∗
1)

β2Km − C
6 2(ε

1
2
2 + β1ε

1
2
1 )

β2Km − C
. (26)

更进一步地,利用式(22),有s2(t
∗
1) 6 s2(t

′
1). 因此,

s22(t
∗
1) + β2

1σ(s1(t
∗
1)) 6

s22(t
′
1) + β2

1σ(s1(t
′
1))−

β2
1σ(s1(t

′
1)) + β2

1σ(s1(t
∗
1)). (27)

将式(16)–(17)代入式(27)中,易知
ε2
2

6 |β2
1σ(s1(t

∗
1))− β2

1σ(s1(t
′
1))|. (28)

因此,利用引理5和式(28)可得
ε2
2

6|β2
1σ(s1(t

∗
1))− β2

1σ(s1(t
′
1))| 6

β2
1 sup
s1∈R

{|σ̇(s1)|}(t∗1 − t′1) 6

β2
1a1(β1, ε1, ε2)(t

∗
1 − t′1). (29)

将式(26)代入式(29)中,有

ε2
2

6 2(ε
1
2
2 + β1ε

1
2
1 )

β2Km − C
β2
1a1(β1, ε1, ε2). (30)

很明显,当β2足够大时,上式将导致矛盾. 因此式(16)
–(18)并不成立. 类似地,利用同样的方法可以证明式
(19)–(21)也不成立. 因此,对∀t > t1,有

|ϕ2(S2(t))| = |⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1(t))| < ε2.

另一方面,利用引理1,对∀t > t1有

|s2 + β1⌊σ(s1)⌉
1
2 | 6

2
1
2 |⌊s2⌉2 + β2

1σ(s1)|
1
2 6 2

1
2 ε

1
2
2 . (31)

因此,有

ṡ1 = −β1⌊σ(s1)⌉
1
2 + (s2 + β1⌊σ(s1)⌉

1
2 ). (32)

令µ1 = β1ε
1
2
1 −2

1
2 ε

1
2
2 >0,并令β1>(2

1
2 ε

1
2
2 )/ε

1
2
1 ,可得对

∀t > t1,

s1(t) > ε1, ṡ1(t) 6 −µ1 < 0,

s1(t) 6 −ε1, ṡ1(t) > µ1 > 0.

因此存在一个时刻t1,使得当t > t1时,有|s1(t)|< ε1.

也即s1(t) ∈ {s1 : |s1(t)| < ε1}, t > t1.所以,当t >
t1, S2(t)将在有限时间内收敛并停留在区域

Q={S2 : |s1(t)|<ε1, |⌊s2(t)⌉2 + β2
1σ(s1)|<ε2}.

步步步骤骤骤 2 当S2 ∈ Q时,可知控制器(6)退化为控制
器(5),即u = −β2 · sgn(⌊s2⌉2 + β2

1 · s1).
取Lyapunov函数V (S2) = V1(s1)+W1(S2),其中

V1(s1) =
w s1

0
⌊µ⌉ 3

2dµ,

W1(S2) =
w s2

s∗2

⌊⌊µ⌉2 − ⌊s∗2⌉2⌉2dµ,

s∗2是待设计的虚拟控制器. 对V (S2)求导得

V̇ (S2)= V̇1(s1)+
∂W1(S2)

∂s1
ṡ1+⌊⌊s2⌉2−⌊s∗2⌉2⌉2ṡ2.

(33)

易知

V̇1(s1) = ⌊s1⌉
3
2 s2 = ⌊s1⌉

3
2 s∗2 + ⌊s1⌉

3
2 (s2 − s∗2).

(34)

设计虚拟控制器为

s∗2 = −β1⌊s1⌉
1
2 . (35)

将式(35)代入式(34),有

V̇1(s1) 6 −β1s
2
1 + ⌊s1⌉

3
2 (s2 − s∗2). (36)

根据引理1和引理2可得

⌊s1⌉
3
2 (s2 − s∗2) 6

⌊s1⌉
3
2 |⌊s2⌉2×

1
2 − ⌊s∗2⌉2×

1
2 | 6
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2
1
2 |s1|

3
2 |ξ| 12 6 β1

4
|s1|2 + c1(β1)|ξ|2, (37)

式中: ξ = ⌊s2⌉2 − ⌊s∗2⌉2, c1(β1) =
27

β3
1

.

然后,将式(37)代入式(36)得

V̇1(s1) 6 −3

4
β1s

2
1 + c1(β1)ξ

2. (38)

然后,又由引理1可得

|∂W1(S2)

∂s1
ṡ1| 6|2⌊ξ⌉∂⌊s

∗
2⌉2

∂s1
(s2 − s∗2)ṡ1| 6

2
3
2 |ξ| 32 |∂⌊s

∗
2⌉2

∂s1
||s2|, (39)

又s∗2 = −β1⌊s1⌉
1
2 ,所以

|∂W1(S2)

∂s1
ṡ1| 6 2

3
2 |ξ| 32β2

1 |s2| 6

2
3
2 |ξ| 32β2

1(|ξ|
1
2 + β1|s1|

1
2 ) 6

2
3
2β2

1ξ
2 + 2

3
2β3

1 |s1|
1
2 |ξ| 32 . (40)

然后对式(40)运用引理2可得

|∂W1(S2)

∂s1
ṡ1| 6

2

3
β1s

2
1 + c2(β1)ξ

2, (41)

其中c2(β1)=2
√
2β2

1+(34/3/2)β
11
3
1 .将式(38)和式(41)

代入式(33)可得

V̇ (S2) 6− 3

4
β1s

2
1 + c1(β1)ξ

2 +
2

3
β1s

2
1+

c2(β1)ξ
2 + ⌊ξ⌉2ṡ2 6

− β1

12
s21 + (c1(β1) + c2(β1))ξ

2+

⌊ξ⌉2(a(t, x) + b(t, x)u). (42)

进一步,将式(5)代入上式,再令β2 > (c1(β1)+ c2(β1)

+β1/12 + C)/Km可得

V̇ (S2) 6 −β1

12
(s21 + ξ2). (43)

接下来,根据V (S2)的定义和引理1,有

V (S2) 6
w s1

0
⌊µ⌉ 3

2dµ+
w s2

s∗2

⌊
⌊µ⌉2 − ⌊s∗2⌉

2
⌉2
dµ 6

|s1|
5
2 + ξ2|s2 − s∗2| 6

|s1|
5
2 + |ξ| 52 2 1

2 6
2(|s1|

5
2 + |ξ| 52 ). (44)

令c = β1/(12× 2
4
5 ), α = 4/5,可以得到V̇ (S2)+

cV α(S2) 6 0,注意到0 < α < 1,根据引理4可知,二
阶滑模控制系统(4)和(6)是有限时间内稳定的.

证毕.

最后,结合定理1,有如下结果:

定定定理理理 2 针对系统(4),当滑动变量满足受限条
件|si| 6 δi(i = 1, 2)时,在控制器(5)的作用下存在如
下吸引域:

Ω ={(s1, s2) : |⌊s2⌉2 + β2
1 · s1| < ε2}∩

{(s1, s2) : |s1| < ε1},

其中: ε1 = δ1, ε2 = β2
1δ1.

证证证 注意到在区域Ω内,有 |s1| 6 ε1. 因此,对于
∀S2 ∈ Ω,控制器(6)等价于控制器(5). 因此,在状态
受限|si| 6 δi(i = 1, 2)条件下,要证明区域Ω为控制

器(5)作用下的吸引域,等价于证明区域Ω为控制器

(6)作用下的吸引域.也即证明,当初始状态在区域Ω

时,控制器(6)作用下的系统状态仍然停留在区域Ω,
且会进一步收敛到平衡点.

由定理1可知,若滑动变量一直停留在区域Ω,则
最终会收敛到平衡点. 因此,只需要证明滑动变量不
会逃离区域Ω即可,也即证明滑动变量(s1, s2)不会

穿过边界曲线AB, BC, CD, DE, EF , FG, GH和
HA (如图1所示).

图 1 s1 − s2相平面图

Fig. 1 The phase plot of s1 − s2

首先,由定理1证明中的步骤1可知,在控制器(6)
的作用下,滑动变量不会从边界曲线BC ∪ FG逃离.

其次,当(s1, s2) ∈ HA ∪AB时,易知

ṡ1 = s2 > 0,

ṡ2 = a(t, x)− β2 · sgn(ϕ2(S2)) · b(t, x) 6
− (β2Km − C) < 0.

因此,滑动变量的轨迹将向右下方移动,故不会从
边界HA ∪AB逃离区域Ω. 另一方面,当(s1, s2) ∈
DE ∪ EF时,可知

ṡ1 = s2 < 0,

ṡ2 = a(t, x)− β2 · sgn(ϕ2(S2)) · b(t, x) >
β2Km − C > 0.

因此,滑动变量的轨迹将向左上方移动,所以也不会
从边界DE ∪ EF 逃离区域Ω. 也即滑动变量不会从
边界曲线HA ∪AB ∪DE ∪ EF逃离.
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然后,当(s1, s2) ∈ CD时,易知

ṡ1 = s2 < 0,

ṡ2 = a(t, x)− β2 · sgn(ϕ2(S2)) · b(t, x) 6
− (β2Km − C) < 0.

因此,滑动变量的轨迹将向左下方移动,故不会从边
界CD逃离区域Ω. 另一方面,当(s1, s2) ∈ GH时,可
知

ṡ1 = s2 > 0,

ṡ2 = a(t, x)− β2 · sgn(ϕ2(S2)) · b(t, x) >
β2Km − C > 0.

因此,滑动变量的轨迹将向右上方移动,所以也不会
从边界GH逃离区域Ω. 也即滑动变量不会从边界曲
线CD ∪GH逃离.

故可以证明滑动变量的轨迹将不会从边界

HA ∪AB ∪BC ∪ CD ∪DE ∪ EF ∪ FG ∪GH

逃离区域Ω. 因而,滑动变量的轨迹将不会从区域
Ω的边界逃离. 证毕.

注注注 4 由于二阶滑模控制器构造以反步设计为主要思

想,因此控制器参数β1和β2的选择较为保守.事实上,控制

器(5)的参数β1和β2可以选取一些较小的参数. 此处,参数

β1和β2的选取主要以试错法获取.

4 状状状态态态受受受限限限情情情况况况下下下的的的倒倒倒立立立摆摆摆控控控制制制设设设计计计 (Inver-
ted pendulum control design under state con-
straints)
为了验证本文提出的二阶滑模控制算法的有效性,

针对状态受限情况下的倒立摆系统进行了控制设计.
倒立摆的控制问题就是使摆杆尽快达到平衡位置,且
能够克服外部扰动而保持一定的鲁棒性.

二阶倒立摆系统一般可由如下形式的数学模型描

述[19]: ẋ1 = x2,

ẋ2 =
1

J
u− MgL

2J
sin x1 −

Vs

J
x2 + ρ,

(45)

其中: x1和x2分别为摆角和摆速, g是重力加速度,
M是摆杆质量, L为摆长, J = ML2为单摆的转动惯

量, Vs是粘滞摩擦系数, ρ为外部扰动, u是使摆角到达
期望位置所需的力矩,由安装在倒立摆上的直流电机
产生.

控制目标:在摆角、摆速满足限制条件|x1| 6 π/4
rad, |x2| 6 1.3 rad/s下,设计有效的控制器u使得倒

立摆快速到达平衡状态.

令s1 = x1, s2 = ẋ1,则有

ṡ1 = s2,

ṡ2 =
1

J
u− MgL

2J
sin s1 −

Vs

J
s2 + ρ.

根据定理2,选取ε1 = π/4, ε2 = 0.95.另外,取β1

= 1.1, β2 = 3.7. 再根据定理1,控制器可以设计为

u = −3.7 · sgn(⌊s2⌉2 + 1.21s1). (46)

系统参数为

g = 9.8 m/s2, Vs = 0.18, M = 1.1 kg, L = 1 m.

初始状态设为(x1(0), x2(0)) = (−π/6, 1.1),外部干
扰取为ρ = 0.5 sin(2t) + 0.5 cos(5t).

在控制器(46)的作用下,初始条件(x1(0), x2(0))

= (−π/6, 1.1)下的仿真结果如图2–3所示. 图2是系统
状态x1的响应曲线,图3是系统状态x2的响应曲线.由
图2和图3可知,该控制器可以使得倒立摆快速到达平
衡状态.

图 2 控制器(46)作用下系统状态x1的响应曲线

Fig. 2 Response curves of the system states x1
under controller (46)

图 3 控制器(46)作用下系统状态x2的响应曲线

Fig. 3 Response curves of the system state x2

under controller (46)

为了进一步说明定理2的有效性,取另14组初始状
态. 它们分别为

(0.75,−0.1), (0.4,−1.1), (−0.5,−0.3),

(−0.2,−0.6), (0.5, 0.3), (−0.7, 0.07),

(−0.7, 1), (0.75,−1.2), (−0.2, 1),

(0.2,−1), (−0.75, 1.2), (0.2, 0.63),

(0.77, 1), (−0.77,−1).

图4为该14组初始状态下滑动变量 s和 ṡ的相平

面图. 图4中虚线矩形框所围成的区域为滑动变量
|s1| 6 π/4, |s2| 6 1.3所形成的状态受限区域,区域Ω
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为吸引域.很明显, (0.77, 1), (−0.77,−1)是吸引域

Ω之外的状态初始点. 从图4可以看出,当状态初始点
处于吸引域Ω之外时,系统状态就有可能突破状态受
限区域;而当系统初始状态在吸引域Ω内时,系统状
态一定不会逃离区域Ω.

图 4 滑动变量s和ṡ的相平面图

Fig. 4 The phase plot of the sliding variables s and ṡ

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种滑动变量受限情况下的二阶滑模

控制设计问题.首先,在不考虑滑动变量受约束的情
况下,基于Lyapunov方法,给出了一类二阶滑模控制
器设计方法,并严格证明了在该控制器的作用下滑动
变量将在有限时间内稳定到平衡点. 其次,考虑滑动
变量受限情况,在已提出的一类二阶滑模控制器的基
础上证明了在受限区域内存在一个与控制参数相关

的吸引域,使得当初始状态在该吸引域内时其状态不
会逃离该吸引域.最后,通过状态受限情况下的倒立
摆控制验证了该算法的有效性. 关于下一步的工作,
拟考虑将本文中的二阶情况推广到高阶情形.
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