
第 35卷第 2期
2018年 2月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 35 No. 2
Feb. 2018

流流流体体体管管管道道道水水水锤锤锤抑抑抑制制制的的的时时时间间间尺尺尺度度度变变变换换换控控控制制制

DOI: 10.7641/CTA.2018.70385

陈特欢1,2†, 任志刚2,3

(1. 宁波大学机械工程与力学学院,浙江宁波 315211;

2. 浙江大学工业控制技术国家重点实验室,浙江杭州 310027; 3. 广东工业大学自动化学院,广东广州 510006)

摘要:在流体管道运行中,打开的阀门突然关闭会造成管道内部流体对阀门及管壁的巨大压力冲击,这种现象叫
做水锤效应,严重威胁流体管道的健康运行. 基于此,本文研究了阀门关闭过程中抑制水锤效应的最优边界控制问
题.水锤模型由一组非线性时空演化方程描述,本文首先通过半离散方法得到一个有限维模型. 然后,采用分段一
次线性控制变量参数化方法及灵敏度分析方法,结合时间尺度变换方法,推导其梯度形式. 最后,结合非线性优化
求解器,完成边界最优控制设计.仿真结果显示时间尺度变换方法能够更有效地抑制水锤效应.考虑到实际工程中
的控制量为阀门相对开度,在得到阀门处的流量和压力的最优变化过程后,本文给出了阀门相对开度随时间的演化
关系.
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Control of water hammer suppression via time-scaling technique
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Abstract: During the fluid pipeline running, sudden closure of an open valve in the pipeline network causes a huge
pressure shock toward the valve and pipeline wall. This phenomenon, called water hammer, threatens the healthy operation
of the fluid pipeline. Thus, an optimal boundary control problem of water hammer suppression during valve closure is
studied. The water hammer model can be described as a set of nonlinear spatio-temporal equations, including a boundary
control at the end of the pipeline. First, the method of lines (MOL) is applied to reduce the water hammer model to
a finite dimensional model. Then, the piecewise-linear control parameterization method and sensitivity analysis method
combined with the time-scaling technique are proposed to derive the gradients of the objective function. Finally, nonlinear
optimization techniques are used to solve the optimal control problem. Numerical results show the time-scaling technique
can suppress water hammer more effectively. Since the practical control input is the degree of the valve opening, the
optimal changes of valve relative opening with time evolution are given based on the optimal boundary control and the
corresponding pressure changes.
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1 引引引言言言(Introduction)
在流体管道运行和管理中,通过阀门、泵等执行器

对流体管道进行运行控制和调度非常重要,是流体管
道健康运行的保障. 然而,执行器操作或控制不当,如
打开的阀门突然关闭,会引发严重的安全事故(水锤效

应).其产生一系列急骤的压力交替变化的水力撞击,
以每秒一公里以上的速度,将巨大的压力振荡传至全
管,对流体管道造成严重的危害[1–2].

水锤抑制的应用非常广泛,不仅存在于城市污水
管道、石油化工管道[3–4],还存在于航天器推进系
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统[5]、核反应堆换热循环系统等. 不可避免的水锤效
应是这些流体管道系统的重大安全隐患.不当或不合
适的水锤抑制处理将直接威胁整个流体管道网络的

安全.

为了防止流体管道遭受水锤的破坏,各种抑制水
锤的策略不断被提出,主要集中于被动防御策略和主
动控制策略.在被动防御策略方面,其主要包括采用
特殊材料来增强流体管道耐压能力和增设减压设备,
如释压阀、调压井[6]. 尽管被动防御策略对抑制水锤
效应有一定的作用,然而面对复杂的流体管道运行工
况,尤其是超出被动防御设计范围之外的水锤抑制,
显得力不从心[7]. 水锤抑制的主动控制策略主要包含
两方面,一个是边界控制稳定性分析,另一个是最优
控制. Coron等研究线性水锤模型的边界反馈稳定性
问题,从而指导执行机构(泵)的运行控制[8]. Georges
等分析滚动优化对线性水锤模型的稳定性,并给出保
证平衡状态渐进稳定的充分条件[9]. 岑丽辉等对圣维
南模型采用黎曼不变法,从而给出了确保闭环系统渐
进稳定的边界反馈控制律形式及相关参数选择方

案[10]. 高红霞等引入内流动力学,完善了柔性立管原
始无穷维分布参数模型并用Lyapunov直接法进行稳
定性和状态一致有界性证明[11]. Krstic等考虑流体管
道这类准线性的一阶双曲型偏微分方程,利用反步方
法设计一个全状态反馈控制器,并证明了该闭环系统
的指数稳定性[12].

本文从最优控制角度出发,设计阀门最优控制策
略,应对流体管道中的水锤.最优控制作为一种在工
程领域中较成功应用的主动控制策略,结合被动防御
策略,将水锤的破坏降到最低. 曹慧哲等对线性水锤
模型应用函数极值理论和Ritz法,得到了使流体管道
阀门处压力冲击最小值时的关阀规律[13]. Kou等主要
通过大量实际测试所得的经验规律,得到较优的液压
控制阀输入,来解决矿井排水系统中阀门关闭所引起
的水锤问题[14]. Djebedjian等针对流体管网中突然关
阀、泵故障等突发情况,采用遗传算法优化配水系统,
从而抑制水锤破坏[15]. Axworthy等提出了一个基于
节点、图模型的阀门关闭算法. 该算法适用于一个缓
慢变化(刚性水柱)的流体管道网络[16]. 许超等针对水
锤抑制的最优控制问题,采用伴随方法推导出系统的
协态方程和最优性条件[17],而此方法没有考虑时间尺
度变换. Kerachian等考虑水锤抑制的一个多目标优化
模型,并结合专业优化软件和贝叶斯网络方法,设计
流体管道最优的阀门关闭策略[18].

目前水锤优化控制鲜有考虑时间尺度变换方法,
而此方法将边界控制变量在时域上离散的同时,给出
离散时间区间的最优尺度,从而得到更优的阀门关闭
策略.因此,本文针对阀门关闭过程中水锤抑制的边
界最优控制问题,首先将时空演化模型离散成非线性

的有限维模型. 其次,采用分段一次线性控制变量参
数化方法和时间尺度变换方法逼近控制变量,从而将
轨迹优化问题转化为参数优化问题.针对此优化问题,
通过灵敏度分析方法,推导出目标函数及约束的梯度
形式,并提出基于梯度的优化框架求解得到阀门关闭
的最优策略.最后,用仿真分析得到时间尺度变换方
法的优势.

2 水水水锤锤锤抑抑抑制制制的的的最最最优优优控控控制制制问问问题题题(Optimal control
problem of water hammer suppression)

2.1 流流流体体体管管管道道道动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamic model of the
fluid pipeline)
本文考虑如图1所示的常见流体管道系统,其首端

连接着水库,末端有一个阀门.对于流体管道而言,可
做如下假设: 管道是等直径的圆柱管,管道高度的变
化可以忽略;温度变化范围比较小,流体的粘度和密
度基本保持不变,流体沿径向的速度梯度为零;管道
的弹性形变相对于流体而言可以忽略;流体的平均速
度相对于管道的波速可以忽略.

图 1 常见流体管道系统

Fig. 1 A general pipeline flow system

根据以上假设,流体管道模型可由以下的时空演
化方程组成[19]:

∂q(l, t)

∂t
+

S

ρ

∂p(l, t)

∂l
+

fq(l, t) |q(l, t)|
2DS

= 0, (1)

∂p(l, t)

∂t
+

ρc2

S

∂q(l, t)

∂l
= 0, (2)

式中: l ∈ [0, L], t ∈ [0, T ], l为空间变量, t为时间变
量, L为管道长度, T为阀门关闭所需时间, p为压力,
q为流量, S为管道截面积, D为管道直径, c为波速,
ρ为流体密度, f为摩阻系数.

根据如图1所示的常见流体管道系统,得到系统的
边界条件

p(0, t) = P, q(L, t) = u(t), t ∈ [0, T ], (3)

式中: P是水库产生的一个恒压, u(t)是流体管道末端
的流量调节量. 根据实际的控制要求,边界流量调节
量有如下有界约束:

0 6 u(t) 6 Umax, t ∈ [0, T ], (4)

式中Umax代表流体管道运行中的最大流量值.

在初始时刻,阀门完全开启,即流量最大,得到

u(0) = Umax. (5)
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在终端时刻,阀门需完全关闭,得到

u(T ) = 0. (6)

流体管道在运行过程中一般为稳态,因此,设定初
始流量为

q(l, 0) = Q, l ∈ [0, L], (7)

式中Q是流体管道稳态时的流体流量,为一常数. 通
过式(1)得到初始的压力分布为

p(l, 0) = P − ρfQ |Q|
2DS2

l, l ∈ [0, L]. (8)

2.2 最最最优优优控控控制制制问问问题题题(Optimal control problem)
为了抑制阀门关闭过程中的水锤效应,通过阀门

执行器调节流量u(t)来减少压力冲击及波动.考虑文
献[20]中所提的目标函数

J(u(t)) =
1

T

w T

0
[p(L, t)− P ]

4
dt+

1

LT

w T

0

w L

0
[p(l, t)− P ]

4
dldt. (9)

综上所述,水锤抑制的最优控制问题为:给定带有
初始条件(7)–(8)和边界条件(3)的流体管道模型(1)–
(2),通过选取满足有界约束(4)、初始时刻控制约束
(5)、终端时刻控制约束(6)的边界控制u(t)来极小化

目标函数值(9).

3 模模模型型型半半半离离离散散散和和和控控控制制制变变变量量量参参参数数数化化化(Spatial dis-
cretization and control parameterization)

3.1 流流流体体体管管管道道道模模模型型型半半半离离离散散散方方方法法法 (The method of
lines toward the fluid pipeline model)
采用半离散方法(MOL)来近似流体管道无限维时

空演化模型(1)–(2). 将管道总长度等分成N份子空间

区间,即[li−1, li], i=1, 2, · · · , N,且l0 = 0, lN=L.令{
pi = p(li, t),

qi(t) = q(li, t),
i = 0, 1, · · · , N. (10)

利用有限差分得到

∂p(li−1, t)

∂l
=

p(li, t)− p(li−1, t)

∆L
, (11)

∂q(li, t)

∂l
=

q(li, t)− q(li−1, t)

∆L
, (12)

式中: i=1, 2, · · · , N, ∆L=L/N .将式(11)–(12)代入
流体管道模型(1)–(2)得到

q̇i−1(t) = − S

ρ∆L
(pi(t)− pi−1(t))−

fqi−1(t) |qi−1(t)|
2DS

, (13)

ṗi(t) = − ρc2

S∆L
(qi(t)− qi−1(t)), (14)

式中i=1, 2, · · · , N . 根据式(10),边界条件(3)变为

p0(t) = P, qN(t) = u(t), t ∈ [0, T ]. (15)

令

x1(t) = [p1(t) · · · pN(t)]
T ∈ RN ,

x2(t) = [q0(t) · · · qN−1(t)]
T ∈ RN ,

|x1(t)| = [|p1(t)| · · · |pN(t)|]T ∈ RN ,

|x2(t)| = [|q0(t)| · · · |qN−1(t)|]T ∈ RN ,

并定义

x(t) = [x1(t) x2(t)]
T ∈ R2N , (16)

|x(t)| = [|x1(t)| |x2(t)|]T ∈ R2N , (17)

得到

x1(0)=[P−ρfQ |Q|
2DS2

∆L · · · P−ρfQ |Q|
2DS2

L]T∈RN ,

x2(0) = Q[1· · ·1]T ∈ RN ,

那么,初始条件为

x(0) = [x1(0) x2(0)]
T ∈ R2N . (18)

根据式(16)–(17),水锤离散模型(13)–(14)描述为

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t) ◦ |x(t)|+ bP + au(t),

(19)

式中“◦”为Hadamard卷积.各个矩阵A,a, B, b的形

式见附录. 此外,对目标函数(9)使用辛普森法则得到

J(u(t)) =w T

0
{3N+1

3NT
(xN(t)−P )4+

4

3NT

N /2∑
j=1

(x2j−1(t)−

P )4+
2

3NT

N /2−1∑
j=1

(x2j(t)− P )4}dt. (20)

3.2 分分分段段段一一一次次次线线线性性性控控控制制制变变变量量量参参参数数数化化化方方方法法法

(Piecewise-linear control parameterization)
将整个控制时域[0, T ]分成R份子时间区间. 即

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tR−1 < tR = T,

式中R > 1是子时间区间的数量. 同时,考虑到流量
u(t)是一个连续的变量,用分段一次线性控制变量参
数化方法逼近[21]

u̇(t)≈ σk, t ∈ [tk−1, tk) , k = 1, 2, · · · , R,

(21)

其中: [tk−1, tk)是第k个子时间区间, σk第k个子时间

区间上的变化率,且σ = [σ1 σ2 · · · σR]
T. 可将式

(21)写成

u̇(t) ≈
R∑

k=1

σkχ[tk−1,tk)(t), (22)

式中χ[tk−1,tk)(t)是指标函数
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χ[tk−1,tk)(t) =

{
1, t ∈ [tk−1, tk) ,

0,其他.

根据式(22), u̇(t)被分段常数所逼近.令x2N+1=

u(t)为一个新的状态变量,它可由以下动态系统表示:
ẋ2N+1(t)=

R∑
k=1

σkχ[tk−1,tk)(t), t∈ [0, T ],

x2N+1(0) = Umax.

(23)

由于x2N+1(t)是分段一次线性的,边界控制有界

约束(4)变为

0 6 x2N+1(tk) 6 Umax, k = 1, 2, · · · , R.

(24)

同时,水锤离散模型(19)变为

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t) ◦ |x(t)|+

bP + ax2N+1(t). (25)

终端时刻控制约束(6)变为

x2N+1(T ) = 0. (26)

4 流流流体体体管管管道道道时时时间间间尺尺尺度度度变变变换换换方方方法法法(Time-scaling
technique for the fluid pipeline model)

4.1 时时时间间间尺尺尺度度度变变变换换换方方方法法法(Time-scaling technique)

等分的子时间区间[tk−1, tk), k = 1, 2, · · · , R,并

不能获取最好的控制效果.因此,将子时间区间长度

也作为一组优化量来求解. 然而,变化的子时间区间

长度无论在优化上还是在数值计算上都非常困难.因

此,引入time-scaling变换方法[22].

引入一个时间尺度变换函数

t(s) =


⌊s⌋∑
k=1

θk + θ⌊s⌋+1(s− ⌊s⌋), s ∈ [0, R) ,

T, s = R,

(27)

式中: θ = [θ1 θ2 · · · θR]
T,而⌊s⌋表示不大于s的一

个整数.

新的时间变量s与原时间变量t之间可通过以下微

分方程联系:
dt(s)

ds
=

R∑
k=1

θkχ[tk−1,tk)(s), s ∈ [0, R], (28)

式中:

θk = tk−tk−1, θk > 0, θ1+θ2+ · · ·+θR=T ,

且t(0) = 0. 显然,经过time-scaling变换后,新的时间

尺度s = k分别与原时间尺度t = tk一一对应,如图2

所示. 此外,定义

x̃(s) = x(t(s)). (29)

图 2 时间尺度变换图

Fig. 2 Time-scaling technique

4.2 时时时间间间尺尺尺度度度变变变换换换后后后的的的最最最优优优控控控制制制问问问题题题(Optimal
control problem via time-scaling technique)
根据式(29)定义,水锤离散模型(25)变为

˙̃x(s) =
dx(t(s))

ds
=

dx(t(s))

dt

dt(s)

ds
=

θk[Ax̃(s) +Bx̃(s) ◦ |x̃(s)|+ bP + ax̃2N+1(s)],

(30)

式中: s ∈ [k−1, k), k = 1, 2, · · · , R. 初始条件变为

x̃(0) = [x1(0) x2(0)]
T ∈ R2N . (31)

同时,式(23)变为

˙̃x2N+1(s) = σkθk, x̃2N+1(0) = Umax, (32)

式中: s ∈ [k − 1, k], k = 1, 2, · · · , R.边界控制有界

约束(24)变为

0 6 x̃2N+1(k) 6 Umax, k = 1, 2, · · · , R. (33)

终端时刻控制约束(26)变为

x̃2N+1(R) = 0. (34)

目标函数(20)变为

J(σ, θ) =
R∑

k=1

w k

k−1
θk{

3N + 1

3NT
(x̃N(s)− P )4+

4

3NT

N /2∑
j=1

(x̃2j−1(s)− P )4+

2

3NT

N /2−1∑
j=1

(x̃2j(s)− P )4}dη. (35)

因此,水锤抑制的最优控制问题变为:给定带有初始
条件(31)的水锤离散模型(30)以及新的状态方程(32),
选取控制向量σ = [σ1 σ2 · · · σR]

T和时间尺度向量

θ = [θ1 θ2 · · · θR]
T来极小化目标函数值(35),且满

足有界约束(33)和终端时刻约束(34).
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5 最最最优优优控控控制制制问问问题题题求求求解解解 (Solving the optimal
control problem)
第4.2节中定义的最优控制问题是一个非线性优

化问题.然而,目标函数对控制向量和时间尺度向量
的关系是隐式的. 因此,为了能够采用基于梯度的优
化工具求解,需通过灵敏度分析方法去演化约束条件
以及目标函数的梯度信息[23].

5.1 新新新的的的状状状态态态变变变量量量的的的灵灵灵敏敏敏度度度分分分析析析(Sensitivity
analysis of the new state variable)
定定定理理理 1 对于每个m = 1, 2, · · · , R,新的状态

变量x̃2N+1(s)在每个子时间区间[m− 1,m]上对控

制参数σk的状态变化为

∂x̃2N+1(s)

∂σk

=


θm [s− (m− 1)] , k = m,

θk, k < m,

0, k > m.

(36)

证证证 用归纳法证明. 当m = 1时,从式(32)可得

x̃2N+1(s) = Umax + σ1θ1s, s ∈ [0, 1].

显然,对于所有的s ∈ [0, 1],

∂x̃2N+1(s)

∂σk

=

{
θ1s, k = 1,

0, k > 1.

因此, m = 1的情况满足式(36). 假设式(36)满足m

= l̄的情况. 然后对所有的s ∈
[
l̄ − 1, l̄

]
,

∂x̃2N+1(s)

∂σk

=


θl̄
[
s− (l̄ − 1)

]
, k = l̄,

θk, k < l̄,

0, k > l̄.

当m = l̄ + 1时,根据式(32)得到

x̃2N+1(s) = x̃2N+1(l̄) + σl̄+1θl̄+1(s− l̄),

s ∈
[
l̄, l̄ + 1

)
,

因此,对于所有s ∈
[
l̄, l̄ + 1

)
,

∂x̃2N+1(s)

∂σk

=


θl̄+1

[
s− l̄

]
, k = l̄ + 1,

∂x̃2N+1(l̄)

∂σk

, k < l̄ + 1,

0, k > l̄ + 1.

运用归纳假设得到

∂x̃2N+1(s)

∂σk

=


θl̄+1

[
s− l̄

]
, k = l̄ + 1,

θk, k < l̄ + 1,

0, k > l̄ + 1.

这表明m = l̄ + 1情况满足式(36). 证毕.

同理可证定理2.

定定定理理理 2 对于每个m = 1, 2, · · · , R,新的状态

变量x̃2N+1(s)在每个子时间区间[m− 1,m]上对时

间参数θk的状态变化为

∂x̃2N+1(s)

∂θk
=


σm [s− (m− 1)] , k = m,

σk, k < m,

0, k > m.

(37)

定理1与定理2的区别在于前者是新的状态变
量x̃2N+1(s)对σk求导,后者是新的状态变量x̃2N+1(s)

对θk求导. 在证明过程中, σk和θk只有相乘的形式. 因
此,定理1和定理2的结果非常相似.

5.2 灵灵灵敏敏敏度度度方方方程程程推推推导导导(Derivation of the sensitivity
equation)
在s ∈ [0, k − 1]时间区间内,系统状态x̃(s)对第k

个控制参数无影响,因此可得
∂x̃(s)

∂σk

= 0, s ∈ [0, k − 1]. (38)

对于任意m = k, k + 1, · · · , R,

x̃(s) = x̃(m− 1) +
w s

m−1

{
Aθkx̃(s)+

aθkx̃2N+1(s)+bθkP+Bθkx̃(s)◦|x̃(s)|
}
dη,

(39)

式中s∈[m−1,m]. 式(39)对控制参数σk求导得到

∂x̃(s)

∂σk

=
∂x̃(m− 1)

∂σk

+
w s

m−1
{Aθk

∂x̃(s)

∂σk

+

aθk
∂x̃2N+1(s)

∂σk

+2Bθk|x̃(s)|◦
∂x̃(s)

∂σk

}dη,

s ∈ [m− 1,m), m = k, k + 1, · · · , R.

(40)

然后,式(40)对时间s求导得

d

ds
{∂x̃(s)

∂σk

} =

Aθk
∂x̃(s)

∂σk

+aθk
∂x̃2N+1(s)

∂σk

+2Bθk|x̃(s)| ◦
∂x̃(s)

∂σk

,

s ∈ [m− 1,m), m = k, k + 1, · · · , R, (41)

式中
∂x̃2N+1(s)

∂σk

可由第5.1节中的定理1得到,初始条

件为式(38). 同理可得
∂x̃(s)

∂θk
= 0, s ∈ [0, k − 1] (42)

及灵敏度方程

d

ds
{∂x̃(s)

∂θk
} =

Aθk
∂x̃(s)

∂θk
+aθk

∂x̃2N+1(s)

∂θk
+2Bθk|x̃(s)| ◦

∂x̃(s)

∂θk
+

δkm
[
Ax̃(s) +Bx̃(s) ◦ |x̃(s)|+ bP + ax̃2N+1(s)

]
,

s ∈ [m− 1,m), m = k, k + 1, · · · , R,

(43)

其中: δkm为Kronecker函数,
∂x̃2N+1(s)

∂θk
可由第5.1节
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中的定理2得到,初始条件为式(42).

5.3 目目目标标标函函函数数数梯梯梯度度度(Gradient formulas of the objec-

tive function)

第5.2节中已得到灵敏度方程,因此,目标函数(35)

对σk, θk采用链式法则求导获得

∂J(σ,θ)

∂σk

=

R∑
k=1

w k

k−1
θk{

12N + 4

3NT
(x̃N(s)− P )3

∂x̃N(s)

∂σk

+

16

3NT

N /2∑
j=1

(x̃2j−1(s)− P )3
∂x̃2j−1(s)

∂σk

+

8

3NT

N /2−1∑
j=1

(x̃2j(s)− P )3
∂x̃2j(s)

∂σk

}dη, (44)

∂J(σ,θ)

∂θk
=

R∑
k=1

w k

k−1
θk{

12N + 4

3NT
(x̃N(s)− P )3

∂x̃N(s)

∂θk
+

16

3NT

N /2∑
j=1

(x̃2j−1(s)− P )3
∂x̃2j−1(s)

∂θk
+

8

3NT

N /2−1∑
j=1

(x̃2j(s)− P )3
∂x̃2j(s)

∂θk
}+

δkm{
3N + 1

3NT
(x̃N(s)− P )4+

4

3NT

N /2∑
j=1

(x̃2j−1(s)− P )4+

2

3NT

N /2−1∑
j=1

(x̃2j(s)− P )4}dη, m=1, 2, · · · , R,

(45)

式中:
∂x̃i(s)

∂σk

,
∂x̃i(s)

∂θk
, i = 1, 2, · · · , N ,由灵敏度方

程(41)(43)计算得到.

此外,不等式状态约束(33)对σk, θk的梯度分别为

∂x̃2N+1(R)

∂σk

, −∂x̃2N+1(R)

∂σk

, k = 1, 2, · · · , R,

∂x̃2N+1(R)

∂θk
, −∂x̃2N+1(R)

∂θk
, k = 1, 2, · · · , R.

终端时刻状态约束(34)对σk, θk的梯度分别为

∂x̃2N+1(R)

∂σk

,
∂x̃2N+1(R)

∂θk
, k = 1, 2, · · · , R.

因此,基于梯度的优化框架求解最优控制问题的

具体步骤如下所示:

1) 选择一组初始猜测σk,θk, k = 1, 2, · · · , R;

2) 求解水锤离散模型(30);

3) 计算状态变化式 (36)–(37)和灵敏度方程(41)

(43);

4) 计算目标函数的梯度(44)–(45)及其状态约束

的梯度;

5) 执行最优测试.如果当前点是最优的,那么就
停止;否则执行第6)步;

6) 根据梯度信息得到下一步的搜索方向,确定最
优步长,获取新的σk,θk, k = 1, 2, · · · , R.

6 数数数值值值计计计算算算(Numerical simulations)
本部分将所提的最优控制方法应用到具体仿真实

例,验证有无采用时间尺度变换方法的控制策略.流
体管道参数如下: 流体管道总长度L = 100m,直径
D = 100mm,流体密度 ρ = 1000 kg/m3,波速 c =

1200m/s,摩擦系数f = 0.03. 此外,阀门关闭所需总
时间T = 10 s,水库产生的一个恒压P = 2× 105 Pa,
初始流量Q=1.57× 10−2 m3/s,流体管道离散数N=

10和子时间区间的数量R = 10.

初始猜测的优化控制向量和时间尺度向量为σk =

−1.57×10−3 m3/s, θk = 1, k = 1, 2, · · · , R,根据第5
部分所提的基于梯度的优化框架,迭代求解得到控制
向量和时间尺度向量的最优值.表1给出了采用时间
尺度变换方法时的最优控制参数值,通过时间尺度变
换方法,可将等分的时间间隔转为优化的非等分的时
间间隔.抑制水锤的效果就是让流体管道压力峰值和
压力波动达到最小.

表 1 最优控制参数值
Table 1 Optimal parameters

k σk × 10−3 θk

1 −3.071 1.056
2 −2.216 1.045
3 −1.839 1.050
4 −1.477 0.901
5 −1.485 0.886
6 −1.266 0.970
7 −1.135 1.004
8 −1.070 1.026
9 −1.030 1.028
10 −1.003 1.029

以下,本文给出采用时间尺度方法和不采用时间
尺度方法时的抑制效果比较. 采用时间尺度变换和不
采用时间尺度变换方法下的最优目标函数分别为

1.2217× 1017, 1.7172× 1017,前者的数值要远小于
后者近40%,说明前者抑制水锤效果更好.图3给出了
时间尺度变换方法下的边界最优控制策略(流量最优
变化). 图4给出了时间尺度变换方法和不采用时间尺
度方法下流体管道末端(阀门执行器端) l = L处的压

力变化轨迹. 采用时间尺度变换方法的压力峰值为
2.2413× 105 Pa,而不采用时间尺度变换方法的压力
峰值2.2742× 105 Pa,同时前者的压力波动还远小于
后者. 图5和图6分别给出了在相应控制策略下整个流
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体管道压力时空演化过程. 从这些压力变化轨迹图中
也可以看出,采用时间尺度变换方法能得到更小的压
力冲击和波动.因此,从目标函数值和压力轨迹图的
比较显示采用时间尺度方法能更好地减少水锤带来

的破坏.

图 3 流体管道l = L处的流量最优变化曲线

Fig. 3 Optimal boundary control curve at l = L

图 4 流体管道l = L处采用时间尺度方法和不采用时间尺度

方法时的压力波动比较

Fig. 4 Comparison between time-scaling approach and

time-scaling-free approach

图 5 考虑时间尺度方法时的压力演化情况
Fig. 5 Pressure profile corresponding to the time-scaling

approach

图 6 不考虑时间尺度方法时的压力演化情况
Fig. 6 Pressure profile corresponding to the time-scaling-free

approach

7 流流流量量量最最最优优优变变变化化化规规规律律律下下下的的的阀阀阀门门门关关关闭闭闭策策策略略略(Va-
lve closing strategy under the optimal flow
rate)
第6部分给出了最优边界控制(管道末端流量最优

变化)下的压力时空演化情况,但研究阀门处流量最优
变化规律不是主动控制的最终目的. 实际过程中的控
制量为阀门相对开度λ(t). 结合文献[8],给出阀门相
对开度λ(t)随时间t的演化关系.

首先,根据定义可得λ(t) = St/S,其中St为关闭

过程中t时刻的管道末端的断面面积.同时,给出阀门
的流量

q(L, t) = µ(t)St

√
2p(L, t)/ρ, (46)

式中µ(t)为阀门的流量系数. 初始时的流量为

Q = µ0S

√
2(P − ρfQ |Q|

2DS2
L)/ρ, (47)

式中µ0为阀门全开时的流量系数. 将式(46)除以式
(47)得到

q(L, t)

Q
=

µ(t)

µ0

λ(t)

√√√√√ p(L, t)

P − ρfQ |Q|
2DS2

L

, (48)

其中q(L, t), p(L, t)分别为第6部分计算的流量和相
应压力的最优变化值.因此,式(48)只含有µ(t), λ(t)

为未知量. 根据文献[24],阀门生产厂商会给出µ(t)随

λ(t)变化的特性曲线.拟合出λ(t)的变化规律µ(t)/µ0

= f(λ(t)),代入式(48),即可知道最优的关阀相对开
度曲线,即相对开度λ(t)随时间t的演化关系.

8 结结结论论论(Conclusions)
针对水锤抑制的最优控制问题,文中利用半离散

方法离散水锤时空演化模型并采用分段一次线性控

制变量参数化方法逼近流体管道末端的流量调节

量(边界控制).结合时间尺度变换方法,将边界控制的
时间切换点也当成一组优化量来考虑,从而将控制优
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化问题转为参数优化问题.通过灵敏度分析方法,推
导出目标函数及约束的梯度形式,完成抑制水锤的最
优主动控制策略设计.从数值仿真结果和目标函数值
可以看出,它要大大优于不采用时间尺度变换的方法,
且非常有效地抑制水锤效应.时间尺度变换的引入会
增加数值计算量,因此下一步研究快速计算灵敏度方
程方法. 具体包括采用并行计算构架和硬件电路设
计(field programmable gate array, FPGA)来加快灵敏
度方程计算[25]. 水锤模型本质上是非线性偏微分方程
模型,考虑这类无限维系统的模型预测控制[26]和迭代

学习控制[27]也是研究的重点. 本文侧重非线性水锤模
型开环控制器的设计,然而在流体管道运行过程中,
各种干扰因素存在. 因此,设计流体管道闭环控制器
和分析控制算法鲁棒性非常重要.针对优化算法陷入
局部最优的问题,采用深度学习策略对不同的初始
值、最优控制序列和最优值进行学习,从而在搜索最
优的过程中尽可能找到全局最优解. 此外,目前团队
正开始搭建流体管道测控平台以及开发基于Lab-
VIEW的管控平台,为下一步实验验证做准备. 团队
长期的计划就是将抑制水锤的优化算法应用到实际

中去.
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附附附录录录 A,a, B, b的的的具具具体体体形形形式式式(Appendix Values of
A,a, B, b)

A =

[
0 A12

A21 0

]
∈ R2N×2N ,

A12 =
ρc2

S∆L



1−1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1−1

0 0 0 · · · 0−1


∈ RN×N ,

A21 =
S

ρ∆L



−1 0 0 · · · 0 0

1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · −1 0

0 0 0 · · · 1 −1


∈ RN×N ,

a = [0 · · · − ρc2

S∆L
0 · · · 0]T ∈ R2N ,

b = [0 · · · 0 S

ρ∆L
· · · 0]T ∈ R2N ,

B = − f

2DS

[
0 0

0 I

]
∈ R2N ,

其中I是N ×N的单位矩阵.
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