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摘要:针对一类控制方向未知的含有时变不确定参数和未知时变有界扰动的全状态约束非线性系统,本文提出
了一种基于障碍Lyapunov函数的反步自适应控制方法. 障碍Lyapunov函数保证了系统状态在运行过程中始终保持
在约束区间内; Nussbaum型函数的引入解决了系统控制方向未知的问题;光滑投影算法确保了不确定时变参数的
有界性. 障碍Lyapunov函数、Nussbaum型函数及光滑投影算法与反步自适应方法的有效结合首次解决了控制方向
未知的全状态约束非线性系统的跟踪控制问题.所设计的自适应鲁棒控制器能在满足状态约束的前提下确保闭环
系统的所有信号有界. 通过恰当地选取设计参数,系统的跟踪误差将收敛于0的任意小的邻域内.仿真结果表明了
控制方案的可行性.
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Abstract: To consider a class of full state-constrained nonlinear systems with completely unknown control coefficients,
uncertain time-varying parameters and disturbances, a Barrier Lyapunov function (BLF) based adaptive robust control
design method is proposed. BLFs are to ensure that the full state constraints be not violated, the unknown control direction is
resolved effectively by the Nussbaum gain function and the boundedness of uncertain time-varying parameters is guaranteed
by using the continuous projection algorithm. It is the first time that the BLF, Nussbaum gain function and continuous
projection algorithm effectively combine with backstepping adaptive control to solve the tracking control problem for full
state-constrained nonlinear system with unknown control direction. As shown as the control result, all the closed loop
signals are bounded and full state constraints are not violated. Moreover the system output tracking error will converge to
a bounded compact set of zero through select proper parameters. At last, The effectiveness of the proposed control scheme
is further verified with a numerical example.

Key words: barrier Lyapunov function; Nussbaum gain control; unknown control direction; full state constraints; adap-
tive control

Citation: WANG Chunxiao, WU Yuqiang. Robust adaptive tracking control for full state-constrained nonlinear systems
with unknown control direction. Control Theory & Applications, 2018, 35(2): 153 – 161

1 引引引言言言(Introduction)
实际系统由于需要考虑安全性或执行器的物理限

制、机械制造等方面原因使得控制系统中的约束是广

泛存在的,常见的约束有状态约束、输出约束及执行

器饱和等[1–4]. 如出于对汽车发动机的保护及驾乘人
员舒适性、安全性的考虑,会对汽车的加速度和速度
加以限制;平面移动机器人的工作空间是受限的,机
器人不能超限运动.如果在控制设计过程中不考虑这
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些约束条件,依然应用原来的基于无约束条件下的控
制设计方法,将造成系统性能的恶化、闭环系统不稳
定,甚至设备损坏影响财产及人身安全.
近年来,约束控制系统的分析与设计问题受到人

们的广泛关注,并取得了一些卓有成效的成果[5–13].
处理受约束系统的主要方法包括模型预测控制[5]、基

于不变集理论的控制器设计[6–7]、无模型映射学习控

制[8–9]和基于极值搜索方法的控制[10]等. 此外,受重
构Lyapunov函数思想的启发,障碍李雅普诺夫函数
(barrier Lyapunov function, BLF)与反步法的结合已
逐渐应用于含有状态和输出约束的非线性系统的控

制中[1, 12–20]. Ngo等针对含状态约束的Brunovsky标
准型系统,以约束区间为定义域构造Lyapunov函数,
完成反演设计[14]. 借鉴Ngo等人的思想,文献[15]首
次给出了BLF的定义,针对严格反馈非线性系统采用
基于BLF的反演设计方法,保证系统输出有界. 此外,
文献[16–17]分别讨论了含有部分状态约束及全状态
约束的严反馈非线性系统的控制问题.文献[1]针对全
状态约束的机器人系统,基于BLF设计了自适应神经
网络控制器,处理了系统的不确定性和扰动.
上述基于BLF的约束非线性系统的控制均要假定

控制系数已知或者至少控制方向已知. 控制变量前面
的控制增益的符号决定着系统的运动方向,所以称
之为控制方向,它在控制器设计中具有重要作用.
Nussbaum于1983年首次提出的著名Nussbaum增益技
术[21]成为解决未知控制方向问题的一种重要的工具,
并在自适应控制领域得到了快速发展[22–26]. 文献
[22]考虑了一类含有未知控制相关系数的严反馈时变
不确定非线性系统的自适应鲁棒控制问题.文献[23]
利用基于动态面的神经网络控制技术解决了控制方

向未知的含有输入饱和的严反馈非线性系统的跟踪

控制.文献[24]采用部分限幅的鲁棒自适应方法研究
了一类含有未知控制方向的非线性系统.这些研究推
动了控制方向未知的非线性系统的发展,然而,这些
文献均没有考虑系统状态受限的问题.当控制方向未
知与状态受限、未知扰动同时发生时,这给控制器的
设计提出了新的挑战.文献[25]在假定未知控制增益
及不确定参数都是常数的前提下,讨论了控制方向未
知的不确定全状态约束非线性系统的自适应控制设

计.对于更有挑战性的时变未知增益、时变不确定参
数以及时变未知扰动的情况并未涉及.
基于以上观察,本文采用自适应反演控制方法研

究了一类含有未知控制方向及未知扰动的不确定非

线性全状态约束系统,主要创新概括如下:
1) 传统的基于BLF的反演自适应方法不能解决

控制方向未知和状态受限的双重问题,本文通过引
入Nussbaum增益函数,采用新的反演技术设计出有效
的控制律,使得在满足状态约束的前提下闭环系统的
所有信号有界.

2) 所研究的系统含有时变不确定参数和完全未

知的非线性控制系数,我们将两者集结在一起构造新
的向量,利用光滑投影算法设计统一的自适应律保证
了不确定时变参数的有界性.

3) 对于时变扰动,只需要假设它有界,而在控制
器的设计中无需用到该界限,就可达到扰动衰减.

2 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识 (Problem description
and preliminaries)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑一类含有未知控制系数和不确定参数的严反

馈非线性系统
ẋi=gi(x̄i)xi+1+ θTi (t)ψi(x̄i) + dTi (t)ϕi(x̄i),

ẋn=gn(x̄n)u+ θTn (t)ψn(x̄n)+d
T
n(t)ϕn(x̄n),

y = x1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

(1)

其中: x̄i = (x1 · · · xi)
T ∈ Ri, u ∈ R, y ∈ R分别为

系统的状态向量、控制输入以及系统输出; gi(x̄i) ̸= 0

为有界的不确定非线性分段光滑函数,代表了系统的
未知控制方向;不确定时变参数向量θi(t) ∈ Ωi⊂Rm,
其中: Ωi是以原点为圆心, rΩi

为半径的闭球域; di(t)
∈ Rm为未知时变有界扰动向量, ψi, ϕi为已知的适当

维数的非线性函数.
本文的控制目标为:针对非线性系统(1),设计自

适应鲁棒控制律,使得: a)系统的输出跟踪误差收敛
于一个以原点为中心的小邻域内; b)闭环系统所有信
号有界; c)满足状态约束条件: |xi| < kci , kci为已知
的正常数(i = 1, · · · , n).
为达到控制目标,做如下假设:

假假假设设设 1 系统输出跟踪信号yd(t)连续n阶可微,
满足|y(i)d (t)| 6 Yi, Yi为正常数, i = 0, · · · , n.

假假假设设设 2 假设控制系数gi(x̄i), i = 1, · · · , n是时
变有界的, gi(x̄i) ̸= 0且控制系数符号未知.

注注注 1 gi(x̄i)代表了系统的控制方向,在已有文献中大

部分都假定控制相关系数gi(x̄i)已知且符号固定
[12, 15–17],或

者gi(x̄i)未知但至少控制方向已知
[13, 19]. 本文首次探讨了未

知时变控制相关系数的状态约束控制问题,当未知参数

θi(t)和未知控制相关系数gi(x̄i)均为未知常数,并且扰动消

失,即di(t) = 0,则系统(1)即为文献[25]中所讨论的严格反

馈系统.所以,模型(1)更具一般性.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
Nussbaum函数增益方法可用于处理不确定系统

的控制系数或虚拟控制系数符号未知的问题,为此,
首先给出Nussbaum函数的定义及相关引理.

定定定义义义 1[21] 如果连续函数N(ζ)满足

lim
r→∞

sup
1

r

w r

0
N(ζ)dζ = +∞, (2)

lim
r→∞

inf
1

r

w r

0
N(ζ)dζ = −∞, (3)
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则称之为Nussbaum型函数.

常见的Nussbaum型函数有 exp(ζ2) cos((π/2)ζ),
ζ2 cos ζ等,本文中,定义N(ζ) = ζ2 cos ζ .

引引引理理理 1[22] V (·)和ζ(·)为定义在[0, tf ]上的光滑

函数,且∀t ∈ [0, tf), V (t) > 0, N(·)为Nussbaum型偶
函数. 如果

V (t) 6 c0 + e−c1t
w t

0
(g(·)N(ζ)ζ̇ + ζ̇)ec1τdτ, (4)

式中: c1 > 0, c0为适当的常数, g(·)为有界的时变参
数,且g(·) ̸= 0,则V (t), ζ(t)以及

w t

0
g(·)N(ζ)ζ̇dτ在

[0, tf)上有界.

引引引理理理 2[27] 对于任意的|S1| < kb1
,有如下不等

式成立:

log(
k2b1

k2b1
− S2

1

) 6 S2
1

k2b1
− S2

1

. (5)

定定定义义义 2[28] 令θ ∈ Ω是未知时变参数向量, θ̂是θ
的估计量, Ω ⊂ Rp是一个半径为rω的已知闭球域.定
义投影算子如下:

Proj(y, θ̂) =

y, 如果p(θ̂) 6 0,

y, 如果p(θ̂)>0且
∂p

∂θ̂
y60,

y−
p(θ̂)

∂p

∂θ̂
y

∥ ∂p
∂θ̂

∥2
∂p

∂θ̂

T

, 其他,

(6)

式中: p(θ̂) = (θ̂Tθ̂ − r2Ω)/(ϵ
2 + 2ϵrΩ), ϵ是一个任意

的正实数. 从式(6)可看出,如果θ̂(0) ∈ Ω,则有如下
性质成立:

1) ∥θ̂(t)∥ 6 rΩ + ϵ,∀t > 0;

2) ∥Proj(y, θ̂)∥ 6 ∥y∥;

3) θ̃TProj(y, θ̂) > θ̃Ty,其中θ̃ = θ − θ̂.

3 自自自适适适应应应鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计 (Adaptive robust
controller design)
为了方便表示,在不引起歧义的前提下,本文将省

略时间t. 设计过程由n步组成,为了完成鲁棒控制器
的设计,首先做如下坐标变换:

S1 = x1 − yd, (7)

Si = xi − αi−1, i = 2, · · · , n, (8)

其中: yd为系统的输出跟踪信号, S1为系统跟踪误差,
Si(i = 2, · · · , n)称为虚拟状态跟踪误差, αi−1为虚

拟控制函数. 所有的虚拟控制函数αi−1要求有界:
|αi−1| 6 ᾱi−1,0, ᾱi−1,0为正常数并且要求满足kci >

ᾱi−1,0,具体的设计过程将在第3节的第i步中给出详
细的说明.

为了保证系统的状态约束,定义如下对数形式的
障碍Lyapunov函数:

Vi =
1

2
log(

k2bi

k2bi
− S2

i

), |Si(0)| < kbi
, (9)

其中: Si ∈ Ωs := {Si∈R, |Si|<kbi
, ∀t>0}, kb1

=

kc1 − Y0 > 0, kbi
= kci − ᾱi−1,0 > 0, i = 2, · · · , n.

为了方便讨论,构造新的未知参量:

θa,1 = θ1, θa,i = [gi−1 θTi ]
T, i = 2, · · · , n.

θ̂a,1是θa,1的参数估计,根据投影算子(6)的定义,给出
未知参量θa,i的自适应律:

˙̂
θa,i = γProj(

Siψa,i

k2bi
− S2

i

, θ̂a,i), (10)

其中: γ > 0为设计参数, ψa,i为已知的向量函数. 定
义

θ̃a,i = θa,i − θ̂a,i, da,i = [dT1 · · · dTn ]T,

db,i = dTa,ida,i +
i∑

j=1

θ̃Ta,j θ̃a,j,

i = 1, · · · , n.

Step 1 首先考虑系统 (1)的第 1个子系统,依式
(7)–(8),对S1求导,得

Ṡ1 = ẋ1 − ẏd =

g1(x1)(S2 + α1)+ θT1 ψ1(x1)+ dT1 ϕ1(x1)− ẏd.

(11)

引入障碍Lyapunov函数V1 =
1

2
log(

k2b1

k2b1
− S2

1

)并求

导数:

V̇1 =
S1

k2b1
− S2

1

(g1(S2 + α1) + θT1 ψ1(x1) +

dT1 ϕ1(x1)− ẏd). (12)

因为控制方向未知,引入Nussbaum型函数构造虚拟
控制α1:

α1 = N(ζ1)η1, (13)

η1 =
K1S1

2
+θ̂Ta,1ψa,1−ẏd +

S1

2(k2b1
− S2

1)
+ϖ1,

ϖ1 =
kS1

4(k2b1
− S2

1)
(ψT

a,1ψa,1 + ϕT
a,1ϕa,1),

ζ̇1 =
S1η1

k2b1
− S2

1

, (14)

其中: ψa,1 = ψ1, ϕa,1 = ϕ1. 将式(13)代入式(12),并
在式(12)的右边分别加、减ζ̇1,整理得

V̇1 =
g1S1S2

k2b1
− S2

1

+ g1N(ζ1)ζ̇1+
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ζ̇1+
S1

k2b1
− S2

1

θ̃Ta,1ψa,1 +
S1

k2b1
− S2

1

dTa,1ϕa,1 −

K1S
2
1

2(k2b1
− S2

1)
− S2

1

2(k2b1
− S2

1)
2
−

kS2
1

4(k2b1
− S2

1)
2
(ψT

a,1ψa,1 + ϕT
a,1ϕa,1). (15)

利用Young’s不等式,有如下不等式成立:

g1S1S2

k2b1
− S2

1

6 S2
1

2(k2b1
− S2

1)
2
+
g21S

2
2

2
, (16)

S1

k2b1
− S2

1

θ̃Ta,1ψa,1 −
kS2

1

4(k2b1
− S2

1)
2
ψT

a,1ψa,1 6

θ̃Ta,1θ̃a,1

k
, (17)

S1

k2b1
− S2

1

dTa,1ϕa,1 −
kS2

1

4(k2b1
− S2

1)
2
ϕT
a,1ϕa,16

dTa,1da,1

k
. (18)

将不等式(16)–(18)代入到式(15)中,由引理2可得如下
结果:

V̇1 6−K1V1 +(g1N(ζ1)+ 1)ζ̇1+
g21S

2
2

2
+
db,1
k
.

(19)

对式(19)两端同乘以eK1t,在[0, t]上积分,得

V1(t)6

e−K1tV1(0)+e−K1t
w t

0
(g1N(ζ1)+1)ζ̇1e

K1τdτ +

w t

0

db,1
k

e−K1(t−τ)dτ +
w t

0

g21S
2
2

2
e−K1(t−τ)dτ.

(20)

由于在自适应律(10)中使用了投影算法,保证了参
数估计量 θ̂a,1(t)有界,因此 θ̃a,1(t)有界;另一方面,
扰动项 da,1也是有界的,从而 db,1有界. 所以积分项w t

0

db,1
k

e−K1(t−τ)dτ有界. 于是,只要式 (20)最后一项
w t

0

g21S
2
2

2
e−K1(t−τ)dτ有界,由引理 1即可得出V1(t),

ζ1(t)以及
w t

0
g1(·)N(ζ1)ζ̇1dτ在 [0, t)上均有界,从而

S1(t)有界. 所以问题归结为需保证S2有界,而S2的有

界性将在Step 2中讨论.

Step i(2 6 i 6 n− 1) 考虑第i个子系统:

Ṡi = ẋi − α̇i−1 =

gi(Si+1 + αi) + θTi ψi + dTi ϕi − α̇i−1, (21)

其中:

α̇i−1 =
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

(gjxj+1 + θTj ψj+d
T
j ϕj)−βi−1,

(22)

βi−1 =−
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂θ̂a,j

˙̂
θa,j −

i−1∑
j=0

∂αi−1

∂y
(j)
d

y
(j+1)
d −

∂αi−1

∂ζi−1

ζ̇i−1. (23)

引入障碍Lyapunov函数Vi并求导数,则

V̇i=
Si

k2bi
− S2

i

[gi(Si+1 + αi) + θTi ψi + dTi ϕi −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

(gjxj+1+θ
T
j ψj+d

T
j ϕj)+βi−1]. (24)

为了更方便的估计未知参量,定义如下新的向量(i =

2, · · · , n):

ϕa,i = [−∂αi−1

∂x1

ϕT
1 · · · − ∂αi−1

∂xi−1

ϕT
i−1 ϕ

T
i ]

T,

ψa,i = [−∂αi−1

∂xi−1

xi ψ
T
i ]

T,

ψj,i = [−∂αi−1

∂xj−1

xj − ∂αi−1

∂xj

ψT
j ]

T, 2 6 j 6 i−1,

ψ1,i =−∂αi−1

∂x1

ψ1.

借助于这些新的向量,式(24)可表示为

V̇i=
giSiSi+1

k2bi
− S2

i

+
giSiαi

k2bi
− S2

i

+
Sid

T
a,iϕa,i

k2bi
− S2

i

+

Siθ
T
a,iψa,i

k2bi
− S2

i

+
Si

k2bi
− S2

i

i−1∑
j=1

θTa,jψj,i +

Siβi−1

k2bi
− S2

i

. (25)

于是,可以定义虚拟控制律如下:

αi = N(ζi)ηi, (26)

ηi =
KiSi

2
+θ̂Ta,iψa,i +

i−1∑
j=1

θ̂Ta,jψj,i + βi−1 +

Si

2(k2bi
− S2

i )
+ϖi,

ϖi=
kSi

4(k2bi
− S2

i )
(ψT

a,iψa,i + ϕT
a,iϕa,i+

i−1∑
j=1

ψT
j,iψj,i),

ζ̇i =
Siηi

k2bi
− S2

i

. (27)

将虚拟控制律αi代入式(25)中,并在等式(25)右边分
别加、减ζ̇i,得

V̇i=

giSiSi+1

k2bi
− S2

i

+ giN(ζi)ζ̇i + ζ̇i −
KiS

2
i

2(k2bi
− S2

i )
+

Si

k2bi
− S2

i

(θ̃Ta,iψa,i +
i−1∑
j=1

θ̃Ta,jψj,i + dTa,iϕa,i)−

kS2
i

4(k2bi
− S2

i )
2
(ψT

a,iψa,i +
i−1∑
j=1

ψT
j,iψj,i +
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ϕT
a,iϕa,i)−

S2
i

2(k2bi
− S2

i )
2
. (28)

和Step 1一样,利用Young’s不等式,式(28)可转化为

V̇i 6
giS

2
i+1

2
+ giN(ζi)ζ̇i + ζ̇i −

KiS
2
i

2(k2bi
− S2

i )
+
db,i
k
. (29)

由引理2,上述不等式可进一步表示为

V̇i6−KiVi+giN(ζi)ζ̇i+ζ̇i+
giS

2
i+1

2
+
db,i
k
. (30)

可以看出,式(30)和式(19)有相同的结构,所以,采用
和式(19)相同的处理方法,问题转化为只要Si+1有界

就可以保证Vi(t), ζi(t)以及
w t

0
gi(·)N(ζi)ζ̇idτ在[0, t)

上均有界,从而Si(t)有界.

Stepn 考虑变换后的第n个子系统:

Ṡn = ẋn − α̇n−1 =

gnu+ θTnψn+ dTnϕn− α̇n−1, (31)

其中:

α̇n−1=
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

(gjxj+1+θ
T
j ψj+d

T
j ϕj)−βn−1,

(32)

βn−1 = −
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂θ̂a,j

˙̂
θa,j −

n−1∑
j=0

∂αn−1

∂y
(j)
d

y
(j+1)
d −

∂αn−1

∂ζn−1

ζ̇n−1. (33)

引入障碍Lyapunov函数Vn,并求导数,得

V̇n=
Sn

k2bn − S2
n

[gnu+ θTnψn+ dTnϕn+βn−1 −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj

(gjxj+1 + θTj ψj + dTj ϕj)]. (34)

利用新的向量da,n, ϕa,n, θa,n, ψa,n以及ψj,n,式(34)可
进一步表示为

V̇n=

gnSnu

k2bn
− S2

n

+
Snd

T
a,nϕa,n

k2bn
− S2

n

+
Snθ

T
a,nψa,n

k2b,n − S2
n

+

Sn

k2b,n − S2
n

n−1∑
j=1

θTa,jψj,n +
Snβn−1

k2b,n − S2
n

. (35)

采用和前面n− 1步类似的方法,可以设计如下形式
的鲁棒控制律:

u = N(ζn)ηn, (36)

ηn =
KnSn

2
+θ̂Ta,nψa,n+

n−1∑
j=1

θ̂Ta,jψj,n+βn−1+ϖn,

ϖn =
kSn

4(k2b,n− S2
n)
(ψT

a,nψa,n + ϕT
a,nϕa,n +

n−1∑
j=1

ψT
j,nψj,n),

ζ̇n =
Snηn

k2b,n − S2
n

. (37)

将控制律u代入式(35),在等式(35)右边分别加减ζ̇n,
再次利用Young’s不等式及引理2,可得

V̇n6
KnS

2
n

2(k2b,n − S2
n)

+gnN(ζn)ζ̇n + ζ̇n +
db,n
k

6

−KnVn + gnN(ζn)ζ̇n + ζ̇n +
db,n
k
. (38)

式(38)两端同乘以eKnt,并在[0, t]上求积分,则

Vn(t) 6

e−KntVn(0)+
w t

0

db,n
k

e−Kn(t−τ)dτ +w t

0
(gnN(ζn)+1)ζ̇ne

−Kn(t−τ)dτ. (39)

自适应律中的投影算法保证了参数估计向量θ̂a,i(t)

(i = 1, · · · , n)有界,因此 θ̃a,i(t)有界;另外,扰动
项 da,i也是有界的,从而db,n有界,所以可得出积分

项
w t

0

db,n
k

e−Kn(t−τ)dτ有界. 根据引理 1可知, Vn(t),

ζn(t)以及
w t

0
gn(τ)N(ζn)ζ̇ndτ在[0, t)上均有界,从而

Sn(t)有界,且|Sn| < kb,n.

因为Sn有界,所以
w t

0
g2n−1S

2
ne

−Kn−1(t−τ)dτ有界,

由 引 理 1, Vn−1(t),
w t

0
gn−1(τ)N(ζn−1)ζ̇n−1dτ及

ζn−1(t)在[0, t)上均有界,从而Sn−1有界. 以此类推,
重复利用引理 1 n− 1次,可得 Vi(t), ζi(t)以及w t

0
gi(·)N(ζi)ζ̇idτ在 [0, t)上对于 i = 1, · · · , n均有

界,从而Si(i = 1, · · · , n)有界,且|Si|<kbi
. 由式(13)

(26)和(36),可以得到虚拟控制律αi以及实际控制

律u均有界.

基于上述设计过程,可得如下定理.

定定定理理理 1 对于带有完全未知有界控制系数gi(·),
时变不确定参数θi(t) ∈ Ωi和未知有界扰动di(t)的严

反馈非线性系统(1),如果满足假设条件1–2,并且满足
初值条件θi(0) ∈ Ωi, |xi(0)| < kci . 应用上述设计过
程,通过选取恰当的参数γ > 0, Ki > 0, k > 0,则由
系统 (1)、未知参数自适应律 (10)、虚拟控制律 (13)
(26)以及实际控制律(36)构成的闭环系统具有如下性
能:

1) 闭环系统的所有信号有界;

2) 状态始终满足约束条件: |xi(t)| < kci , ∀t>0;

3) 系统输出跟踪误差收敛于 0的邻域内: |S1|
6 kb1

√
1− e−2C1 .
证证证 1) 在Steps 1–n的设计过程中已经证明了

闭环系统的所有信号均有界;
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2) 由S1 = x1 − yd, |yd| 6 Y0,知

|x1| 6 |S1|+ |yd| < kb1
+ Y0.

所以,只要令kb1
= kc,1 − Y0就有|x1| < kc,1成立. 由

式(13)知, α1是关于S1, x1, ẏd和θ̂a,1的函数. 而|S1| <
kb1

, |x1| < kc,1, |ẏd| 6 Y1, |θ̂a,1| 6 rΩ1
,所以α1有界.

即存在常数ᾱ1,0 > 0,使得|α1| 6 ᾱ1,0. 选取适当的参
数γ > 0, K1 > 0, k > 0使得ᾱ1,0 + kb2

< kc2 . 于是,

|x2| 6 |S2|+ |α1| < kb2
+ ᾱ1,0 < kc2

成立. 类似地,可以证明|xi| < kci , i = 1, · · · , n成
立. 即所有的状态均满足约束条件.

3) 由式(20),

V1(t)6

e−K1tV1(0)+e−K1t
w t

0
(g1N(ζ1)+1)ζ̇1e

K1τdτ +

w t

0

db,1
k

e−K1(t−τ)dτ +
w t

0

g21S
2
2

2
e−K1(t−τ)dτ.

而由前面的讨论知,上式中的积分项均有界. 不妨设

e−K1t
w t

0
(g1N(ζ1) + 1)ζ̇1e

K1τdτ +

w t

0

db,1
k

e−K1(t−τ)dτ +
w t

0

g21S
2
2

2
e−K1(t−τ)dτ 6 C1,

则有

V1(t) 6 e−K1tV1(0) + C1, (40)

进而

log
k2b1

k2b1
− S2

1

6 2e−K1tV1(0) + 2C1. (41)

所以,

|S1| 6 kb1

√
1− e−2V1(0)e−K1t−2C1 . (42)

当t→ ∞时,有|S1| 6 kb1

√
1− e−2C1 ,显然,通过选

取适当的参数,系统输出跟踪误差S1可以任意小.

证毕.

4 算算算例例例与与与仿仿仿真真真(Example and simulation)
本节利用两个例子来验证本文所提出的自适应鲁

棒控制算法的有效性.

例例例 1 考虑如下二阶非线性系统[23]:
ẋ1=g1(x1)x2+ θT1 (t)x1 + d1(t),

ẋ2=g2(x̄2)u+ θT2 (t)x1x
2
2 + d2(t),

y = x1,

(43)

其中: g1(x1) = 1+0.1x2
1, g2(x̄2) = 0.5+cos(x1x

2
2);

θ1(t), θ2(t)为不确定参数; d1(t) = 0.05 sin t, d2(t)
= 0.1 sin t代表了时变的扰动向量. 显然,系统(43)中,
ϕ1 = ϕ2 = 1, ψ1 = x1, ψ2 = x1x

2
2. 本例的控制目标

为设计鲁棒自适应控制律,使得: 1)闭环系统的所有
信号有界; 2)系统状态满足约束条件: |x1| < kc,1

= 1.5, |x2| < kc2 = 3; 3) 系统输出跟踪误差收敛于0
的小邻域内,其中跟踪目标函数yd(t) = 0.5 sin t−
0.5 cos(2t).

根据第 3节所给出的设计过程,引入障碍Lyapu-

nov函数V1 =
1

2
log

k2b1

k2b1
− S2

1

,其中

kb1
= kc,1 − Y0 = 0.5.

设计虚拟控制律:

α1 = N(ζ1)η1, (44)

η1 =
K1S1

2
+θ̂T1 ψ1−ẏd +

S1

2(k2b1
− S2

1)
+ϖ1,

ϖ1 =
kS1

4(k2b1
− S2

1)
(ψ2

1 + ϕ2
1),

ζ̇1 =
S1η1

k2b1
− S2

1

, (45)

其中θ̂1是未知参数θ1的估计量,并利用投影算子设计
其自适应律:

˙̂
θ1 = γProj(

S1ψa,1

k2b1
− S2

1

, θ̂1). (46)

为了仿真需要,设初值x1(0) = −0.1, x2(0) = −0.5,
θ1(0) = 0.5, θ2(0) = 1;选取适当的参数K1 = K2

= 10, k = 0.1, γ = 0.5, ϵ = 0.01, rΩ1
= rΩ2

= 2.
利用MATLAB可得到ᾱ1,0=2.277,从而kb2

=0.723.
定义障碍Lyapunov函数,

V2 =
1

2
log

k2b2

k2b2
− S2

2

,

设计自适应鲁棒控制律如下:

u = N(ζ2)η2, (47)

η2 =
K2S2

2
+θ̂Ta,2ψa,2 + θ̂T1 ψ1,2 + β1 +ϖ2,

β1 = −∂α1

∂θ̂1

˙̂
θ1 −

1∑
j=0

∂α1

∂y
(j)
d

y
(j+1)
d − ∂α1

∂ζ1
ζ̇1,

ϖ2 =
kS2

4(k2b2
− S2

2)
(ψT

a,2ψa,2 + ϕT
a,2ϕa,2 + ψT

1,2ψ1,2),

ζ̇2 =
S2η2

k2b2
− S2

2

, (48)

其中: ϕa,2=[−∂α1

∂x1

ϕ1 ϕ2]
T, ψa,2=[−∂α1

∂x1

x2 ψ2]
T,

θa,2=[g1 θ2]
T, ψ1,2=−∂α1

∂x1

ψ1. θ̂a,2是θa,2的估计量;

同样利用投影算子设计其自适应律来保证未知参量

的有界性,

˙̂
θa,2 = γProj(

S2ψa,2

k2b2
− S2

2

, θ̂a,2). (49)

至此,原系统(43)、虚拟控制律和实际控制律(44)(47)
以及参数自适应律(46)(49)共同构成了闭环系统,仿
真结果如图1–6所示.
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图 1 系统的实际输出y及跟踪目标yd

Fig. 1 System actual output y and tracking objective yd

图 2 系统的状态轨迹x2

Fig. 2 The trajectory of state x2

图 3 系统的输出跟踪误差S1

Fig. 3 The trajectory of output tracking error S1

图 4 系统的控制输入轨迹u

Fig. 4 The trajectory of control input u

图 5 自适应参数θ̂1, θ̂2的相位图

Fig. 5 Phase portrait of θ̂1 and θ̂2

图 6 Nussbaum增益N(ζ)及其变量ζ(t)

Fig. 6 Nussbaum gain N(ζ) and it’s argument ζ(t)

图示仿真结果表明: 所设计的自适应鲁棒控制器
能够在保证不破坏状态约束的前提下实现系统的鲁

棒跟踪控制,且闭环系统中的所有信号都是有界的.

例例例 2 本例通过对倒立摆的控制来验证本文的控

制方案.倒立摆系统的状态方程如下:

ẋ1 = x2,

ẋ2=
g sinx1−

amlx2
2 sin(2x1)

2
−a cosx1u

4l

3
− aml cos2 x1

,

y = x1,

(50)

其中: x1, x2为状态向量,分别表示倒立摆与垂直方向
的夹角及角速度; u是控制输入,代表对小车的作用
力, m是倒立摆的质量, M是小车的质量, 2l是倒立摆

的长度, a =
l

m+M
.

本例的控制目标为设计控制律使得倒立摆与垂直

方向的夹角稳定在π/4附近,即跟踪目标yd = π/4. 同
时在运行过程中始终满足状态约束条件: |x1| < π/2,
|x2| < π/2.
在仿真中取 g = 9.8 m/s2, m = 0.21 kg, M =
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0.45 kg, 2l = 0.65 m, K1 = K2 = 10,仿真结果见图
7–9.

图 7 系统的状态轨迹x1, x2

Fig. 7 The trajectory of states x1 and x2

图 8 系统的控制输入轨迹u

Fig. 8 The trajectory of control input u

图 9 Nussbaum增益N(ζ)及其变量ζ(t)

Fig. 9 Nussbaum gain N(ζ) and it’s argument ζ(t)

从仿真结果可以看出,倒立摆角度最终稳定在π/4
附近,并且在运行过程中满足状态约束条件: |x1| <
π/2, |x2| < π/2,即倒立摆角度及角加速度均小于
π/2.

5 结结结论论论(Conclusions)
针对带有完全未知的时变控制系数和扰动的一类

不确定全状态约束非线性系统(1),本文设计了一种新
的基于BLF, Nussbaum增益技术以及投影算法的反演
自适应鲁棒非线性控制方案.通过构造BLF保证了系
统在运行过程中状态始终满足约束条件;光滑投影算
法确保时变参数的自适应估计有界; Nussbaum增益技
术解决了控制方向未知的问题.应用Lyapunov函数和
相关的引理,在理论上证明了所提出的自适应鲁棒控
制律通过恰当地选取设计参数,可在满足状态约束条
件的前提下使系统的输出跟踪误差收敛于0的任意小
的邻域内,同时保证最终的闭环系统所有信号有界.
最后,仿真结果说明了所提出的自适应鲁棒控制方案
的有效性.

参参参考考考文文文献献献(References):

[1] HE W, CHEN Y, YIN Z. Adaptive neural network control of an un-
certain robot with full-state constraints [J]. IEEE Transactions on Cy-
bernetics, 2015, 46(3): 620 – 629.

[2] YAN F, WANG J. Fuel-assisted in-cylinder oxygen fraction transient
trajectory shaping control for diesel engine combustion mode switch-
ing [C] //American Control Conference. San Francisco: IEEE, 2011:
1573 – 1578.

[3] ZHANG Z C, WU Y Q, HUANG J M. Differential-flatness-based
finite-time anti-swing control of underactuated crane systems [J].
Nonlinear Dynamics, 2017, 87(3): 1749 – 1761.

[4] WU Yuqiang, ZHU Chenglong. Energy control for parallel-type dou-
ble inverted pendulums with restricted cart rail length [J]. Control
Theory & Applications, 2015, 32(9): 1254 – 1260.
(武玉强,朱成龙.车轨长度受限的并行双摆能量控制 [J].控制理论
与应用, 2015, 32(9): 1254 – 1260.)

[5] MAYNE D Q, RAWLINGS J B, RAO C V. Constrained model pre-
dictive control: Stability and optimality [J]. Automatica, 2000, 36(6):
789 – 814.

[6] LIU D, MICHEL A N. Dynamical Systems with Saturation Nonlin-
earities [M]. London: Springer, 1993.

[7] HU T, LIN Z. Control Systems with Actuator Saturation: Analysis
and Design [M]. Boston: Birkhäuser, 2001.
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