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摘要:针对一般非线性时变系统的有限时间稳定性分析问题,考虑到系统初始时刻在有限时间区间内的变化,本
文分别提出了一般非线性时变系统的一致有限时间稳定性,一致收缩稳定性和固定调节时间一致收缩稳定性定义.
针对一类线性时变系统,基于计算系统的所有轨线的包线的思想,本文分别给出了判定该类系统的收缩稳定性、固
定调节时间收缩稳定性、一致有限时间稳定性、一致收缩稳定性、固定调节时间一致收缩稳定性的充分必要条件,
同时给出了判定该类系统一致收缩稳定性及固定调节时间一致收缩稳定性的3个充分条件.进一步,本文将所得定
理结果推广到了周期线性时变系统,所得结论为判定周期线性时变系统关于任意初始时刻的一致有限时间稳定性,
一致收缩稳定性及固定调节时间一致收缩稳定性提供了理论依据. 最后,以4个数值算例和两航天器相对运动过程
为例验证了本文结果的正确性.
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Abstract: Considering the problem of the finite time stability analysis of the general nonlinear time-varying system
with its initial time varying in a finite interval of time, the paper proposes the concepts of uniform finite time stability,
uniform contractive stability and uniform contractive stability with fixed settling time, respectively. For a class of linear
time-varying (LTV) systems, by computing the envelope of all of its trajectories, the corresponding sufficient and necessary
decision theorems for its contractive stability, contractive stability with fixed settling time, uniform finite time stability,
uniform contractive stability and uniform contractive stability with fixed settling time are derived respectively. Moreover,
three sufficient decision theorems for the uniform contractive stability and uniform contractive stability with fixed settling
time of the LTV systems are also proposed. Further, the obtained theorems are generalized to the periodic LTV system, and
the generalized results provide theoretical basis for deciding the uniform finite time stability, uniform contractive stability
and uniform contractive stability with fixed settling time of the periodic LTV system with respect to arbitrary initial time.
Finally, four numerical examples and an example about relative motion process of two spacecraft are given to verify the
correctness of the obtained results.
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1 引引引言言言(Introduction)
在以往的系统稳定性理论研究中, Lyapunov稳定

性理论占据了主导地位. 众所周知, Lyapunov稳定性

关注系统在无穷时间区间上的动态行为.然而,实际
应用中不少系统是工作在有限时间区间上的,如导弹
飞行全程、卫星变轨过程、两航天器交会对接过程[1]
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等. 对于这类系统,通常要求其在有限的工作时间区
间内满足正常工作所需的性能指标即可.这时系统不
一定是Lyapunov稳定的,而有限时间稳定性(finite
time stability, FTS)的概念,即要求系统从设定界限α
出发的状态在有限时间内不超过设定界限β(> α),刚
好能刻画在有限时间区间内工作的系统对于稳定性

的要求条件.
Kamenkov在1953年首次提出了有限时间稳定性

概念[2],经过其后60多年的发展,有限时间稳定性研
究已取得了大量结果[3–9],如文献[7–8]研究了正切换
系统的有限时间稳定性,文献[9]研究了变体飞行器姿
态控制系统的有限时间稳定性. 注意到现有文献[10]
中还有另一种有限时间稳定性定义,文献[10]提出的
有限时间稳定性定义要求系统是Lyapunov稳定的,而
在本文讨论的FTS定义中则没有这一要求.

针对线性系统的有限时间稳定性分析问题,目前
文献研究中主要采用了3种方法: 1)计算系统的所有
轨线的包线的方法[11]; 2)求解特定的微分线性矩阵不
等式(differential linear matrix inequality, DLMI)法[12];
3)构造特定要求的V型函数方法[6]. 其中,基于计算
系统的轨线包线的方法给出的是充要条件且便于直

接计算,基于求解特定DLMI方法给出的是充分条件
且可以利用数值方法求解,而构造特定V型函数方法
给出的是充分条件且存在构造相应的V型函数的困

难.针对非线性系统的有限时间稳定性分析问题,目
前文献中主要采用构造特定要求的V 型函数的方

法[3–5, 13],最终给出的是充分不必要条件.该方法的问
题在于所要求的V型函数构造困难,难以计算且具有
一定的保守性. 还有不少文献[14–16]研究了含有时
滞的系统的有限时间稳定性分析问题.针对含有时滞
的线性系统,主要研究方法是采样构造类Lyapunov函
数方法[14, 16]或者时滞依赖Lyapunov-Krasovskii泛函
的方法[15],最终给出的都是充分条件,因而具有不同
程度的保守性. 而针对含有时滞的非线性系统,主要
研究方法是利用相关的不等式直接估计系统的解的

方法[14],最终推导给出的也是充分条件,且保守性的
大小直接依赖具体的推导过程. 还有一些文献研究了
随机系统[6, 13]、含有不确定性的系统[14]、含有脉冲的

系统[17]、分数阶系统[18]等的有限时间稳定性分析问

题.
实际应用中,通常希望系统在有限的工作时间内

不仅是有限时间稳定,而且要求具有类似渐近稳定的
性能,而收缩稳定性(contractive stability, CS)[3, 19–20]

概念(或称有限时间收缩稳定性)正好可以准确地刻画
这种性能要求,即在有限时间稳定的基础上进一步要
求从设定界限α出发的状态在有限时间内的某一时刻

开始不再超过设定界限γ(< α). 因此,可用收缩稳定
性的概念来刻画系统时域轨线在有限时间区间内的

渐近行为.

关于一般非线性系统的收缩稳定性分析目前仅有

少量研究结果[3, 19–20],且一般都采用构造特定要求的
V型函数[3, 19]或Lyapunov型函数[20]方法给出相应的

充分条件.这些充分条件中要求的V型函数或Lyapu-
nov型函数都存在难以构造的困难,不便于计算且都
具有一定的保守性.
关于一般非线性系统的有限时间稳定性及收缩稳

定性研究中,只有少数文献[4–6]提及了一致有限时间
稳定性分析问题.这些文献给出的一致有限时间稳定
性定义均要求对于整个工作时间范围[t0, t0 + T )内的

任意时刻τ ∈ [t0, t0 +T ),系统在[τ, t0 +T )上有限时

间稳定. 因此当τ → t0 + T时,系统启动至终止的工
作持续时间长度t0 + T − τ → 0,这是不符合实际的.
而在实际应用中,系统工作启动的初始时刻t0难免存
在偏差[21],故在实际应用中的合理要求便是允许t0在
一定的时间区间T0内变化,这就自然产生了研究系统
的有限时间稳定性或收缩稳定性关于区间T0上的所

有初始时刻t0一致的问题.因此,如何合理地刻画系统
的一致有限时间稳定性和一致收缩稳定性便成了本

文研究的出发点.
尽管上述关于系统的有限时间稳定性分析的研究

已经取得了不少结果,但如何更合理地刻画系统的有
限时间稳定性关于初始时刻t0的一致性,如何更简便
地分析系统的有限时间稳定性仍然是需要继续研究

的问题.相比于上述研究文献,本文的贡献主要体现
在3方面:

1) 针对一般非线性时变系统的有限时间稳定性
关于在有限区间T0内变化的初始时刻t0的一致问题,
提出了一致有限时间稳定性,一致收缩稳定性以及固
定调节时间一致收缩稳定性概念. 与已有定义[4–6]的

不同之处在于本文定义中系统的整个工作持续时间

长度T保持不变.
2) 针对一类线性时变(linear time-varying, LTV)

系统,基于计算系统的轨线包线的思想[11, 22],给出了
其收缩稳定,固定调节时间收缩稳定,一致有限时间
稳定,一致收缩稳定及固定调节时间一致收缩稳定的
充分必要条件,以及一致收缩稳定和固定调节时间一
致收缩稳定的充分条件.其中判定该类系统收缩稳定
性和固定调节时间收缩稳定性的充分必要条件便于

直接数值计算,且比已有方法[19–20]的保守性小,克服
了基于V 型函数判定方法[3, 5]要求构造特定V型函数

的困难.
3) 将针对LTV系统的定理结果推广到了周期LTV

系统,所得结论为判定周期LTV系统关于任意初始时
刻的一致有限时间稳定性,一致收缩稳定性及固定调
节时间一致收缩稳定性提供了理论依据.
本文后续内容安排如下: 第2节给出了相关预备知

识,包括相关知识及符号说明,并提出了针对一般非
线性时变系统的一致有限时间稳定性,一致收缩稳定
性和固定调节时间一致收缩稳定性概念,同时给出了
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本文研究的问题描述,以及用到的相关引理;第3节给
出了线性时变系统的一致有限时间稳定性, (一致)收
缩稳定性及固定调节时间(一致)收缩稳定的判定定
理;第4节给出了5个算例,检验了本文结果的正确性;
第5节给出了本文结论.
本文用到的一些符号: R表示全体实数集合; Rn表

示n维实向量集合; In代表n阶单位矩阵; AT代表矩阵

A的转置; λmax(A)表示矩阵A的最大特征值; A > 0

表示矩阵A是正定矩阵; ∀表示任意.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminary results)
2.1 相相相关关关知知知识识识(Related knowledge)
实矩阵的两个性质:
1) 设A =AT> 0,则存在矩阵B =BT> 0,使得

A = B2;

2) 设A = AT,则A的Rayleigh商R(x) =
xTAx

xTx
,

x ∈ Rn, x ̸= 0具有性质: max
x̸=0

R(x) = λmax(A).

2.2 有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定性性性概概概念念念(Concepts about finite ti-
me stability)
对于如下式(1)形式的一般非线性系统:

ẋ(t) = f(t,x(t)), (1)

其中: 系统状态变量x(t) = [x1 · · · xn]
T ∈ Rn,向量

场f : Rn ×J → Rn. 设f(t,x)在某个区域G ⊆ Rn

×J内可测,且对于任意有界闭域D ⊆G,存在一个可
积函数M(t),使得∥f(t,x)∥6M(t)在D内几乎处处

成立[5].

针对非线性系统(1),下面将提出一致有限时间稳
定性、一致收缩稳定性及固定调节时间一致收缩稳定

性的定义.现有文献中已经给出了系统(1)的有限时间
稳定性(finite time stable, FTS)、收缩稳定性(contrac-
tively stable, CS)及固定调节时间收缩稳定性(contrac-
tively stable with fixed settling time, CSWFS)这3个概
念,为了内容的完整性,这里再次列出.

定定定义义义 1 在有限工作时间区间[t0, t0 + T ]上,其
中: t0, T > 0分别称为工作初始(启动)时刻和工作持
续时间长度,加权矩阵Γ = ΓT > 0, Λ =ΛT > 0,称
系统(1)相对于给定的参数分别是:

有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定(FTS)[3–5, 12, 19–20]: 即如果对于给
定的参数(λ,A, Γ, Λ, T, t0), 0 < λ < A ,对于工作初
始时刻t0,可由xT

0 Γx0 6 λ得出xT(t)Λx(t) < A,对
∀t ∈ [t0, t0 + T ]成立.

收收收缩缩缩稳稳稳定定定(CS)[3, 19–20]: 即若对于给定参数(λ,A,

ϵ, Γ, Λ, T, t0), 0 < ϵ < λ <A,对于工作初始时刻t0,
存在Ts = Ts(t0, A, ϵ)满足Ts < T ,且可由xT

0 Γx0 6
λ得出xT(t)Λx(t) <A,对于∀t∈ [t0, t0 +T ]成立;且
xT(t)Λx(t) < ϵ,对于∀t ∈ (t0 + Ts, t0 + T ]成立.

固固固定定定调调调节节节时时时间间间收收收缩缩缩稳稳稳定定定(CSWFS)[19–20]: 即如果

对于给定的参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, t0, τs), 0< ϵ< λ <

A,对工作初始时刻t0, τs ∈ [0, T )为指定的固定调节

时间,由xT
0 Γx0 6 λ可得xT(t)Λx(t) <A,对于∀t ∈

[t0, t0 + T ]成立;且xT(t)Λx(t) < ϵ,对∀t ∈ (t0 + τs,

t0 + T ]成立.

有有有限限限时时时间间间不不不稳稳稳定定定(FTUS)[3, 5]: 即如果不满足有限
时间稳定性定义的条件.

注注注 1 相比收缩稳定性,固定调节时间收缩稳定性直接

指定了一个调节时间τs.

图1为有限时间稳定性和收缩稳定性的示意图.

(a) 有限时间稳定性

(b) 收缩稳定性

图 1 有限时间稳定性与收缩稳定性示意图

Fig. 1 Sketch map of FTS and CS

为研究初始时刻t0在有限时间区间T0(t0 ∈ T0)上

变化时的有限时间稳定性的相关问题,提出了一致有
限时间稳定性,一致收缩稳定性和固定调节时间的一
致收缩稳定性的定义.

定定定义义义 2 在有限工作时间区间[t0, t0 + T ]上,其
中: t0 ∈ T0, T0 = [T01, T02] ⊆ R, T > 0分别称为工

作初始(启动)时刻,工作初始时刻区间范围和工作持
续时间长度,加权矩阵Γ =ΓT > 0, Λ = ΛT > 0,称
系统(1)相对于给定的参数分别是:

一一一致致致有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定(uniformly FTS, UFTS):即如
果对于给定参数(λ,A, Γ, Λ, T, T0), 0 <λ <A,对于
任意初始时刻t0 ∈ T0,可由xT

0 Γx0 6 λ得出xT(t)Λ

x(t) < A,对∀t ∈ [t0, t0 + T ]成立.

一一一致致致收收收缩缩缩稳稳稳定定定(uniformly CS, UCS):即若对于给
定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0), 0 < ϵ < λ < A,对于任
意工作初始时刻t0 ∈ T0,存在独立于t0的Ts = Ts(A,

ϵ) ∈ [0, T ),且可由xT
0 Γx06λ得出xT(t)Λx(t)<A,

对于∀t ∈ [t0, t0 +T ]成立;且xT(t)Λx(t)< ϵ,对于∀t
∈ (t0 + Ts, t0 + T ]成立.
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固固固定定定调调调节节节时时时间间间一一一致致致收收收缩缩缩稳稳稳定定定(uniformly CSWFS,
UCSWFS):即若对于给定参数 (λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0,

τs), 0 < ϵ < λ < A, τs ∈ [0, T )为指定的固定调节时

间,对任意工作初始时刻t0 ∈ T0,可由xT
0 Γx0 6 λ得

出xT(t)Λx(t) < A,对于∀t ∈ [t0, t0 + T ]成立;且
xT(t)Λx(t) < ϵ,对于∀t ∈ (t0 + τs, t0 + T ]成立.

注注注 2 这里提出的一致有限时间稳定性,一致收缩稳定

性及固定调节时间一致收缩稳定性均是定义在有限时间区间

范围内的,故统称为有限时间稳定性.

2.3 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑式(2)表示的LTV系统:

ẋ(t) = A(t)x(t), (2)

其中: 状态变量x(t) ∈ Rn,系统矩阵A(t)的任一元素
aij(t)均为关于时间t的分段连续实值函数,且在任意
有界区间上有界且至多包含有限多个不连续点,其中
i, j = 1, · · · , n.

注注注 3 上述条件保证了在任意有界闭区间上,系统(2)

的解是存在唯一的[23].

考虑区域

Ω0 = {x0 ∈ Rn| xT
0 Γx06ρ20} (3)

和

Et = {x(t) ∈ Rn| xT(t)Λx(t)6ρ(t)2}, (4)

其中: 矩阵Γ = ΓT > 0, Λ = ΛT > 0,常数ρ0 > 0,
ρ(t)为一连续函数,满足ρ(t) > 0, ∀t> t0,且ρ(t0) >

ρ0

√
λmax(Γ− 1

2ΛΓ− 1
2 ).

注注注 4 由预备知识给出的实矩阵性质1和2可得

max
x0∈Ω0

xT
0 Γx0 = ρ20λmax(Γ

− 1
2ΛΓ− 1

2 ).

下面给出本文主要研究内容的问题描述.

问问问题题题 当给定系统(2)及相关参数λ, A, ϵ, Γ , Λ,
T , t0, T0, τs时,研究分别在什么条件下系统(2)一致有
限时间稳定, (一致)收缩稳定及固定调节时间(一致)
收缩稳定.

2.4 相相相关关关引引引理理理(Related lemmas)
引引引理理理 1[11, 22] 考虑系统(2),设t0为工作初始时

刻,初始状态x(t0) = x0 ∈Ω0,工作持续时间为T ,则
x(t) ∈ Et, t ∈ [t0, t0 + T ]的充分必要条件为

ρ(t) >M(t, t0, ρ0),

其中M(t, t0, ρ0),ρ0λ1/2
max(X(t, t0)),下文同此,且矩

阵X(t, t0)为矩阵微分方程(5)的解.
∂X(t, t0)

∂t
= (Λ

1
2 )A(t)(Λ

1
2 )−1X(t, t0)+

X(t, t0)(Λ
1
2 )A(t)T(Λ

1
2 )−1,

X(t0, t0) = Λ
1
2Γ−1Λ

1
2 ,

(5)

且X(t, t0)具体为式(6)所示:

X(t, t0) = (Λ
1
2 )Φ(t, t0)Γ

−1ΦT(t, t0)(Λ
1
2 ). (6)

注注注 5 1) 可以根据文献[11]或文献[22]的思路证明引

理1,不再详细给出. 2) 引理1说明系统(2)的轨线x = x(t, t0,

x0)构成的集合{xTΛx| x0 ∈ Ω0}的边界 max
x0∈Ω0

xTΛx必定

由区域(3)边界上的初值点取到. 即当系统(2)初值范围取在区

域(3)内时,其所有轨线x(t, t0,x0)的边界(即系统(2)的所有

轨线的包线)就是M(t, t0, ρ0).

引引引理理理 2 [11] 给定参数 (λ,A, Γ, Λ, T, t0), 0 < λ

=ρ20 <A,则系统(2)有限时间稳定的充分必要条件为

ρM < A1/2,

其中ρM , max
[t0,t0+T ]

M(t, t0, ρ0),下文ρM含义同此.

引引引理理理 3 设系统(2)为周期Tsys > 0的系统,给定
参数(λ,A, Γ, Λ, T ), 0 < λ = ρ20 < A. 若t02 = t01 +

Tsys, t01, t02 ∈ R,则有

M(t, t01, ρ0) =M(t+ Tsys, t02, ρ0),

对任意t ∈ [t01, t01 + T ]成立. 证明见附录A1.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
下面给出判定系统(2)一致有限时间稳定、(一致)

收缩稳定、固定调节时间(一致)收缩稳定的充分必要
定理. 这些定理均可根据相应的定义,结合引理1和引
理2给出证明.

3.1 充充充分分分必必必要要要判判判定定定定定定理理理 (Sufficient and necessary
decision theorems)
定定定理理理 1 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, t0), 0 < λ =

ρ20 < A及ϵ < λ,则系统(2)收缩稳定的充分必要条件
为:对于初始时刻t0,有ρM<A1/2,且存在某一时刻t∗

∈ [t0, t0 + T ),使得

max
(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2.

证明见附录A2.

定定定理理理 2 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, t0, τs), 0<λ
= ρ20 < A及ϵ < λ, τs ∈ [0, T ),则系统(2)固定调节时
间收缩稳定的充分必要条件为:对于初始时刻t0,有
ρM < A1/2,且

max
(t0+τs,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2.

证明类似定理1,略去.

注注注 6 定理1和定理2为采用数值计算方法研究系统(2)

的(固定调节时间)收缩稳定性提供了理论依据. 即只需基于

方程(5)数值计算得到曲线M(t, t0, ρ0),再根据定理1和定理

2,即可直接判定系统的(固定调节时间)收缩稳定性.

定定定理理理 3 给定参数(λ,A, Γ, Λ, T, T0), 0 < λ =

ρ20<A,则系统(2)一致有限时间稳定的充分必要条件
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为:对于任意初始时刻t0 ∈ T0,有ρM < A1/2. 证明类
似定理1,略去.

定定定理理理 4 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0), 0<λ =

ρ20 < A及ϵ < λ,则系统(2)一致收缩稳定的充分必要
条件为:对于任意初始时刻t0 ∈ T0,有ρM < A1/2,且
存在某一时刻t∗ = t∗(A, ϵ, t0) ∈ [t0, t0 + T ),满足t∗

− t0独立于t0,使得

max
(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2.

证明类似定理1,略去.

定定定理理理 5 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0, τs), 0 <
λ = ρ20 < A及ϵ < λ,则系统(2)固定调节时间一致收
缩稳定的充分必要条件为:对于任意初始时刻t0∈T0,
有ρM < A1/2,且

max
(t0+τs,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2.

证明类似定理1,略去.

注注注 7 定理3、定理4和定理5分别为判定系统(2)的非一

致有限时间稳定性,非(固定调节时间)一致收缩稳定性提供

了充分性判据. 即对于某个t0 ∈ T0,通过数值计算得到曲线

M(t, t0, ρ0),若发现其不满足相应定理的条件即可得出相应

结论.

3.2 充充充分分分判判判定定定定定定理理理(Sufficient decision theorems)
针对系统(2),下面给出其一致收缩稳定及固定调

节时间一致收缩稳定的充分判定定理.

定定定理理理 6 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0), 0 <ϵ<

λ = ρ20 < A, T > 0,则系统(2)一致收缩稳定的充分
不必要条件为:存在常数ξ>0,满足ξ> (

√
A/ϵ− 1)/

ln(1 + T ),使得对于任意初始时刻t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

其中: Y (t, t0)= f(t, t0)X(t, t0), X(t, t0)同式(6),且
对于任意t > t0,函数f(t, t0) > h1(t, t0),且h1(t, t0)

= ξln(1 + t− t0) + 1. 证明见附录A3.

推推推论论论 1 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0, τs), 0 <ϵ
< λ =ρ20 < A, τs> 0,则系统(2)固定调节时间一致
收缩稳定的充分不必要条件为:存在常数ξ > 0,满足
ξ > (

√
A/ϵ− 1)/ln(1 + τs),使得对于任意初始时刻

t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

其中: Y (t, t0)= f(t, t0)X(t, t0), X(t, t0)同式(6),且
对于任意t > t0,函数f(t, t0) > h1(t, t0),且h1(t, t0)

= ξln(1 + t− t0) + 1. 证明类似定理6,略去.

定定定理理理 7 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0), 0 < ϵ<

λ = ρ20 < A, A > 4ϵ, T > 1,则系统(2)一致收缩稳
定的充分不必要条件为:存在常数 ξ > 0,满足 ξ >

ln(
√
A/ϵ−1)/lnT ,使得对于任意初始时刻t0 ∈T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

其中: Y (t, t0)= f(t, t0)X(t, t0), X(t, t0)同式(6),且
对于任意t > t0,函数f(t, t0) > h2(t, t0),且h2(t, t0)

= (t− t0)
ξ + 1. 证明见附录A4.

推推推论论论 2 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0, τs), 0 <ϵ
< λ = ρ20 < A, A > 4ϵ, τs > 1,则系统(2)固定调节
时间一致收缩稳定的充分不必要条件为:存在常数ξ
> 0,满足ξ > ln(

√
A/ϵ− 1)/lnτs,使得对于任意初始

时刻t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

其中: Y (t, t0)= f(t, t0)X(t, t0), X(t, t0)同式(6),且
对于任意t > t0,函数f(t, t0) > h2(t, t0),且h2(t, t0)

= (t− t0)
ξ + 1. 证明类似定理7,略去.

定理6与定理7分别刻画了系统轨线增长速度不超
过对数函数及幂函数的吸引情形,但一般LTV系统轨
线的吸引形式则是多样的[24]. 系统轨线吸引的一种
典型情形便是指数吸引形式,下面给出的定理8便是
系统轨线是指数吸引时判定其一致收缩稳定性的充

分条件.

定定定理理理 8 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0), 0 < ϵ<

λ = ρ20 < A, T > 0,则系统(2)一致收缩稳定的充分
不必要条件为:存在常数ξ > ln(A/ϵ)/2T ,使得对任
意初始时刻t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

其中: Y (t, t0) = h3(t, t0)X(t, t0), X(t, t0)同式 (6),
h3(t, t0) = e2ξ(t−t0). 证明见附录A5.

推推推论论论 3 给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0), 0 < ϵ<

λ = ρ20 < A, τs > 0,则系统(2)固定调节时间一致收
缩稳定的充分不必要条件为:存在常数ξ > 0,满足ξ
> ln(A/ϵ)/2τs,使得对任意初始时刻t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

其中: Y (t, t0) = h3(t, t0)X(t, t0), X(t, t0)同式 (6),
h3(t, t0) = e2ξ(t−t0). 证明类似定理8,略去.

给定参数(A, ϵ, T, t0),取

A = 0.4, ϵ = 0.05,

T = 10, t0 = 0,

ξ1 = (
√
A/ϵ− 1)/ln(1 + T ),

ξ2 = ln(
√
A/ϵ− 1)/lnT,

ξ3 = ln(A/ϵ)/(2T ),

则h1(t, t0), h2(t, t0)以及h3(t, t0)的对比结果如图2所
示.
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图 2 定理6, 7与8中函数h1, h2, h3对比示意图

Fig. 2 Comparison of h1, h2, h3 in Theorem 6, 7 and 8

由图2可知,定理6,定理7和定理8分别代表了系
统轨线的不同吸引形式,即系统轨线的增长速度分别
不超过对数函数,幂函数以及指数函数的吸引情形,
因此各自适用的范围不同,但都是充分不必要定理.
命命命题题题 1 设系统(2)为周期系统,其周期Tsys > 0,

给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0),且T0长度大于Tsys,则
下面两个表述等价:

i) 系统(2)关于t0 ∈ T0一致有限时间稳定或(固定
调节时间)一致收缩稳定.

ii) 系统(2)关于t0 ∈ R一致有限时间稳定或(固定
调节时间到)一致收缩稳定.
证明略去,利用引理3并结合一致有限时间稳定性

和(固定调节时间)一致收缩稳定性定义即可得出.

4 算算算例例例分分分析析析(Examples analysis)
下面通过4个数值算例,以及两航天器相对运动的

例子,以验证本文给出的判定定理的有效性.

例例例 1 有限时间稳定性判定

A(t)=

[
−1 + 1.5cos2 t 1− 1.5sin tcos t

−1− 1.5sin tcos t −1 + 1.5sin2 t

]
.

该系统取自文献[23],给定参数 (λ,A, ϵ, Γ, Λ, T,

T0), ρ0 = 1, λ = ρ20, ϵ = 0.12, A = 4, T = 10,
Γ = Λ = I2, T0 = [0, π].
由于A(t)特征值σ(A(t)) = {−0.25± 0.25

√
7j},

故若采用冻结系数法将得出系统是Lyapunov渐近稳
定的,但实际上该系统是Lyapunov不稳定的[23].
取t0 = 0 ∈ T0,由方程(5)计得到M(t, t0, ρ0)如图

3所示,再由定理1即可判断系统的有限时间稳定性.

图 3 例1系统轨线包线的数值计算结果
Fig. 3 Computation result of the envelope of all trajectories of

the system in Example 1

由图3可知,例1系统相对(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, t0)不

是有限时间稳定的,当然相对(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0)也

不是一致有限时间稳定的,这说明了采用冻结系数法
可能得出错误的结论.

例例例 2 固定调节时间一致收缩稳定性判定

A(t) =

[
−t− 1 0

0 −1

]
.

给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0, τs),

ρ0 = 1, λ = ρ20, ϵ = 0.12, A = 1.21,

T = 10, Γ = Λ = I2, T0 = [0, 2], τs = 6.

计算可知,系统的状态转移矩阵为

Φ(t, t0) =

[
e−0.5t2+0.5t20−t+t0 0

0 e−t+t0

]
故X(t, t0)解析表达式如下:

X(t, t0) =

[
e−t2+t20−2t+2t0 0

0 e−2t+2t0

]
故X(t, t0)的最大特征值λmax = e−2t+2t0 .

1) 利用推论3来研究例2系统的固定调节时间收
缩稳定性.

取ξ = ln(A/ϵ)/2τs = 0.3996,则对于任意初始时
刻t0 ∈ T0,

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) =

max
t∈[t0,t0+T ]

λ1/2
max(Y (t, t0)) =

max
t∈[t0,t0+T ]

e2ξ(t−t0)e−t+t0 = 1 < A1/2,

故根据推论3可知,例2系统是固定调节时间一致收缩
稳定的.

2) 结合定理5,利用数值计算系统轨线包线的方
法来研究例2系统的固定调节时间收缩稳定性.

任取t0= 0 ∈T0,图4给出了M(t, t0, ρ0)数值计算

结果.

图 4 例2系统轨线包线的数值计算结果
Fig. 4 Computation result of the envelope of all trajectories of

the system in Example 2

由图4可知,例2系统相对给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ,

T, t0, τs)是固定调节时间收缩稳定的,但从图4无法直
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接说明该系统是固定调节时间一致收缩稳定的,因为
只研究了t0 = 0时的情形.

注注注 8 利用数值计算方法研究系统的一致有限时间稳

定性,以及(固定调节时间)一致收缩稳定性是未来继续研究

方向.

例例例 3 一致收缩稳定性判定

A(t) = sin t.

给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0),

ρ0 = 0.2, λ = ρ20, ϵ = 0.12, A = 0.49,

T = 3π, Γ = 16, Λ = 1, T0 = [0, 2π].

计算可知,系统的状态转移矩阵为 Φ(t, t0) =

ecos t0−cos t,故X(t, t0)解析表达式如下:

X(t, t0) = e2cos t0−2cos t/16.

1) 先验证定理5条件,

ρM = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0))6

0.05e2 = 0.3695 < 0.7 = A1/2.

但是,对于任意t∗ ∈ [t0, t0 + T ),

max
t0∈T0

max
t∈[t∗,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0)) =

max
t0∈T0

0.05 max
t∈[t∗,t0+T ]

ecos t0−cos t>

max
t0∈T0

0.05ecos t0−cos(t0+T ) = max
t0∈T0

0.05e2cos t0 =

0.05e2 = 0.3695 > 0.1 = ϵ1/2.

故系统是一致有限时间稳定的，但不是一致收缩稳

定的.

2) 任取t0 = 0,利用数值计算方法来研究其一致
收缩稳定性. M(t, t0, ρ0)数值计算结果如图5所示.

图 5 例3系统轨线包线的数值计算结果
Fig. 5 Computation result of the envelope of all trajectories of

the system in Example 3

故由图5可知,存在t0 = 0∈T0使得系统不是一致

收缩稳定的,故例3系统非一致收缩稳定.

例例例 4 固定调节时间收缩稳定性判定

Φ(t, t0) =

[
−sin t− 2 0

0 −t− 1

]
.

给定下面两组参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, t0, τs):

第1组: ρ0 = 1, λ = ρ20, A = 1.21, ϵ = 0.01,

Γ = Λ = I2, T = 4π, t0 = 0, τs = 6.

第2组: ρ0 = 1, λ = ρ20, A = 1.44, ϵ = 1.21,

Γ = Λ = I2, T = 4π, t0 = 0, τs = 2.

首先采用本文方法分析,数值计算结果如下图6所
示,根据定理2可知,例4系统对于给定的两组参数均
是固定调节时间收缩稳定的.

图 6 例4系统轨线包线的数值计算结果
Fig. 6 Computation results of the envelope of all trajectories

of the system in Example 4

采用文献[19]中定理4及定理5分析,对于第2组参
数该文献未研究,故下面研究第1组参数的情形.

1) 根据文献[19]中定理5,取V (x) = 0.5xTx, k1
= k2 = 0.5, k3= 1, a = 2,则可以验证例4系统相对
给定参数是固定调节时间收缩稳定的.

2) 根据文献[19]中定理4,取V (x) = 0.5xTx,则
根据定理4的条件i)和ii)可得ψ1> −1, ψ2> −0.01.

取ψ1 = −1,验证条件iii):
w t2

t1
ψ1 6 0 < 1.1− 1,

即条件iii)成立.

取ψ2= −0.01,验证条件iv):
w t0+T

τ
ψ1 60,即条

件iv)成立.

验证条件v):
w t0+τs

t0
ψ2 = −0.06 > 0.1− 1,即条

件v)不成立,终止计算.

故按文献[19]中定理4,取V (t,x) = 0.5xTx时方

法失效,需要继续寻求V (t,x).

3) 再采用文献[20]方法分析,对于第1组参数文献
[20]没研究,故下面研究第2组参数的情形.

Step 1 将t = −τ + 4π代入例4系统得到

A(τ) =

[
−sin τ + 2 0

0 τ − 4π − 1

]
.

Step 2 按文献[20]中引理2检验下述条件:

在t ∈ [t0, t0+ τs] =[0, 2]上,对于任意x(t)∈Sϵ(t)

, {x(t)| xT(t)x(t) 6 ϵ},有

∥A(t)x(t)∥ >
√
ϵ = 1.1.
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故对于满足∥A(t)x(t)∥ 6 g1(t)的连续函数g1(t),必
有g1(t)>1.1,此时w t0+τs

t0
g1(s)ds>2.2 > (ϵ− λ)/(2

√
ϵ) = 0.0955,

即文献[20]算法要求的函数g1(t)不存在,因此算法在
第2步即终止,文献[20]方法失效.

表1给出了本文方法,与文献[19]及文献[20]方法
对比结果.

表 1 几种分析方法对比结果
Table 1 Comparison results of methods of this paper

and the paper [19–20]

参数 本文 定理4[19] 定理5[19] 文献[20]

第1组 CSWFS 无法判定 CSWFS 未研究

第2组 CSWFS 未研究 未研究 失效

例例例 5 有限时间稳定性判定.

以椭圆轨道两航天器编队相对运动(Lawden方
程[25]描述)过程为例. 考虑以椭圆轨道为参考轨道的
两航天器编队,伴随航天器相对于参考轨道的相对运
动方程[25–26]可以描述为式(7)所示的LTV系统:

ż(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t), (7)

A(t) =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

a41 θ̈ 0 0 2θ̇ 0

−θ̇ a52 0 − 2θ̇ 0 0

0 0 a63 0 0 0


, (8a)

B(t) =

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


T

, (8b)

其中: 系统(7)的系统矩阵A(t)为式(8a),控制矩阵
B(t)为式(8b),状态向量z(t) = [x y z ẋ ẏ ż]T,控
制加速度向量u(t) = [ux uy uz]

T,且A(t)的相关元
素为 

θ̇ =
n(1 + ecos θ)2

(1− e2)3/2 ,

θ̈ =
−2ne(1 + ecos θ)θ̇sin θ

(1− e2)3/2 ,

a41 = θ̇2 + 2n2 (1 + ecos θ)3

(1− e2)3
,

a52 = θ̇2 − n2 (1 + ecos θ)3

(1− e2)3
,

a63 = −n2 (1 + ecos θ)3

(1− e2)3
,

其中: e为椭圆轨道偏心率, n =
√
µ/a3为航天器沿椭

圆参考轨道运行平均速率.

设定参考椭圆轨道参数[26]: 主航天器轨道的长半

轴a = 9000 km ,轨道偏心率e = 0.5,地球引力常数
µ =3.9801× 105 km2s−2,初始时刻伴随航天器相对
于主航天器的状态(位置m和速度m/s)为z0,且满足约
束zT

0 Γz0 < λ,初始真近点角θ(t0) = 0.
给定参数: t0 = 0 s, T = 2000 s, τs= 600 s, λ=

2000, ρ0 =
√
λ, A = 4000, ϵ = 100,加权矩阵Γ =

Λ = diag{0.1, 0.1, 0.1, 10, 10, 10}.
控制目标:对于满足约束zT

0 Γz0 < λ的任意初始

状态z0,使得伴随航天器相对于主航天器的位置和速
度组成的状态向量z(t)在[t0, t0 + T ]上满足zTΛz <

A,在[t0 + τs, t0 + T ]上满足zTΛz < ϵ.
由zT

0 Γz0 < λ可知: 初始状态z0各个分量的最大

取值范围分别为: |s|6141.4, |ṡ|614.14, s = x, y, z.
针对相对运动方程(7),设计PD控制律如下:

us = −kpss− kdsṡ,

其中s = x, y, z. 设定PD控制律参数如下:
(kpx, kdx, kpy, kdy, kpz, kdz) =

(0.001, 0.25, 0.001, 0.25, 0.001, 0.25).

图7(a)中3幅子图分别表示随机生成的1000组x,
y, z三轴的初始状态(相对位置和相对速度),用于下面
研究伴随航天器相对主航天器在随机初始状态下的

运行情况.

图 7(a) 随机生成1000组例5系统的初值
Fig. 7(a) Stochastic generation of 1000 groups of initial values

of the system in Example 5

图7(b)中两幅子图分别表示在200 s内与2000 s内,
伴随航天器在1000次随机初始状态下的运行轨线(加
权)范数(z(t)TΛz(t))1/2与本文给出的轨线包线M(t,

t0, ρ0)的对比结果.
由图7(b)可知系统(7)相对给定参数是固定调节时
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间收缩稳定的.

图 7(b) 例5系统轨线包线的数值计算结果
Fig. 7(b) Computation results of the envelope of all

trajectories of the system in Example 5

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了一般非线性时变系统的有限时间稳定

性和收缩稳定性关于有限时间区间内的初始时刻t0一

致的描述,提出了针对一般非线性时变系统的一致有
限时间稳定性,一致收缩稳定性和固定调节时间一致
收缩稳定性概念. 进而针对一类LTV系统,给出了该
类系统一致有限时间稳定, (一致)收缩稳定及固定调
节时间(一致)收缩稳定判定的充分必要条件,以及固
定调节时间(一致)收缩稳定判定的充分条件.所得定
理结果为直接采用数值计算方法来分析该类系统的

(一致)有限时间稳定性, (一致)收缩稳定性及固定调
节时间(一致)收缩稳定性提供了理论依据. 算例分析
结果验证了本文结果的正确性,且具有计算简便及保
守性小的优点. 进一步,将所得定理结果推广到了周
期LTV系统,所得结论为研究周期LTV系统关于t0 ∈
R的一致有限时间稳定性,一致收缩稳定性及固定调
节时间一致收缩稳定性提供了理论依据.

本文结果为后续研究LTV系统的一致有限时间稳
定性,一致收缩稳定性与固定调节时间一致收缩稳定
性判定的数值计算方法提供了理论依据,具体数值计
算方法将是继续研究的方向.
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附附附录录录A1 证证证明明明引引引理理理 3 (Appendix A1 Proof of
Lemma 3)

证证证 由题设可知t01, t02 ∈R,且t02= t01 +Tsys. 对于任
意t ∈ [t01, t01 + T ]有

X(t, t01) = X(t+ Tsys, t02),

则M(t, t01, ρ0) = M(t+ Tsys, t02, ρ0).
而由系统(2)的状态转移矩阵Φ(t, t0)的定义可知

dΦ(t, t01)

dt
= A(t)Φ(t, t01), (9)

故
dΦ(t+ Tsys, t02)

dt
= A(t+ Tsys)Φ(t+ Tsys, t02), (10)

其中t ∈ [t01, t01 + T ].
由于A(t) = A(t+ Tsys),且Φ(t01, t01) = Φ(t02, t02),而

Φ(t02, t02) = Φ(t01 + Tsys, t02),故根据微分方程解的存在
唯一性可知: 对于任意t ∈ [t01, t01 + T ],方程(9)和方程(10)
的解矩阵相等,即Φ(t, t01) = Φ(t+ Tsys, t02).
故由式(6)可知,对于任意t ∈ [t01, t01 + T ],有

X(t, t01) = X(t+ Tsys, t02).

再由M(t, t0, ρ0)的定义可知

M(t, t01, ρ0) = M(t+ Tsys, t02, ρ0),

对于任意t ∈ [t01, t01 + T ]成立. 证毕.

附附附录录录A2 证证证明明明定定定理理理 1(Appendix A2 Proof of
Theorem 1)

证证证 充充充分分分性性性. 设对于初始时刻t0,有ρM < A1/2,即

max
[t0,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < A1/2,

故对于任意t ∈ [t0, t0 + T ],有M(t, t0, ρ0) < A1/2成立.
再由引理1,以及区域(3)和(4)的定义可知,对于任意t∈

[t0, t0 + T ],任意x0 ∈ {x0 ∈ Rn|xT
0 Γx0 6 λ},有xTΛx <

A成立.
又若存在某一时刻t∗ ∈ [t0, t0 + T ],有

max
[t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2,

则由引理1和区域 (4)定义可知,对于任意x0 ∈ {x0 ∈ Rn|
xT
0 Γx06λ},任意t∗ ∈ [t0, t0 + T ],有xTΛx < ϵ.
综上,根据收缩稳定性定义可知,系统(2)是收缩稳定的.
必必必要要要性性性. 采用反证法.
假设存在某个t ∈ [t0, t0+T ],使得M(t, t0, ρ0)>A,则由

引理1可知,存在某一初值x0 ∈ {x0 ∈ Rn| xT
0 Γx0 6 λ},使

得xT(t, t0,x0)Λx(t, t0,x0)>A,与系统(2)收缩稳定矛盾!
因此,对于任意t ∈ [t0, t0 + T ],有M(t, t0, ρ0) < A,即

ρM < A1/2.
假设对∀t∗ ∈ [t0, t0+T ),有 max

(t∗,t0+T ]
M(t, t0, ρ0) > ϵ1/2,

故对于时刻t = t0 + T ,有M(t0 + T, t0, ρ0) > ϵ1/2. 因此,不
存在t∗ ∈ [t0, t0 + T ),使得对于任意t ∈ (t∗, t0+ T ],有M(t0

+ T, t0, ρ0) < ϵ1/2,这与系统(2)收缩稳定矛盾!
故假设不成立,即存在某一时刻t∗ ∈ [t0, t0 + T ),使得

max
(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2

成立. 必要性部分证明完成. 证毕.

附附附录录录A3 证证证明明明定定定理理理 6 (Appendix A3 Proof of
Theorem 6)

证证证 充充充分分分性性性. 设存在常数ξ >(
√
A/ϵ−1)/ln(1+ T ),使得

ρξ = max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) < A1/2,

对于任意的初始时刻t0 ∈ T0成立,则有

max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) =

max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(f(t, t0)X(t, t0)) < A1/2,

故有

ρM = max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0)) <

A1/2/( min
t06t6t0+T

√
f(t, t0)) 6

A1/2/( min
t06t6t0+T

√
ξln(1 + t− t0) + 1) = A1/2.

注意到ξ > (
√
A/ϵ− 1)/ln(1 + T ),则有e(

√
A/ϵ−1)/ξ − 1

< T .
若取t∗ = t0 + e(

√
A/ϵ−1)/ξ − 1,则t∗ ∈ [t0, t0 + T ),且
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A1/2/(ξln(1 + t− t0) + 1) < ϵ1/2

对于任意t ∈ (t∗, t0 + T )成立.
即存在t∗ = t∗(A, ϵ, t0, T ) ∈ [t0, t0 + T ),且有t∗ − t0独

立于t0,使得

max
(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) = max
(t∗,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0)) < ϵ1/2,

故根据定理4可知,系统是一致收缩稳定的.
必必必要要要性性性. 下面举例证明定理6的必要性未必成立.
给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0),分别取参数λ = ρ20 = 1, ϵ

= 0.81, A = 6.25, T = 10, T0 = [0, 2], Γ = Λ = I2,且取系
统矩阵

A(t) =

[
0 2.5

−0.25 − 0.5

]
.

下面根据定理4,采用数值计算方法检验所给系统相对参
数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0)是否满足一致收缩稳定定义.
取t0= 0,在[t0, t0+ T ]上数值计算得到M(t, t0, ρ0)曲线

如图A1所示.

图 A1 包线M(t, t0, ρ0)的数值计算结果

Fig. A1 Computation result of the envelope M(t, t0, ρ0)

则由图A1可知,存在tmax ≈ 1.57 ∈ (t0, t0 + T ),考虑到
系统为LTI系统,故tmax − t0独立于t0 ∈ T0,使得

ρM = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0)) =

M(tmax, t0, ρ0) = 2.131 = kA1/2 < A1/2 = 2.5,

其中k = 0.8524.
又存在t∗ = 4,满足t∗ − t0 ∈ (0, T ),使得

max
t∈(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2,

即所举例子是一致收缩稳定的.
下面再检验定理6的条件:显然A > ϵ, T > 0.
注意到Y (t, t0) = f(t, t0)X(t, t0),故对于满足

ξ > (
√
A/ϵ− 1)/ln(1 + T )

的最小临界值ξ∗ , (
√
A/ϵ− 1)/ln(1 + T ) = 0.7414,有

ρξ = max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0))>

ρξ∗ |t=tmax = kA1/2(ξ∗ln(tmax − t0 + 1) + 1).

注意到

t0 + e1/kξ∗−1 − 1 = 0.7902 < tmax ≈ 1.57 < t0 + T,

故有k(ξ∗ln(tmax − t0 + 1) + 1) > 1,因此

ρξ > kA1/2(ξ∗ln(tmax − t0 + 1) + 1) > A1/2,

即对于满足ξ > (
√
A/ϵ− 1)/ln(1 + T )的任意常数ξ,对于任

意初始时刻t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) > A1/2.

故定理6条件的必要性不满足,即所举例子即为反例.

证毕.

附附附录录录A4 证证证明明明定定定理理理 7 (Appendix A4 Proof of
Theorem 7)

证证证 充充充分分分性性性. 类似定理6的充分性证明,不再详细给出.
必必必要要要性性性. 下面举例证明定理7的必要性未必成立.
给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0),分别取参数λ = ρ20 = 1, ϵ

= 0.81, A= 6.25, T = 10, T0 = [0, 2], Γ = Λ = I2,且取系
统矩阵

A(t) =

[
0 2.5

−0.25 − 0.5

]
.

下面根据定理4,采用数值计算方法检验所给系统相对参
数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0)是否满足一致收缩稳定定义.
取t0= 0,在[t0, t0 +T ]上数值计算得到M(t, t0, ρ0)曲线

如图A2所示.

图 A2 包线M(t, t0, ρ0)的数值计算结果

Fig. A2 Computation result of the envelope M(t, t0, ρ0)

则由图A2可知,存在tmax ≈ 1.57 ∈ (t0, t0 + T ),考虑到
系统为LTI系统,故tmax − t0独立于t0 ∈ T0,使得

ρM = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0)) =

M(tmax, t0, ρ0) = 2.131 = kA1/2 < A1/2 = 2.5,

其中k = 0.8524.
又存在t∗ = 4,满足t∗ − t0 ∈ (0, T ),使得

max
t∈(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2,

即所举例子是一致收缩稳定的.
下面再检验定理7的条件:显然A > 4ϵ, T > 1.
注 意 到 Y (t, t0) = f(t, t0)X(t, t0),故 对 于 满 足 ξ >

ln(
√
A/ϵ− 1)/lnT的最小临界值

ξ∗ , ln(
√
A/ϵ− 1)/lnT,
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有

ρξ = max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0))>

ρξ∗ |t=tmax = kA1/2((tmax − t0)
ξ∗ + 1).

注意到

t0 + (1/k − 1)
ln(1/k)

ln(
√

A/ϵ−1) = 0.6146 < tmax ≈ 1.57,

故有k((tmax − t0)
ln(

√
A/ϵ−1)/lnT + 1) > 1,因此

ρξ>kA1/2((tmax − t0)
ξ∗ + 1) > A1/2,

即对于满足ξ > ln(
√
A/ϵ− 1)/lnT的任意常数ξ,对于任意初

始时刻t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) > A1/2.

故定理7条件的必要性不满足,即所举例子即为反例.

证毕.

附附附录录录A5 证证证明明明定定定理理理 8 (Appendix A5 Proof of
Theorem 8)

证证证 充充充分分分性性性. 类似定理6的充分性证明,不再详细给出.
必必必要要要性性性. 下面举例证明定理8的必要性未必成立.
给定参数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0),分别取参数λ = ρ20 = 1, ϵ

= 0.01, A = 6.25, T = 10, T0 = [0, 2], Γ = Λ = I2,且取系
统矩阵

A(t) =

[
0 10

−1 − 2

]
.

下面根据定理4,采用数值计算方法检验所给系统相对参
数(λ,A, ϵ, Γ, Λ, T, T0)是否满足一致收缩稳定定义.
取t0 = 0,在[t0, t0 +T ]上数值计算得到M(t, t0, ρ0)曲线

如图A3所示.

图 A3 包线M(t, t0, ρ0)的数值计算结果

Fig. A3 Computation result of the envelope M(t, t0, ρ0)

由图A3可知,存在tmax≈ 0.39∈(t0, t0+T ),考虑到系统
为LTI系统,故tmax − t0独立于t0 ∈ T0,使得

ρM = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(X(t, t0)) =

M(tmax, t0, ρ0) ≈ 2.131 =

kA1/2 < A1/2 = 2.5,

其中k = 0.8524.
又存在t∗ = 4,满足t∗ − t0 ∈ (0, T ),使得

max
t∈(t∗,t0+T ]

M(t, t0, ρ0) < ϵ1/2,

即所举例子是一致收缩稳定的.
下面再检验定理8的条件:显然A > ϵ, T > 0.
注意到, Y (t, t0) = h3(t, t0)X(t, t0),故对于满足 ξ >

ln(A/ϵ)/2T的最小临界值ξ∗ , ln(A/ϵ)/2T ,有

ρξ = max
t06t6t0+T

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0))>

kA1/2e2ξ
∗(tmax−t0),

故ρξ > kA1/2e2ξ
∗(tmax−t0) = kA1/2eln(A/ϵ)(tmax−t0)/T .

注意到

t0 +
ln(1/k)
ln(A/ϵ)

T = 0.2481 < tmax ≈ 0.39 < t0 + T,

故有keln(A/ϵ)(tmax−t0)/T > 1,因此

ρξ>kA1/2eln(A/ϵ)(tmax−t0)/T > A1/2.

即对于满足ξ > ln(A/ϵ)/2T的任意常数ξ,对于任意初始时刻
t0 ∈ T0,有

ρξ = max
t∈[t0,t0+T ]

ρ0λ
1/2
max(Y (t, t0)) > A1/2.

故定理8条件的必要性不满足,即所举例子为反例.
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