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摘要:针对一类扰动周期与参考信号周期之间无公共倍数的非参数不确定系统,为实现系统输出对参考信号的
跟踪,本文提出一种双周期重复控制方法. 基于Lyapunov方法设计控制器,结合鲁棒方法与双周期重复学习方法处
理非参数不确定性与周期性扰动,利用无限幅学习方法估计时变参数. 经过足够多个周期的重复运行后,可实现系
统输出在整个参考信号重复周期上无误差地跟踪参考信号.最后,通过仿真示例验证所提控制方法的有效性. 本文
给出了闭环系统中无限幅学习量有界的数学证明,其结果优于多数现有文献中的L2意义下有界.
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Abstract: In this work, we present a dual-period repetitive control scheme that deals with periodic tracking tasks for
a class of nonparametric uncertain systems, with no common multiple between the period of the disturbance and that of
the reference signal. The learning controller is designed based on the Lyapunov synthesis, compensating nonparametric
uncertainties and the periodic disturbance by both robust mechanism and dual-period repetitive learning mechanism. The
unsaturated learning strategy is applied to estimate time-varying parameters. As the repetitive cycle increases, the system
output can track its reference signal perfectly over its whole period. In the end, two illustrative examples are provided to
demonstrate the efficacy of the proposed dual-period repetitive control scheme. Through rigorous analysis, we prove that
the estimations themselves are bounded, indicating an improvement on the boundedness of L2-meaning obtained in most
similar works existing works.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际工业系统中,常常需要完成跟踪周期性信

号或抑制周期性扰动等任务.对于这些任务,重复控
制是一种有效的控制设计方法. 重复控制问世于上世
纪70年代末[1],与迭代学习控制[2–8]同属学习控制,前
者适用于有限时间区间上的重复作业系统[9–14],而后
者适用于无限时间区间上的周期运行受控对象.迭代

学习控制和重复控制都根据学习方法中的不变性原

理开展工作,即利用学习方法估计在各个重复周期或
迭代学习区间中重复出现的不确定性. 目前,学习控
制方法已经广泛应用于机械臂、电力电子逆变器、间

歇化工过程、伺服电机、人工肾脏等系统或设备的控

制器设计[15–18].

早期的重复控制结果多以内模原理为理论指导,
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采用频域分析方法设计控制器. 近年来,一些学者开
展针对非线性系统的重复控制方法研究,采用Lyapu-
nov时域分析方法设计控制器. 文献[19]在为机械臂
设计控制器时,提出部分限幅差分学习与微分学习相
结合的算法来估计周期性的不确定量. 文献[20]采用
重复学习策略处理非参数不确定性,实现系统状态对
周期性参考轨迹的精确跟踪. 文献[21]和文献[22]研
究非线性参数不确定系统的重复学习控制算法. 文献
[23]针对非线性连续系统,研究基于准滑模的重复学
习控制.文献[24]基于线性矩阵不等式(linear matrix
inequality, LMI)为不确定线性系统设计H∞状态反馈

鲁棒重复控制器,实现对低通滤波器参数和重复控制
器参数的同时优化. 文献[25]考虑输出反馈系统的扰
动抑制问题,采用重复学习方法抑制非匹配的周期性
扰动.文献[26]研究周期时变系统的鲁棒自适应重复
控制方法. 文献[27]讨论混合不确定系统的准最优重
复学习控制方法. 文献[28]针对非参数不确定连续系
统,提出基于观测器的重复控制算法. 文献[29]研究
离散系统的自适应反演重复控制方法. 文献[30]讨论
了不确定分数阶多涡卷混沌系统的自适应重复学习

同步控制问题.

到目前为止,相关工作大多以期望轨迹的周期或
未知时变参数的周期作为学习的周期长度,利用单周
期学习方法估计在每个周期内呈现相同性状的未知

参数或不确定量. 相比之下,讨论多周期重复控制的
文献结果还较少. 文献[31–33]研究线性系统的多周
期重复控制问题.文献[34]考虑参数不确定系统的多
周期重复控制问题,所设计的控制器可保证输出误差
收敛于原点的邻域内.迄今,针对非参数不确定系统
的多周期重复控制方法研究,仍是一个有待开展的课题.

为了确保闭环系统中的参数估计量有界,在设计
学习控制器时,在被学习量的界已知时,可采用饱和
函数或投影算子[35]对学习量进行限幅.饱和函数的限
幅措施可以分为部分限幅[19]和完全限幅[27]两类. 在
被学习量的界未知时,可采用无限幅学习算法对其予
以估计.文献[2]和文献[20]分别采用无限幅学习算法
估计未知时变参数和理想控制输入,并给出了学习量
在L2意义下有界的理论证明. 迄今,已有少量文献讨
论无限幅学习算法中的被学习量本身的有界性问

题[34],总体来看,该方面的研究还处于初步阶段.

本文研究一类非参数不确定系统的重复控制方法,
系统中所含扰动的周期与参考信号周期之间无公倍

数,因此,扰动在各个参考信号的周期中不呈现相同
性状,不宜采用常规的单周期重复学习方法设计控制
器. 为了在补偿扰动和非参数不确定性的基础上,实
现系统输出对参考信号在整个周期上的零误差跟踪,
本文提出一种双周期重复控制设计方案,基于Lyapu-
nov方法设计控制器,主要工作及创新之处有: 1)结合

鲁棒策略与双周期重复学习策略处理非参数不确定

性与周期性的扰动,解决了采用传统单周期学习策略
无法解决的扰动在参考信号的各周期内不呈现相同

性状问题; 2)在利用无限幅学习算法估计时变参数时,
已有的多数工作证明了被学习量在L2意义下有界,本
文在此方面开展进一步的研究,给出了被学习量本身
有界的数学证明.

2 问问问题题题的的的提提提出出出与与与准准准备备备(Problem formulation)
考虑一类非线性不确定系统:

ẋi = xi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn = f(xxx) + gu+ w(t),

y = x1,

(1)

其中: xxx = [x1 x2 . . . xn]
T ∈ Rn为系统状态向量,

g > 0为未知的输入增益, u ∈ R是控制输入, y ∈ R
为系统输出, yd是以Td为周期的光滑参考输出信号,
y
(n)
d 存在; f(xxx)为未知函数, w(t)是以Tw为周期的扰

动信号,且Td和Tw之间没有或不易找到公共倍数.

不失一般性,对系统(1)作如下假设:

假假假设设设 1 ∀ξξξ1 ∈ Rn, ∀ξξξ2 ∈ Rn,函数f(···)满足

|f(ξξξ1)− f(ξξξ2)| 6 αf(ξξξ1, ξξξ2)∥ξξξ1 − ξξξ2∥, (2)

其中αf(ξξξ1, ξξξ2)为一非负连续可微函数.

假假假设设设 2 存在己知常数g1 > 0, g满足条件:

g > g1 > 0. (3)

本文的控制目标是设计双周期重复控制器,采用
无限幅学习方法估计周期性扰动,并结合鲁棒方法与
无限幅学习方法处理非参数不确定性,实现系统输
出y对参考信号yd的渐近跟踪,即

lim
t→+∞

(y(t)− yd(t)) = 0, (4)

并确保系统重复运行过程中,所有变量均有界.
令ud为产生yd的理想系统输入,其满足

ẋd,i = xd,i+1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋd,n = f(xxxd) + gud + w(t),

yd = xd,1,

(5)

其中xxxd = [xd,1 xd,2 · · · xd,n]
T.

由式(5)可得

ud(t) = g−1(y
(n)
d (t)− f(xxxd(t))− w(t)). (6)

从式(6)可以看到,期望输入ud(t)是两部分之和:第一
部分是g−1(y

(n)
d (t)− f(xd(t))),它以Td为周期;另一

部分是−g−1w(t),它以Tw为周期.鉴于Td和Tw之间

无公倍数,所以期望输入ud(t)不是一个单周期函数,
而是一个双周期函数. 这就是作者对系统(1)采用双周
期重复控制的原因.

双周期重复控制属于多周期重复控制范畴.从已
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有的文献结果来看,研究多周期重复控制的成果还较
少. 由于系统(1)是非参数不确定系统,现有研究成果
中的控制方法都无法直接应用. 在本文给出的重复控
制设计方案中,采用无限幅学习算法,勿需知道被学
习量的界. 已有的同类结果大多证明闭环系统中的学
习量为L2意义下有界,我们将证明学习量本身有界.

本文提出的控制方法适用于Td和Tw之间没有或

不易找到公倍数情形;同时,对于Td和Tw的公倍数远

大于max(Td, Tw)情形也是有意义的,表现在可以显
著地提高闭环系统的误差收敛速度.

注注注 1 Td和Tw之间的倍数关系可以分为3类:
情情情形形形 1 Td和Tw无公倍数,或不易找到它们的公倍数,

例如Td = 4, Tw = 2π,或Td =
5
√
2

3
, Tw = e2.

情情情形形形 2 Td和Tw与它们的最小公倍数Tcm在数值大小

方面相差悬殊,例如Td = 9, Tw = 11, Tcm = 99;
情情情形形形 3 Td和Tw与它们的最小公倍数Tcm在数值大小

方面比较接近,例如Td = 1.5, Tw = 2, Tcm = 3.
对于情形1,不宜将f(xxx) + w(t)视作单一的非参数不确

定量加以处理. 在情形2和情形3中,既可将f(xxx) + w(t)视作

单一非参数不确定量,采用以Tcm为周期长度的单周期学习

方式估计f(xxxd) + w(t),也可以采用双周期学习方式分别估
计f(xxxd)和w(t),但双周期学习方式的收敛速度较快,这在情
形2中尤为明显. 双周期重复控制与单周期重复控制在情
形1–3中的对比情况见表1.

表 1 双周期重复控制与单周期重复控制比较
Table 1 Comparison between dual-period repetitive

control and single-periodic repetitive control

情形 双周期重复控制 单周期重复控制

1 可用于设计控制器 不适合使用

2 误差收敛速度较快 误差收敛速度慢

3 收敛速度接近 收敛速度接近

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Design of controller)
定义系统误差eee(t) = [e1(t) e2(t) · · · en(t)]

T,
其中ei(t)=xi(t)− xd,i(t)(i = 1, 2, · · · , n),由式(1)
容易推出{

ėi = ei+1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ėn = f(xxx) + gu+ w − ẋd,n.
(7)

将上式写成向量的形式,可得

ėee = Aeee+ bbb(cccTeee+ f(xxx) + gu+ w − ẋd,n), (8)

其中:

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

−c1 −c2 −c3 · · · −cn


, bbb =



0

0

...

0

1


, (9)

ccc = [c1 c2 · · · cn]
T, c1, c2, · · · , cn为Hurwitz多项式

p(s) = sn+cns
n−1+· · ·+c2s+c1的系数,于是,存在

n× n维的正定对称矩阵P与Q,满足

PA+ATP = −Q. (10)

选择Lyapunov函数

V1 =
1

g
eeeTPeee. (11)

对V1求导,得到

V̇1 =− 1

g
eeeTQeee+

2

g
eeeTPbbb

(
cccTeee+ f(xxx)−f(xxxd)

)
+

2eeeTPbbb[u+
1

g
(f(xxxd) + w − ẋd,n)] =

− 1

g
eeeTQeee+

2

g
eeeTPbbb[cccTeee+ f(xxx)− f(xxxd)]+

2eeeTPbbb (u+ η1(t) + η2(t)) , (12)

其中: 
η1(t) =

1

g
(f(xxxd(t))− ẋd,n(t)),

η2(t) =
1

g
w(t).

(13)

容易看到, η1(t)以Td为周期, η2(t)以Tw为周期.利用
假设1,可知
2

g
eeeTPbbb(cccTeee+ f(xxx)− f(xxxd)) 6

2

g
eeeTPbbb(cccTeee) +

2

g
|eeeTPbbb|αf(xxx,xxxd)∥eee∥ 6

1

γ1g2
(
(cccTeee)2 + ∥eee∥2) + γ1(1 + α2

f (xxx,xxxd))(eee
TPbbb)2

(14)

成立,其中的γ1 > 1为设计参数. 将式(14)的结果代入
式(12),即有

V̇1 6− 1

g
eeeTQeee+

1

γ1g2
(
(cccTeee)2 + ∥eee∥2

)
+

γ1(1 + α2
f (xxx,xxxd))(eee

TPbbb)2+

2eeeTPbbb(u+ η1(t) + η2(t)). (15)

基于式(15),设计反馈控制律

u =− η̂1 − η̂2 −
γ1
2
(1 + α2

f (xxx,xxxd))eee
TPbbb (16)

和学习律 η̂1(t) = η̂1(t− Td) + µγ2(t)eee
T(t)Pbbb, t > 0,

η̂1(t) = 0, t ∈ [−Td, 0]

(17)

及 η̂2(t) = η̂2(t− Tw) + µγ2(t)eee
T(t)Pbbb, t > 0,

η̂2(t) = 0, t ∈ [−Tw, 0].

(18)
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此处, µ为正常数, γ2(t)定义为

γ2(t) =


0, t 6 0,

ν(t), 0 < t 6 Tm,

1, t > Tm,

(19)

其中: Tm,min(Tw, Td), γ2(t)为过渡函数,使得η̂1(t)

和η̂2(t)分别是在区间[−Td,+∞)和[−Tw,+∞)上的

连续可微函数[20]. 可以通过待定系数法构造ν(t),例
如,可取

ν(t) =1− 10(Tm − t)3

T 3
m

+
15(Tm − t)4

T 4
m

−

6(Tm − t)5

T 5
m

, t ∈ [0, Tm]. (20)

在本节给出的控制设计方案中,结合采用双周期
学习方法和鲁棒方法处理周期性扰动和非参数不确

定性.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析((Analysis of convergence )
因分析闭环系统的收敛性能需要,给出如下引理:

引引引理理理 1 对于在t∈ [0,+∞)上的连续可微函数

ϕ(t)∈Rm,如果存在常数T >0,使得
w t

t−T
∥ϕ(τ)∥2dτ

和
w t

t−T
∥ϕ̇(τ)∥2dτ都在t∈ [0,+∞)上有界,那么ϕ(t)

在t ∈ [0,+∞)上有界.

证证证 见文献[33]中的引理2.2.

下文分析闭环系统的收敛性能,总结主要结果为
如下定理.

定定定理理理 1 将控制律(16)和学习律(17)–(18)施加于
满足假设1–2的系统(1),选择足够大的γ1和合适的对

称正定矩阵P ,使得由P和A根据式(10)所确定的Q与

γ1满足不等式

1

γ1g1

(
(cccTeee)2 + ∥eee∥2

)
6 1

2
eeeTQeee, (21)

则有

lim
t→+∞

eee(t) = 0, (22)

并保证闭环系统所有信号有界.

证证证 i) 误差的收敛性分析.

将式(16)代入式(15),得到

V̇1 6− 1

g
eeeTQeee+

1

γ1g2
(
(cccTeee)2 + ∥eee∥2

)
+

2eeeTPbbb(η̃1(t) + η̃2(t)), (23)

其中:

η̃1(t) = η1(t)− η̂1(t), η̃2(t) = η2(t)− η̂2(t).

选取Lypunov泛函

V2 = V1 +
1

µ

w t

t−Td

η̃2
1(τ)dτ +

1

µ

w t

t−Tw

η̃2
2(τ)dτ,

求V2关于时间的导数,并结合式(21)与式(23),

V̇2 6− 1

g
eeeTQeee+

1

g2γ1
((cccTeee)2 + ∥eee∥2)+

2eeeTPbbb(η̃1 + η̃2) +
1

µ
(η̃2

1(t)− η̃2
1(t− Td))+

1

µ
(η̃2

2(t)− η̃2
2(t− Tw)) 6

− 1

2g
eTQe+ 2eeeTPbbb(η̃1 + η̃2)+

1

µ
(η̃2

1(t)− η̃2
1(t− Td))+

1

µ
(η̃2

2(t)− η̃2
2(t− Tw)). (24)

当t > Tm时, γ2(t) = 1,利用学习律(18),并注意到

w(t) = w(t− Tw),

可以推出
1

µ
(η̃2

2(t)− η̃2
2(t− Tw)) + 2eeeTPbbbη̃2(t) =

1

µ
(2η2(t)− 2η̂2(t) + η̂2(t)− η̂2(t− Tw))×

(η̂2(t− Tw)− η̂2(t)) + 2eeeTPbbbη̃2(t) 6
2

µ
η̃2(t)(η̂2(t− Tw)− η̂2(t)) + 2eeeTPbbbη̃2(t) 6

2

µ
(η2(t)−η̂2(t))(η̂2(t−Tw)−η̂2(t) + µeeeTPbbb) = 0.

(25)

类似地,当t > Tm时,
1

µ
(η̃2

1(t)− η̃2
1(t− Td)) + 2eeeTPbbbη̃1(t) =

1

µ
(2η1(t)− 2η̂1(t) + η̂1(t)− η̂1(t− Td))×

(η̂1(t− Td)− η̂1(t)) + 2eeeTPbbbη̃1(t) 6
2

µ
η̃1(t)(η̂1(t− Td)− η̂1(t)) + 2eeeTPbbbη̃1(t) 6

2

µ
(η1(t)−η̂1(t))(η̂1(t−Td)−η̂1(t)+µeeeTPbbb) = 0.

(26)

将式(25)–(26)的结果应用于式(24),可知,当t>Tm时,
有

V̇2 6 − 1

2g
eeeTQeee. (27)

于是,当t > Tm时,

V2(t) 6V2(Tm)−
1

2g
λm(Q)

w t

Tm

∥eee(τ)∥2dτ, (28)

其中λm(Q)是矩阵Q的最小特征值.

不等式(28)表明
w t

t−Td

η̃2
1(τ)dτ ,

w t

t−Tw

η̃2
2(τ)dτ和

∥eee(t)∥,在[Tm, +∞)上有界,并且eee(t)在[Tm, +∞)上
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平方可积.容易证明,上述有界性结论与平方可积结
论在区间t ∈ [0, Tm]上也成立. 因此,对于任意t > 0,
均有

∥eee(t)∥ < +∞,
w t

t−Td

η̃2
1(τ)dτ < +∞,w t

t−Tw

η̃2
2(τ)dτ <+∞,

w t

0
∥eee(τ)∥2dτ <+∞.

(29)

结合式(8)与式(16),可以推出闭环系统的误差动态为

ėee =Aeee+ bbb(cccTeee+ f(xxx)− f(xxxd) + g(η̃1 + η̃2))−

bbb
γ1g

2
(1 + α2

f (xxx,xxxd))bbb
TPeee. (30)

由于eee(t)有界,从方程(30)可以看到,存在常数m1>0,
m2 > 0, m3 > 0,使得

∥ėee(t)∥2 6 m1∥eee(t)∥2 +m2η̃
2
1(t) +m3η̃

2
2(t), t > 0.

(31)

从式(29)看,
w t

t−Tm

η̃2
1(τ)dτ和

w t

t−Tm

η̃2
2(τ)dτ在t∈ [Tm,

∞)上有界. 由式(31)可知,存在正常数m4,满足w t

t−Tm

∥ėee(τ)∥2dτ 6 m4, t > 0. (32)

对于t2∈ [t− Tm, t], t1 ∈ [t− Tm, t], t∈ [Tm,+∞)及

任意正数ε,存在δ =
ε2

m4

,当|t2 − t1| < δ时,

∥eee(t2)− eee(t1)∥ 6
w t2

t1
∥ėee(τ)∥dτ 6√w t2

t1
1dτ

√w t2

t1
∥ėee(τ)∥2dτ 6√

|t2 − t1|
√
m4 < ε. (33)

这表明, eee(t)在t∈ [Tm,+∞)上一致连续,结合式(29),
根据Barbalat引理,可以推出

lim
t→+∞

eee(t) = 000. (34)

上式的成立蕴含着 lim
t→+∞

(y(t)− yd(t)) = 0.

ii) 闭环系统变量的有界性.

上文已经证明了eee(t)的有界性,下面证明η̃1(t)和

η̃2(t)的有界性. 对式(30)求导,得

ëee =Aėee+ bbb[cccTėee+
d

dt
(f(xxx)− f(xxxd))]−

bbb
γ1g

2
(1 + α2

f (xxx,xxxd))bbb
TPėee−

bbbγ1gαf(xxx,xxxd)bbb
TPeee

d

dt
(αf(xxx,xxxd)) + bbb( ˙̃η1 + ˙̃η2).

(35)

再对式(17)和式(18)分别求导,当t > Tm时,有
˙̂η1(t) = 0, t ∈ [−Td, 0],
˙̂η1(t) = ˙̂η1(t− Td) + µėeeT(t)Pbbb, t > 0,
˙̂η2(t) = 0, t ∈ [−Tw, 0],
˙̂η2(t) = ˙̂η2(t− Tw) + µėee(t)Pbbb, t > 0.

(36)

由直接计算,有
d

dt
(f(xxx)−f(xxxd)) =

ẋxxT
d

∂

∂xxxd

(f(eee+ xxxd)− f(xxxd))+

n−1∑
i=1

∂f(eee+ xxxd)

∂ei
ei+1 +

∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėn. (37)

分别记

h1(xxxd, eee) =
w 1

0

∂2f(xxxd + σeee)

∂xxxT∂xxxd

dσ,

及

hhh2(eee,xxxd) =

(0,
∂f(eee+ xxxd)

∂e1
,
∂f(eee+ xxxd)

∂e2
, . . . ,

∂f(eee+ xxxd)

∂en−1

)T.

因为

f(eee+ xxxd)− f(xxxd) =
w 1

0

∂f(xxxd + σeee)

∂xxxT
dσeee,

所以

∂(f(eee+ xxxd)− f(xxxd))

∂xxxd

= h1(xxxd, eee)eee. (38)

同时,容易看出
n−1∑
i=1

∂f(eee+ xxxd)

∂ei
ei+1 = hhhT

2 (eee,xxxd)eee. (39)

根据式(37)–(39),得到
d

dt
(f(xxx)− f(xxxd)) =

∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėn+ẋxxT

dh1(eee,xxxd)eee+ hhhT
2 (eee+ xxxd)eee. (40)

对αf(xxx,xxxd)求关于时间的导数,可以推出

dαf(xxx,xxxd)

dt
=
∂αf(eee+ xxxd,xxxd)

∂en
ėn + h3(eee,xxxd, ẋxxd),

(41)

其中

h3(eee,xxxd, ẋxxd) =

n−1∑
i=1

∂αf(eee+ xxxd,xxxd)

∂ei
ei+1 +

∂αf(eee+ xxxd,xxxd)

∂xxxT
d

ẋxxd.

将式(40)–(41)代入式(35),得

ëee =Aėee+ bbb(cccTėee− γ1g

2
(1 + α2

f (xxx,xxxd))bbb
TPėee)+

bbb(
∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėn + h4(eee,xxxd, ẋxxd)bbb

TPeeeėn)+

bbb(hhhT
5 (eee,xxxd, ẋxxd)eee+ ˙̃η1 + ˙̃η2), (42)

其中:

h4(eee,xxxd) = −γ1gαf(eee+ xxxd,xxxd)
∂αf(eee+ xxxd,xxxd)

∂en
,

hhhT
5 (eee,xxxd, ẋxxd) =

ẋxxT
dh1(eee,xxxd) + hhhT

2 (eee,xxxd)−
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γ1gαf(eee+ xxxd,xxxd)bbb
TPh3(eee,xxxd, ẋxxd).

选择

V3 = ėeeTPėee+
1

µ

w t

t−Td

˙̃η2
1(τ)dτ +

1

µ

w t

t−Tw

˙̃η2
2(τ)dτ, t > Tm, (43)

其中P 由式(10)定义.对V3求关于时间的导数,由式
(42)可得

V̇3=− ėeeTQėee+ 2ėeeTPbbbcccTėee−
γ1g(1 + α2

f (eee+ xxxd,xxxd))(bbb
TPėee)2+

2
∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėnbbb

TPėee+

2ėeeTPbbb(h4(eee,xxxd, ẋxxd)bbb
TPeeeėn+

hhhT
5 (eee,xxxd, ẋxxd)eee) +2ėeeTPbbb( ˙̃η1(t) + ˙̃η2(t))+

1

µ
( ˙̃η2

1(t)− ˙̃η2
1(t− Td))+

1

µ
( ˙̃η2

2(t)− ˙̃η2
2(t− Tw)). (44)

利用式(36),采用与式(25)–(26)相似的推导,当t>Tm

时,可得

2ėeeTPbbb( ˙̃η1(t) + ˙̃η2(t)) +
1

µ
( ˙̃η2

1(t)− ˙̃η2
1(t− Td))+

1

µ
( ˙̃η2

2(t)− ˙̃η2
2(t− Tw)) 6 0. (45)

由式(44)–(45)得

V̇3 6− ėeeTQėee+ 2ėeeTPbbbcccTėee−

γ1g(1 + α2
f (eee+ xxxd,xxxd))(bbb

TPėee)2+

2
∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėnbbb

TPėee+ 2ėeeTPbbb
[
h4(eee,xxxd, ẋxxd)×

bbbTPeeeėn + hhhT
5 (eee,xxxd, ẋxxd)eee

]
. (46)

通过直接计算,可得

2ėeeTPbbbcccTėee6 1

γ1g
(cccTėee)2 + γ1g(ėee

TPbbb)2, (47)

以及

2
∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėnbbb

TPėee 6

1

γ1g
(ėn)

2 + γ1g(
∂f(eee+ xxxd)

∂en
)2(ėeeTPbbb)2. (48)

根据假设1,由直接计算可知

(
∂f(eee+ xxxd)

∂en
)2 =

lim
δ→0

(
f(eee+ xxxd + bbbδ)− f(eee+ xxxd)

δ
)2 6

lim
δ→0

(
αf(eee+ xxxd + bbbδ,eee+ xxxd)∥bbbδ∥

δ
)2 =

α2
f (eee+ xxxd, eee+ xxxd), (49)

上式中的bbb由式(9)定义.由于eee(t)有界和连续可微,有

α2
f (eee+ xxxd, eee+ xxxd) 6 α2

f (eee+ xxxd,xxxd) +m5∥eee∥,
(50)

其中m5为一正常数. 由式(49)–(50)得

(
∂f(eee+ xxxd)

∂en
)2 6 α2

f (eee+ xxxd,xxxd) +m5∥eee∥. (51)

从式(48)和式(51)可知

2
∂f(eee+ xxxd)

∂en
ėnbbb

TPėee 6

1

γ1g
(ėn)

2 + γ1gα
2
f (eee+ xxxd,xxxd)(ėee

TPbbb)2 +

m5γ1g(ėee
TPbbb)2∥eee∥. (52)

另外,由于eee(t), xxxd(t)和ẋxxd(t)有界,存在m6>0和m7>

0,使得

2ėeeTPbbb
(
h4(eee,xxxd, ẋxxd)bbb

TPeeeėn + hhhT
5 (eee,xxxd, ẋxxd)eee

)
6

2|h4(eee,xxxd, ẋxxd)||ėeeTPbbb||bbbTPeee||ėn|+

2∥h5(eee,xxxd, ẋxxd)∥|ėeeTPbbb|∥eee∥ 6

m6∥ėee∥2∥eee∥+m7∥ėee∥∥eee∥. (53)

将式(47)(52)和(53)代入式(46),得

V̇3 6− ėeeTQėee+
1

γ1g
((cccTėee)2 + (ėn)

2)+

m6∥ėee∥2∥eee∥+m7∥ėee∥∥eee∥. (54)

由条件(21),有
1

γ1g
((cccTėee)2 + (ėn)

2) 6 1

2
ėeeTQėee. (55)

当 t趋于+∞时, eee(t)趋于零,因此存在t∗ > Tm,使得
当t > t∗时,

m5∥ėee∥2∥eee∥+m6∥ėee∥∥eee∥ 6 1

4
ėeeTQėee+m8∥eee∥2 (56)

成立,其中m8 > 0为一常数. 将式(55)–(56)代入式
(54),得

V̇3(t) 6 −1

4
ėeeT(t)Qėee(t) +m8∥eee(t)∥2, t > t∗.

这意味着

V3(t) 6 V3(t
∗)+m8

w +∞

t∗
∥eee(τ)∥2dτ < +∞, t > t∗.

(57)

由此知V3(t)在[0,∞)上有界. 这表明,
w t

t−Td

˙̃η2
1(τ)dτ

和
w t

t−Tw

˙̃η2
2(τ)dτ在t ∈ [Tm,+∞)上有界. 进一步地,

根据引理 1,可以推出 η̃1(t)和 η̃2(t)在t ∈ [0,+∞)上

有界. 因此,闭环系统的所有信号有界. 证毕.

本节对第3节给出的控制设计方案进行收敛性分
析.理论分析表明,经过足够多周期的重复学习后,系
统误差将收敛于零,这意味着系统状态将在整个参考
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信号周期上零误差跟踪参考信号.许多已有文献在采
用无限幅学习策略设计学习律时,证明了学习量为L2

意义下有界,本文证明了学习量本身是有界的.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Numerical simulation)
考虑如下二阶非线性不确定系统[2]:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −0.1x2 − x3
1 + w(t) + u,

y = x1,

(58)

系统初态[x1(0) x2(0)]
T = [0.7 0.2]T. 控制目标是

设计合适的控制量,使得系统输出y跟踪期望输出yd,
仿真时,视f(xxx) = −0.1x2 − x3

1, g = 1为未知输入增

益.此处分别针对注1中的情形1和情形2进行仿真.

仿仿仿真真真 1 考虑注1中的情形1,

yd = cos(0.5πt), w(t)=12 cos t,

Td = 4, Tw = 2π,

Td和Tw之间没有或很难找到公倍数.

采用控制律(16)及学习律(17)–(18)进行仿真. 取

α(xxxk,xxxd) =
√
(3(x2

1 + x2
d,1)

2 + 0.01, (59)

满足假设1. 仿真中,取γ1 = 4, µ = 6,

A =

(
0 1

−1 −1

)
, P =

(
12 4

4 8

)
. (60)

由式(60)及式(10)确定的

Q =

(
8 0

0 8

)
. (61)

根据式(19)构造 γ2,可以检验, γ1, g1和Q满足式(21).
仿真结果如图1–3所示. 图1是t ∈ [0, 30]上的系统输

出情况,图2是t ∈ [0, 100]上的输出误差情况,图3为
控制输入随时间的变化情况. 由图1–2可以看出,经过
多周期的重复后, y可以实现对参考信号yd的零误差

渐近跟踪.

仿仿仿真真真 2 考虑注1中的情形2,

yd = cos
2πt

3.5
, w(t) = 12 cos

2πt

4.6
,

Td = 3.5, Tw = 4.6, Tcm = 161,

最小公倍数Tcm ≫ max(Td, Tw). 分别采用本文所提
双周期重复控制方法及以129为周期长度的单周期重
复控制方法进行仿真,仿真参数的选取情况同仿真1.
双周期重复策略下的输出误差情况见图4,单周期重
复策略下的输出误差情况见图5.

对比图4–5,可以看出,在此情形下,双周期重复策
略与单周期重复策略都可以实现输出误差的渐近收

敛,双周期重复策略的误差收敛速度快于单周期重复
策略.

综合以上两个仿真,可以看出:在参考轨迹周期与
扰动信号周期之间无或不易找到公倍数情形,本文提
出的控制方法解决了传统单周期控制方法无法解决

的轨迹跟踪问题;在参考轨迹周期与扰动信号周期均
远小于两者的公倍数情形,采用双周期重复策略可以
获得较单周期重复策略更快的误差收敛速度.

图 1 系统输出y及其参考轨迹yd(情形1)
Fig. 1 System output y and its reference trajectory

yd (Case 1)

图 2 输出误差e1(情形1)

Fig. 2 Output error e1 (Case 1)

图 3 控制输入(情形1)
Fig. 3 Control input (Case 1)
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图 4 输出误差e1(情形2: 双周期重复策略)

Fig. 4 Output error e1 (Case 2: dual-period repetitive strategy)

图 5 输出误差e1(情形2: 单周期重复策略)

Fig. 5 Output error e1 (Case 2: single-period strategy)

6 结结结论论论(Conclusions)
本文针对一类扰动周期长度与参考轨迹周期长度

之间无公倍数的非参数不确定系统,基于Lyapunov方
法设计双周期重复控制器,结合鲁棒策略与双周期重
复学习策略处理非参数不确定性与周期性扰动,采用
无限幅学习算法估计时变参数. 经过足够多个周期的
重复运行后,可实现系统输出以零误差跟踪参考信号.
现有多数相关结果中,对无限幅学习算法中学习量的
收敛性结论为L2意义下有界,本文则证明了闭环系统
中无限幅学习量本身是有界的. 上述双周期重复控制
方法也适用于扰动周期与参考轨迹的周期有公倍数

场合,在该公倍数远大于扰动周期和参考轨迹周期中
的较大者场合,双周期重复控制方法可以显著地提高
闭环系统的误差收敛速度.
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