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摘要:基于连续鼠疫病模型,通过零阶保持器得到相应的离散模型. 由于随机扰动的存在,提出相应的随机鼠疫
病模型. 设计卡尔曼滤波器,估计随机模型的状态变量以及降低噪声影响.采用核范数最小化方法代替奇异值分解,
得到输入输出投影矩阵的低秩矩阵逼近.通过交替方向乘子法求解此优化问题,得到输出变量的最优解. 根据世界
卫生组织的非洲人类鼠疫病数据,利用本文提出的方法得到随机鼠疫病模型. 仿真研究表明提出方法的有效性和
精确性.
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Abstract: Based on the continuous-time model of plague, the discrete-time model is given by the zero-order holder. Due
to the fact that the stochastic disturbances are existing, the stochastic model of bubonic plague is proposed corresponding
to the discrete-time model. The state estimation and noise reduction of the model are obtained by means of designing a
Kalman filter. Nuclear norm minimization is used, instead of the singular value decomposition, to structure the low-rank
matrix approximation of the input-output projection matrix. In addition, the nuclear norm optimization problem is solved by
the alternating direction method of multipliers and the optimal solution of the output variables of the minimization problem
is obtained. According to the data of human plague in Africa from the World Health Organization, the stochastic model of
bubonic plague is identified by using the proposed method. The simulation results indicate the efficiency and accuracy of
the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
作为系统辨识的重要分支,子空间辨识方法受到

了广泛的关注[1–3]. 它提供了一种辨识系统状态空间
模型的替代方法,并且综合了系统理论、线性代数和
统计学3方面的思想.此方法是根据测量数据和一些
简单的数学工具,像正交三角分解(QR decomposition,
QRD)和奇异值分解(singular value decomposition, SVD)

等来建立数学模型[4]. 子空间方法具有对模型结构先
验知识需求较少,在数值计算中具有一定的鲁棒性,
以及对多变量系统的广泛适用等特点. 从提出至今,
子空间方法在辨识和控制领域得到了很多的关注和

发展.

核范数最小化方法首次由Maryam Fazel提出[5–6],
它可以作为构造低秩矩阵逼近的替代方法. 此方法最
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重要的优点是不同于子空间辨识过程中的SVD,它提
供了一个线性矩阵结构,从而使它的应用非常广泛.
文献[7–8]把核范数最小化方法应用到线性与非线性
系统的辨识之中. 在此基础之上,文献[9–10]提出了
一种加权核范数最小化方法并应用到相应的系统辨

识之中. 在文献[11]中,用核范数启发式方法构建Ha-
nkel矩阵,并且应用到补全矩阵缺失数据的问题之中.
子空间辨识之中最关键的是构建一个由测量输入输

出数据构成的低秩矩阵逼近.引入核范数最小化方法,
可以保证逼近矩阵的秩最小,从而获得合适合理的模
型阶数.

鼠疫病是一种由高致命的细菌(鼠疫耶尔森菌)引
起的一种传染性疾病. 这种细菌可以引起3种主要的
鼠疫病类型: 黑死病、败血性鼠疫病、肺炎性鼠疫病.
鼠疫病主要通过被感染的老鼠上的跳蚤来传播,如果
被感染的老鼠死亡,跳蚤就会去寻找其他的老鼠,并
且把鼠疫病传播到老鼠种群. 如果老鼠种群的密度低,
跳蚤寻找其他的寄主(人类),所以人类的鼠疫病就由
此发生. 这是鼠疫病的传播机制[12]. 它可以通过一些
数学模型来描述,并且可以用在鼠疫病的控制问题之
中. 文献[13]通过时空随机场理论和地理信息技术建
立了随机鼠疫病模型和分布,从而比较不同疾病的时
空传播模式. 文献[14]利用相同方法建立了随机鼠疫
病模型,利用模型评价种群数量的影响并且研究其传
染病病理学.文献[15]拟合鼠疫病爆发的历史数据提
出了鼠疫病的爆发模型,估计出的模型参数值被应用
在其他鼠疫病爆发的模型中. 文献[16]建立了鼠疫病
模型,分析了它对传染病流行病学的重要性. 一般来
说,鼠疫病模型的建立需要一些先验统计知识和大量
的数据,这导致了繁重的统计工作和模型的不精确性.

子空间辨识方法克服了以上建模的不足之处,并
且在数值计算中具有一定的鲁棒性. 又由于实际情况
中存在随机扰动的影响,考虑用卡尔曼滤波器进行降
噪处理. 所以本文采用基于卡尔曼滤波器的核范数子
空间辨识方法来建立随机鼠疫病的模型. 此方法的主
要优点就是噪声的降低以及模型阶数的选择.应用仿
真例子说明改进的方法比传统的辨识方法具有较高

的精确性.

2 基基基于于于卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波的的的随随随机机机鼠鼠鼠疫疫疫病病病模模模型型型的的的

建建建 立立立(A stochastic model of bubonic plague
is built by Kalman filter)

考虑一类传染病,其特点是感染者康复后对原病
毒具有免疫力,一个人终身最多被一种这样的疾病感
染一次. 例如麻疹、水痘、鼠疫病等为此类传染病. 作
者将总人口分为易感者、感染者和恢复者3类,分别用
S, I和R表示易感者、感染者和恢复者人数. 易感者
一旦被感染就立即变成染病者,感染者恢复后对此传

染并具有持久免疫力,这样的模型为SIR模型[17]. 其
流程图如图1所示.

图 1 SIR模型的流程图

Fig. 1 Flow chart of the SIR model

下面考虑一个鼠疫病的SIR模型[12]:

dS

dt
= r(S +R)− dS − βSλ,

dI

dt
= βSλ− (d+m)I,

dR

dt
= mgI − dR,

(1)

其中: S, I , R分别表示易感者、感染者和恢复者人
数, r是再生率, d是死亡率, β转移率, λ是感染的跳蚤
数, m−1是传染周期, g是恢复率.总人数为Z = S+

I +R.

模型(1)相应的矩阵形式是Ẋ(t) = AX(t),

Z(t) = BX(t),
(2)

其中:

A =

r − d− βλ 0 r

βλ −(d+m) 0

0 mg − d

 ,

X(t) =

S(t)

I(t)

R(t)

 , B = (1 1 1).

考虑到随机扰动,如天气、地理环境、病人的身体
素质等影响,模型(2)相应的带有随机扰动的模型为{

Ẋ(t) = AX(t) +W (t),

Z(t) = BX(t) + V (t),
(3)

其中W (t), V (t)是零均值、白噪声信号.

M [W (t)W T(t′)] = Q(t)δ(t− t′),

M [V (t)V T(t′)] = P (t)δ(t− t′),

M [·]是期望值算子, Q(t), P (t)是噪声强度, δ(·)是
delta函数.

根据文献[18],假设模型(3)的最优滤波器为
˙̂
X(t) = CX̂(t) +DZ(t), (4)

其中C,D是不确定矩阵.

定义状态误差E(t) = X̂(t)−X(t)并且最小化

M{[E(t)][E(t)]T}.

从模型(3)和相应的滤波器(4),可以得到
˙̂
X(t)− Ẋ(t)=CX̂(t)−AX(t)+DZ(t)−W (t),
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Ė(t)= CX̂(t)−AX(t)+DBX(t) +

DV (t)−W (t).

更进一步,有
Ė(t) = (C −A+DB)X(t) +CE(t)+

DV (t)−W (t),

E(t0) = −Z0
0 ,

(5)

其中Z0
0是Z0的中心化随机变量.

根据方程(5)和滤波器(4)的无偏性,

(C −A+DB)M [X(t)] = 0.

因为M [X(t)] ̸= 0,有

C = A−DB. (6)

把式(6)代入滤波器(4),模型(3)相应的滤波器为
˙̂
X(t) = (A−DB)X̂(t) +DZ(t).

为了获得矩阵D,必须满足以下条件:

min
D

M [ET(t)E(t)] = min
D

RE(t), (7)

其中RE(t) = tr(R(t)), tr(·)代表矩阵的迹.

条件(7)等价于

max
D

(−ṘE(t)) = max
D

(−tr(Ṙ(t))). (8)

把式(6)代入滤波器(5),有{
Ė(t) = (A−DB)E(t) +DV (t)−W (t),

E(t0) = −Z0
0 .

(9)
方程(9)的解为

E(t) =−Z0
0g(t, t0) +w ∞

−∞
g(t, τ)(D(τ)V (τ)−W (τ))dτ , (10)

其中g(t, τ)是脉冲响应函数矩阵, g(t, t) = I(t)是单

位阵.

对于式(8),定义R(t) = M [E(t)ET(t)]. 利用式
(10), Ṙ(t)为

Ṙ(t) =
dM [E(t)ET(t)]

dt
=

M [Ė(t)ET(t) +E(t)ĖT(t)] =

(A−DB)R(t)+R(t)(A−DB)T+DQDT+P .

(11)

为了得到min
D

M [ET(t)E(t)],必须满足以下条

件:

∂(trṘ)

∂DT
= 0,

也就是说,
∂

∂DT
(tr(−DBR−RBTDT +DQDT)) = 0,

−BR−BRT +QDT +QTDT = 0,

D = RBTQ−1. (12)

把式(12)代入式(11),有

Ṙ = AR+RAT −RBTQ−1BR+ P .

所以,模型(3)的最优滤波器为
˙̂X = AX̂(t) +BU(t) +D(Z(t)−B(t)X̂(t)),

其中: D是稳态卡尔曼滤波器增益, e(t)为零均值白
噪声,并且

e(t) = Z(t)−BX̂(t).

定义e(t)的二阶矩为M [e(t)e(t)T] = Sδ(t),其
中S是噪声强度, δ(t)是delta函数.

所以模型(3)转化为{
Ẋ(t) = AX(t) +De(t),

Z(t) = BX(t) + e(t).
(13)

利用零阶保持器,模型(13)相应的离散模型为{
x(k + 1) = Fx(k) +Ke(k),

z(k) = Bx(k) + e(k),
(14)

其中: F = eAT, K =
w T

0
eATdτD, e(k)是相应的

噪声序列.

通常情况下,鼠疫病模型是利用连续时间的微分
方程来表示. 但实际上,鼠疫病的染病者和恢复者人
数的统计数据是一个离散序列. 所以用离散时间的模
型去研究传染病,能够更准确地反映鼠疫病传播的规
律[19]. 并且离散的鼠疫病模型在系统辨识和数值模拟
方面比连续模型更加方便.所以本文把模型(13)转化
为离散形式(14),再进行辨识. 在下部分中,模型(14)
的系数矩阵将被辨识.

3 核核核范范范数数数最最最小小小化化化子子子空空空间间间辨辨辨识识识 (Subspace
identification by nuclear norm minimization)
在子空间辨识过程中,奇异值分解是确定广义能

观性矩阵列空间的基本工具. 去掉较小的奇异值会影
响辨识模型的精确性. 换句话说,确定一个模型合适
的阶数常常是很困难的. 并且构造一个秩最优化的问题
是非确定性多项式困难(non-deterministic polynomial–
hard, NP–hard)问题.核范数最小化方法是获得低秩矩
阵逼近的有力工具,从而就会获得合适的模型阶数.

3.1 输输输出出出序序序列列列投投投影影影矩矩矩阵阵阵的的的推推推导导导(The deriving of
projection matrix of the output sequences)
根据文献[20–21]的记法,首先定义模型(14)的广

义状态空间模型为

Zf = ΓfXk +LfEf , (15)

其中: 下标“f”表示“将来”, Xk是状态序列, Ek是
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随机扰动矩阵, Γf是广义能观矩阵, Lf是Toeplitz矩
阵,表示如下:

Xk = (xk xk+1 · · · xk+N−1),

其中:

Γf =


B

BF
...

BF f−1

 ,

Lf =


I 0 · · · 0

BK I · · · 0
...

...
...

...
BF f−2K BF f−3K · · · I

 .

输出Hankel矩阵为

Z0|2i−1 =



z0 z1 z2 · · · zj−1

z1 z2 z3 · · · zj
· · · · · · · · · · · · · · ·
zi−1 zi zi+1 · · · zi+j−2

zi zi+1 zi+2 · · · zi+j−1

zi+1 zi+2 zi+3 · · · zi+j

· · · · · · · · · · · · · · ·
z2i−1 z2i z2i+1 · · · z2i+j−2


=

(
Z0|i−1

Zi|2i−1

)
=

(
Zp

Zf

)
.

对于模型(15),定义

Xk = LzZp + F p
KXk−p, (16)

其中: 下标“p”表示“过去”,

FK = F −KB,

Lz = [IK FKIK · · · F p−1
K IK ],

Xk−p = [xk−p xk−p+1 · · · xk−p+N−1].

对于一个正数p,不论p取多大值,有F p
K
∼= 0,并且

将式(16)代入式(15),有

Zf = ΓfLzZp +LfEf = ΨZp +LfEf . (17)

由于Ef , Zp是不相关的,有
1

N
EfZ

T
p → 0, N → ∞.

对于模型(17),有

ZfZ
T
p = ΨZpZ

T
p +LfEfZ

T
p = ΨZpZ

T
p ,

所以Ψ = ZfZ
T
p (ZpZ

T
p )

−1,可以得到

Θ=ΨZp=ΓfLzZp=W1ΨW2≃UnSnV
T
n , (18)

其中W1和W2是加权矩阵,

W1 = I, W2 = (ZpZ
T
p )

1
2 .

传统的子空间辨识方法是对式(18)进行奇异值分
解,确定广义能观性矩阵列空间,从而求得系统(14)
的系统矩阵F ,K,B. 改进的核范数最小化方法是对
式(18)构造优化问题,得到最优输出序列之后进行系
统矩阵的辨识. 具体方法见以下部分.

3.2 系系系统统统矩矩矩阵阵阵的的的辨辨辨识识识(The identifying of the system
matrices)
子空间辨识过程中构建低秩矩阵逼近,但是却不

能保证获得模型的最优阶数. 本文设计基于核范数的
子空间辨识方法来解决以上问题.具体步骤如下:

步步步骤骤骤 1 构建核范数最小化问题.

构造低秩矩阵逼近优化问题为

min
z

rankΘ(z), (19)

其中z是最优变量.

实际上,秩最小化问题是NP–hard问题[20],所以问
题(19)转化为

min
z

∥Θ∥∗ + β∥z − zm∥22, (20)

其中: ∥ · ∥∗是核范数, Θ(z)是线性函数,第2项是二次
惩罚, β是加权参数.

步步步骤骤骤 2 求解核范数最小化优化问题.

下面采用交替方法乘子法求解此优化问题.定义
一个新变量Y = −Θ(z),问题(20)的增广拉格朗日问
题为

Lρ(Y , z,∆) = ∥Y ∥∗ +
1

2
∥z − zm∥22 −

< ∆,Y +Θ(z) > +
ρ

2
∥Y +Θ(z)∥2F, (21)

其中: ρ > 0是惩罚参数, ∥ · ∥F表示Frobenius范数, ∆
是对偶变量.

这个过程通过多步迭代完成. 并且每步迭代包括
Y –最小化, z–最小化,并且更新∆.

应用式(21),给出
(z − zm) +∆Θ∗ + ρΘ∗(Θ(z)− Y ) = 0,

z − zm +∆Θ∗ + ρΘ∗(Θ(z)− ρΘ∗Y = 0,

z + ρNz = Θ∗(ρY −∆) + zm,

(22)

其中: Θ∗是矩阵Θ的伴随矩阵, N是半正定矩阵,且
满足Nz = Θ∗(Θ(z)).

从条件(22),有
z = (ρN)−1(Θ∗(ρY −∆) + zm),

Y = UD 1
ρ
(Θ(z) +

∆

ρ
)V T,

∆ = ∆+ ρ(Θ(z)− Y ),

(23)
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其中: D 1
ρ
(·)是软阈值算子,

D 1
ρ
(Θ +

∆

ρ
) = diag{max(0, σ − 1

ρ
)},

U ,V , σ可以通过Θ(z) +
∆

ρ
= Udiag{σ}V T奇异

值分解来得到.

步步步骤骤骤 3 终止条件.

得到z, Y和∆之后,改进方法的终止条件定义为

∥rk∥ = Θ(z)− Y ,

∥sk∥ = ρΘ∗(Y p − Y ),

ϵp =
√
pqϵa + ϵrmax {∥Θ(z)∥F, ∥Y ∥F} ,

ϵd =
√
nϵa + ϵr∥Θ∗(∆)∥2,

其中: 矩阵Y p是Y的前项迭代值, ϵa是绝对误差,
ϵr是相对误差.

在凸优化问题中,惩罚参数ρ经常取一个常数,这
会降低方法达到一致性的速度.

所以,定义

ρ :=


τρ, |rk∥F > µ∥sk∥2,
ρ

τ
, |sk∥2 > µ∥rk∥F,

ρ, 其他,

其中µ>1并且τ >1是参数(通常定义µ=10, τ=2).

所以改进方法的终止条件是∥rk∥6ϵp, ∥sk∥6ϵd.

步步步骤骤骤 4 辨识系统矩阵.

为了得到式(15)的能观性矩阵Γf ,在计算出z之

后,可以对Θ(z)进行奇异值分解:

Θ(z)=ΨZp=ΓfLzZp=W1ΨW2≃UnSnV
T
n .

(24)
更进一步,有

Γf = UnS
1
2
n . (25)

根据式(25),系统矩阵F̂ , B̂可以通过Γf得到

F̂ = Γ †
f−1Γ

2:f
f , B̂ = Γf(1 : ny, :),

其中: Γf−1是Γf的(f − 1)块行,上方标注†表示相应
的广义逆矩阵, Γ 2:f

f = Γf−1F .

系统矩阵K̂为

K̂ = arg min{
N∑

k=1

∥xk − K̂ek]∥2}.

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulations)
为了证明提出方法的有效性,利用世界卫生组织

从1954年到2010年关于非洲人类鼠疫病的数据,可参
照 网 址 ( http://www.who.int/gho/publications/world
health statistics/en/),染病者人数和恢复者人数数据长
度为n = 1000,其数据具有非高斯、非线性特点. 通
过模型(14),其中e(k)为均值为零,方差为1的高斯白
噪声序列. 用第3.1节中传统的子空间辨识方法N4SID
(numerical algorithms for subspace state space system

identification),利用式(18)对染病者人数和恢复者人
数构造投影矩阵Θ,确定广义能观性矩阵Γf列空间,
然后得到系统矩阵为

F =

 0.1191 0.6749 − 0.0604

−0.0680 0.1806 0.8216

0.2957 − 0.0494 0.3896

 ,

B =

(
−0.7609 0.0366 0.1186

0.0644 0.4182 0.1366

)
,

K =

−1.2281 − 0.6449

−1.0912 1.2148

0.7248 − 0.6299

 .

用改进的核范数子空间辨识方法,首先根据式
(18)得到染病者人数和恢复者人数投影矩阵Θ,对其
利用式(19)构建核范数最小化问题,然后通过第3.2节
中式(21)求解此问题,利用式(23)更新z,Y ,∆,得到
最优输出序列z. 最后对式(24)进行奇异值分解,通过
式(25)确定的广义能观性矩阵Γf ,得到系统矩阵为

F̂ =

 0.1211 0.7085 − 0.0598

−0.0711 0.1775 0.8015

0.3025 − 0.0521 0.4120

 ,

B̂ =

(
−0.7505 0.0322 0.1098

0.0599 0.4256 0.1299

)
,

K̂ =

−1.1992 − 0.8950

−1.1003 1.1056

0.7320 − 0.6022

 .

传统方法与改进方法的最大奇异值指标的比较如

图2所示. 可以看出,改进方法的最大奇异值比经典方
法要低,这说明改进方法得到的投影矩阵(18)秩比经
典方法有更低的秩,所以更容易得到模型(14)的阶数.

图 2 传统方法与改进方法的最大奇异值指标
Fig. 2 The largest singular values index of the traditional

method and improved method

真实模型和传统方法以及改进方法辨识模型的伯

德图分别如图3–4所示. 比较图3–4,可以看出图4中真
实模型和辨识模型的增益曲线比图3更逼近.这说明
改进的核范数子空间辨识方法比传统的子空间方法

辨识的随机鼠疫病模型有更高的精确性.
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图 3 真实模型和传统方法辨识模型的伯德图

Fig. 3 The Bode Plot of real model and identified model by the traditional method

图 4 真实模型和改进方法辨识模型的伯德图

Fig. 4 The Bode Plot of real model and identified model by the improved method
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为了评估提出方法的性能,采用均方根误差
(root mean squared error, RMSE)和预测误差平方和(sum
of squares of the prediction error, SSPE)指标[22–23],计算
公式分别如下:

RMSE =
∥y − ŷ∥

n
, (26)

其中: n是数据长度, ŷ系统(14)的预测输出.

SSPE = 100(
∥y − ŷ∥
∥y2∥ ). (27)

传统的N4SID方法和改进的核范数子空间辨识方法
模型的预测误差如表1所示.

表 1 传统的N4SID方法和改进的核范数子空间辨识
方法模型的预测误差

Table 1 Prediction error of traditional N4SID and im-
proved method models

传统方法 改进方法

RMSE SSPE RMSE SSPE

染病者人数 0.0421 0.0395 0.0356 0.0331
恢复者人数 0.0352 0.0415 0.0235 0.0324

从表1的预测结果可以看出,改进的核范数子空
间辨识方法的RMSE和SSPE指标都比传统的N4SID方
法要小,这说明改进的子空间辨识方法比传统的辨识
方法具有更高的辨识精度.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了基于卡尔曼滤波器的核范数子空间辨

识的改进方法. 在辨识过程中设计卡尔曼滤波器,估
计系统的状态并降低噪声的影响.通过核范数最小化
方法得到了输出投影矩阵的低秩矩阵逼近,从而降低
了确定系统阶数的困难.所提出的方法成功地解决了
随机鼠疫病模型的建立问题,仿真结果表明提出的方
法有更好的辨识性能.
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