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摘要:本文研究多智能体聚合博弈的分布式算法设计.其中,个体的成本函数具有非光滑性. 提出一个连续时间
分布式算法,使得每个个体仅利用本地数据及局部的信息交互就能达到纳什均衡. 利用李雅普诺夫方法,证明了算
法的收敛性. 在此基础上,进一步研究了带有耦合不等式约束博弈的广义纳什均衡求解. 仿真结果验证了方法的有
效性.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,多智能体系统的分布式算法备受关注. 一

方面,多智能体系统在众多研究领域中广泛存在,如
网络计算、电力系统、金融经济和人工智能等[1–3]. 另
一方面,分布式算法能够使每个个体仅通过本地数据
及与邻居的信息交互就可以实现特定目标,具有不依
赖中心节点、对通信噪声和环境不确定具有鲁棒性、

适合于大规模问题、较低的计算与通信复杂度等许多

优点. 事实上,分布式算法早在20世纪80年代互联网
兴起之初就被提出,并取得了丰富的研究成果[4–5]. 主
要的应用场景是计算机网络. 现如今,具备一定感知、
存储、计算及(无线)通信能力,可以灵活移动的智能
物理对象(多智能体)联网后形成的信息物理融合系
统,对分布式算法提出了更高的要求,比如尽量降低
对通信的依赖、适当考虑物理对象的动力学特性[6]等

等.
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在分布式算法的研究领域中,分布式凸优化是最
活跃的研究分支之一,如文献[7–8]. 而且,连续时间
的算法得到越来越多研究者的青睐[9–13]. 一方面,连
续时间算法形式比较简洁、结构清晰,且可以借助微
分方程、微分包含和控制论中关于稳定性、收敛性的

分析和证明方法. 另一方面,连续时间算法更适合在
物理对象中实现,还可以利用廉价而高效的模拟电路
来实现[14]. 此外,许多重要的分布式优化背景(如机器
学习[15])都涉及到非光滑的目标函数,因此非光滑分
布式算法也是重要的研究分支,如文献[7, 10–13]. 文
献[16]对近年来国内外分布式优化算法研究及应用进
行了较详细的综述.
博弈论是研究多个决策者行为的工具,在社会学、

经济学、工程等领域中具有广泛应用. 实际问题中,个
体(或决策者)的目标函数往往相互制约(如存在竞争
关系),且由于网络带宽、稀缺资源或供需平衡等因素
的限制,个体的决策变量是相互耦合的. 博弈论指出,
纳什均衡或广义纳什均衡是这一大类问题的较恰当

的解. 事实上,博弈论的一个重要研究分支,就是针对
各种耦合与冲突及所产生的现象,提供理论依据,并
给出有效的分析和预测,设计可以达到均衡的学习算
法. 将博弈论引入到多智能体系统中,能够借助其理
论体系解决一些不可避免的矛盾,同时也极大丰富了
系统设计思路,有利于进一步提高系统性能.
由此可见,运用博弈论对多智能体系统要完成的

任务进行建模,设计分布式算法求解相应的纳什均衡,
是目前分布式控制与优化的进一步扩展,亦在博弈论
的基础上考虑了工程方面的因素(即分布式),因而是
工程博弈论的重要课题之一.目前,国内外的相关研
究处于起步阶段. 文献[17–18]考虑了一类零和博弈
纳什均衡分布式求解,而文献[19–20]针对聚合博弈,
给出了求解纳什均衡的分布式算法. 文献[21]对于较
一般的非合作博弈问题,给出了基于Gossip方法的分
布式算法. 对于既有耦合目标函数,又有耦合约束的
情况,属于博弈论中的广义纳什均衡问题.文献[22]在
目标函数和约束信息已知的情况下,给出了分布式求
解算法. 而文献[23]考虑了具有二次型目标函数与线
性约束的聚合博弈,给出了分布式算法,但算法依赖
于特定的具有中心节点的网络拓扑.文献[24]在不考
虑局部约束的情况下,给出了具有半全局收敛的连续
时间分布式算法. 文献[25]考虑了具有非线性聚合项
的聚合博弈问题,同时考虑了耦合的等式约束,提出
了不依赖于中心节点的分布式算法.
本文旨在设计分布式算法求解聚合博弈的纳什均

衡. 聚合博弈[26–27]是一类重要的博弈模型,包括著名
的纳什—–古诺博弈.这里考虑较一般的情况,与文献
[25]类似,允许非二次型的成本函数和非线性的聚合
项.而且,成本函数可以具有一定的非光滑性. 文献
[19, 25]给出的算法不能解决本文所考虑的问题,因为

这些算法都要求成本函数是光滑的. 本文的主要贡献
归结如下:
·考虑了一类较一般的聚合博弈问题,其成本函

数可以是非二次型的,而聚合项可以是非线性的,并
且成本函数可以是非光滑的.
·提出一个连续时间的分布式算法,结合次梯度

下降、投影方法以及李雅普诺夫函数,证明了即使在
非光滑的情况下算法仍收敛到博弈问题的纳什均衡.
因此,本文的方法也推广了已有工作[19, 25]中的成果.
·进一步考虑了带有耦合不等式约束的聚合博弈

问题,给出分布式算法求解广义纳什均衡问题.
本文的结构如下: 第2节给出必要的预备知识;第

3节给出问题描述;第4节给出分布式算法的设计与分
析;第5节进一步讨论并求解广义纳什均衡问题;第6
节给出仿真算例;最后,第7节总结本文.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
本节给出符号说明和预备知识: R和R+分别表示

实数集和非负实数集; Rn表示n维欧式空间;对于向
量v ∈ Rn, vT表示其转置,用∥v∥表示v的2--范数,而
用|v|表示v的1--范数;对于列向量z1, z2, · · · , zN ,用
col(z1, · · · , zN)表示由它们依次排成的列向量;对于
矩阵A,B,用A⊗B表示它们的克罗内克积;用sgn(·)
表示集值符号映射,它的每个分量是一个集值符号函
数,也用sgn表示,定义为

sgn(y) ,


{1}, y > 0,

{−1}, y < 0,

[−1, 1], y = 0.

集合C ⊆Rn称为凸集,如果z1, z2 ∈ C, 06λ 61

⇒λz1 +(1− λ)z2 ∈ C. 对于闭凸集C ⊆Rn,投影映
射PC : Rn → C定义为

PC(x) , argmin
y∈C

∥x− y∥.

关于投影映射,下面3个性质成立[28]:

(x− PC(x))
T(PC(x)− y) > 0, ∀ y ∈ C, (1)

∥PC(x)− PC(y)∥ 6 ∥x− y∥, ∀x, y ∈ Rn, (2)

d

dx
∥x− PC(x)∥2 = 2(x− PC(x)), ∀x ∈ Rn. (3)

设x ∈ C,集合C在x处的法锥定义为

NC(x) , {v ∈ Rn | vT(y − x) 6 0, ∀ y ∈ C}.

集值映射F : Rn⇒Rn表示将Rn中的点映射到Rn

中的集合[29]. 称F在集合Ω上严格单调,如果

(x1 − x2)
T(y1 − y2) > 0,

∀x1 ̸= x2 ∈ Ω , y1 ∈ F (x1), y2 ∈ F (x2),

称F在集合Ω上是上半连续的,如果对于任意x∈Ω和

任意包含F (x)的开邻域N ,都存在x的邻域M满足

F (M)⊂N . 称F是紧值的,如果集合F (x)是紧集. 称
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F是凸值的,如果集合F (x)是凸集.

一个微分包含具有如下形式:

ẋ ∈ F (x), x(0) = x0, (4)

其中: F是一个集值映射. 称x(t), t ∈ [0,+∞)是式(4)
的解或轨迹,如果x(t)是绝对连续的,且几乎处处满
足式(4).

多智能体网络中的信息交互关系可以用图论中的

图来描述[30]. 一个图由节点集V和边集E描述,记作G
= {V, E}. 若个体i能向个体j发送信息,则(i, j) ∈ E
且个体j属于个体i的邻居集合Ni = {j|i, j ∈ E}. 图
G称为无向的,如果(i, j) ∈ E ⇔ (j, i) ∈ E . 图G称为
连通的,如果任何两个节点之间存在由边组成的路径.
无向图G的邻接矩阵A = [aij] ∈ RN×N满足aij = 1

⇔ (i, j) ∈ E , aij = 0 ⇔ (i, j) /∈E . G的拉普拉斯矩
阵定义为L = D −A. 其中: D= diag{d1, · · · , dN},

di =
N∑
j=1

aij .

3 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
多人聚合博弈可以用参与人、策略集合、成本函

数这3个基本要素进行描述. 用V , {1, · · · , N}表示
参与人的标签集合.用Ωi⊂Rni表示第i个参与人的策

略集合,而用xi表示该参与人的决策变量. 用Ji(xi,

x−i) : Ω → R表示第i个参与人的成本函数,其中
x−i , col(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xN), (5)

Ω , Ω1 × · · · × ΩN ⊂ Rn (6)

分别表示除xi之外的所有决策变量和所有策略组合x

, col(x1, · · · , xN)构成的集合(n=n1+· · ·+nN ). 对
于每个i ∈ V ,第i个参与人的目标是,针对当前的x−i,
选择决策变量xi ∈ Ωi,使得成本函数Ji(·, x−i)达到

最小. 此外,对于聚合博弈,还有一个聚合映射σ : Rn

→ Rm,定义为

σ(x) , 1

N

N∑
i=1

φi(xi), (7)

其中φ : Rni →Rm将局部决策变量映射到聚合项.而
且,成本函数满足

Ji(xi, x−i) = fi(xi) + gi(xi, σ(x)), (8)

其中: fi : Rni → R, gi : Rni × Rm → R.

注注注 1 对所考虑的聚合博弈,这里给出一些说明.

·虽然聚合博弈的成本函数具有较特殊的形式,但它并
不失一般性. 这是因为,总可以选取映射σ(x) = x将一个博

弈问题变换成聚合博弈的形式.

·在许多聚合博弈问题中, m很小. 因此,采用聚合博弈

模型通常能够大大简化问题的描述. 另外,聚合项通常具有

重要的实际意义,如公共资源、市场价格、选举投票等[26–27].

下面给出博弈论中十分重要的纳什均衡的定义.

定定定义义义 1 称一个策略组合x∗ ∈ Ω为纳什均衡,如

果对于任意的i ∈ V ,都有

Ji(x
∗
i , x

∗
−i) 6 Ji(y, x

∗
−i), ∀ y ∈ Ωi. (9)

条件(9)表明,在纳什均衡点处,每个参与人的成
本函数都在当前状态下达到最小. 单独改变某个参与
人的策略不会使其成本函数降低. 因此,纳什均衡点
是所有参与人都能接受的解. 工程上,希望给出分布
式算法,使得所有的参与人能够达到纳什均衡.
下面给出基本的假设条件:

假假假设设设 1 对于每个i ∈ V , Ωi是紧凸集, sup
y∈Ωi

∥y∥

6 δi. fi, gi, φi是利普希茨连续的,从而Ji也是利普希

茨连续的,设其利普希茨常数为κi > 0,而φi的利普

希茨常数为νi > 0. 此外, gi和φi是可微的, ∥∇gi∥ 6
γi,且∇σgi(xi, σ)关于变量σ是利普希茨连续,其利普
希茨常数为µi > 0.

假设1的限制性不强,它要求所考虑的集合与函数
具有“有界性”,通常在工程中都成立. 此外,假设1不
要求成本函数Ji可微,即Ji可以是非光滑函数,因此
它比文献[19, 25]中的假设更弱.
定义集值映射

F (x) , col{F1(x), · · · , FN(x)}, (10)

G(x, y) , col{G1(x1, y1), · · · , GN(xN , yN)}, (11)

其中:
Fi(x) , ∂xi

fi(xi) +∇xi
gi(xi, σ(x)) +

1

N
∇σgi(xi, σ(x))

T∇φi(xi),

Gi(xi, yi) , ∂xi
fi(xi) +∇xi

gi(xi, yi) +

1

N
∇σgi(xi, yi)

T∇φi(xi).

容易看出,若yi = σ(x),则Gi(xi, yi) = Fi(x).
下面进一步给出关于映射F (x)的假设条件.

假假假设设设 2 映射F (x)在集合Ω上是严格单调的.

由于本文考虑分布式算法设计,参与人之间的信
息交互可以由一个网络拓扑图G来描述,这里给出关
于它的假设条件.

假假假设设设 3 图G是无向的连通图(这里允许G是定
常或时变的).

假设2–3的限制性也不强,它们出现在[19, 25]等
文献中. 注意到,假设3允许G是时变的,因此它比文
献[24]中的假设更弱.
于是,本文要解决的问题是: 在假设1–3的前提条

件下,设计分布式算法求解聚合博弈的纳什均衡.

4 算算算法法法设设设计计计和和和分分分析析析 (Algorithm design and
analysis)
本节首先给出分布式算法. 然后对算法进行分析,

给出收敛性证明.
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本文设计的分布式算法如下:

∀ i ∈ V :



żi ∈ −zi + xi −Gi(xi, ηi),

ζ̇i ∈ α
∑

j∈Ni

sgn(ηj − ηi),

xi = PΩi
(zi),

ηi = ζi + φi(xi).

(12)

算法的初始值设置为

zi(0) = 0, ζi(0) = 0. (13)

算法的参数α满足

α > 2max
i∈V

νi(δi + κi), (14)

其中νi, δi, κi是假设1中的上界值.

注注注 2 算法(12)给出了决策变量xi的更新律.其中: zi,

ζi是算法的内部状态, xi, ηi是算法的输出量. 可以看出,该算

法仅要求第i个参与人利用本地变量与数据zi, xi, Gi, ηi及邻

居的变量ηj , j ∈ Ni进行策略的更新. 因此,该算法是分布式

的,且不依赖于具有中心节点的网络拓扑.与传统的(集中式)

算法相比,该算法中的每个个体不需要获取全局信息,降低了

对通信的依赖,更适合在多智能体系统中应用.

下面对给出的算法进行分析.为此,首先给出在分
析过程中要用到的两个引理.

引引引理理理 1[25] 在假设3的前提条件下,如果

α > (N − 1)f̄ , f̄ > sup
t∈[0,∞)

∥ṙi(t)∥, ∀ i ∈ V ,

则系统
µ̇i(t) ∈ α

∑
j∈Ni(t)

sgn[νj(t)− νi(t)],

νi(t) = µi(t) + ri(t), µi(0) = 0,
(15)

满足 lim
t→+∞

νi(t)−
1

N

N∑
k=1

rk(t) = 0,且是指数收敛的.

引引引理理理 2 在假设1和假设2的前提条件下,博弈问
题的纳什均衡点存在且唯一.而且,策略组合x∗ ∈ Ω

是纳什均衡点的充分必要条件是

0 ∈ F (x∗) +NΩ(x
∗). (16)

证证证 若x∗ ∈ Ω是纳什均衡点,即满足式(9),则x∗
i

是Ji(·, x∗
−i)在Ωi上的极小点. 根据一阶最优条件[28],

0∈Fi(x
∗) +NΩi

(x∗
i ). 剩下的部分仅需证明方程(16)

的解是存在唯一的. 存在性由角谷静夫(Kakutani)不
动点定理[29]得出,而唯一性由F (x)的严格单调性得

出. 证毕.
接下来,证明算法(12)收敛到纳什均衡.

定定定理理理 1 在假设1–3的前提条件下,存在状态轨
迹(zi(t), ζi(t))和输出轨迹(xi(t), ηi(t))满足算法(12)
描述的动力学,并且它们都是有界的. 进一步,

lim
t→+∞

xi(t) = x∗
i , (17)

其中x∗是所考虑的聚合博弈问题的纳什均衡点.

证证证 方程 (12)中,右端的集值映射是上半连续
的,且具有紧、凸值.根据文献 [29],存在轨迹 (zi(t),

ζi(t))以及 (xi(t), ηi(t)). 此外,根据引理 2,存在纳什
均衡x∗ ∈ Ω .

选取李雅普诺夫函数如下:

V (z) , 1

2
(∥z − x∗∥2 − ∥z − PΩ(z)∥2), (18)

其中z , col(z1, · · · , zN). 一方面,根据式(1),并注意
到PΩ(z) = x,有

∥z − x∗∥2 = ∥z − PΩ(z) + PΩ(z)− x∗∥2 =
∥z − PΩ(z)∥2 + ∥PΩ(z)− x∗∥2 +
2(z − PΩ(z))

T(PΩ(z)− x∗) >
∥z − PΩ(z)∥2 + ∥PΩ(z)− x∗∥2 =
∥z − PΩ(z)∥2 + ∥x− x∗∥2,

因此,

V (z) > 1

2
∥x− x∗∥2. (19)

另一方面,根据式(3),有
dV

dz
= z − x∗ − (z − PΩ(z)) = x− x∗, (20)

因此,对于几乎所有的t ∈ [0,+∞),

V̇ =
N∑
i=1

(xi − x∗
i )

T(−zi + xi −ϖi), (21)

其中ϖi ∈ Gi(xi, ηi). 由式(10)和式(11)可知,对于每
个ϖi ∈ Gi(xi, ηi),都存在一个相应的ωi ∈ Fi(x),使
得

∥ϖi − ωi∥ 6 (γi +
µiνi
N

)∥ηi − σ(x)∥. (22)

令

W ,
N∑
i=1

(xi − x∗
i )

T(zi − xi + ωi), (23)

e , col(e1, · · · , eN), ei , ηi − σ(x). (24)

根据式(1),

(x∗
i − xi)

T(xi − zi) > 0. (25)

根据F (x)的单调性,
N∑
i=1

(x∗
i − xi)

T(ω∗
i − ωi) > 0, (26)

其中: ω∗
i ∈ Fi(x

∗), ωi ∈ Fi(x). 这里,选取特殊的ω∗

∈ F (x∗)使其还满足−ω∗ ∈ NΩ(x
∗). 由式(16),总能

找到这样的ω∗. 于是,根据法锥NΩ(x
∗)的定义,对于

任意x ∈ Ω ,有

−
N∑
i=1

(x∗
i − xi)

Tω∗
i > 0. (27)

从而,根据式(25)–(27), W > 0,且等号成立当且仅当
x = x∗.

另一方面,由于żi ∈ −zi + xi −Gi(xi, ηi)且∥xi



第 5期 梁银山等: 非光滑聚合博弈纳什均衡的分布式连续时间算法 597

−Gi(xi, ηi)∥ 6 δi + κi,有

∥zi(t)∥ 6 δi + κi, ∥żi(t)∥ 6 2(δi + κi). (28)

注意到 φi 是利普希茨连续的,又根据式 (2), xi =

PΩi
(zi)关于zi是利普希茨连续的. 从而, φ(xi(t))关

于t是几乎处处可微的,且满足

∥ d

dt
φi(xi(t))∥ 6 νi∥żi(t)∥ 6 2νi(δi + κi). (29)

于是,根据引理1, e(t)指数收敛到零. 注意到,存在常

数k0 = 2max
i∈V

δi(γi +
µiνi
N

),使得

V̇ 6 −W (t) + k0∥e(t)∥, (30)

所以 w +∞

0
W (t)dt 6

V (0) + k0
w +∞

0
∥e(t)∥dt < +∞. (31)

注意到,前面已经证明了W (t) > 0且等号成立当且仅

当x = x∗. 并且,由W的定义, W (t)关于时间t一致连

续.根据式(31)和巴尔巴拉引理[31],有

lim
t→+∞

W (t) = 0, (32)

进而

lim
t→+∞

x(t) = x∗. (33)

证毕.

注注注 3 对于具有非光滑成本函数的聚合博弈问题,不

能应用文献[25]的算法进行求解,即使将其中的梯度换成次

梯度.因为,在这种情况下,文献[25]中的算法涉及到一个由

次梯度的投影导致的非凸微分包含,关于其轨迹的存在性及

收敛性分析目前仍是较困难的问题[32]. 算法(12)引入了内部

状态zi,对zi的更新用到次梯度,对决策变量xi的获取用到投

影.但投影与次梯度是分开的,避免了上述困难.换句话说,

即使退化为光滑情况,本文的算法也和已有算法相比具有不

同结构.

注注注 4 式(14)给出了参数α需满足的条件.进一步可分

布式地求出α. 首先,每个个体根据本地数据给出αi(0)使其

满足αi(0)>2νi(δi+κi). 然后,按照αi(k+1) = max{αi(k),

αj(k), j ∈ Ni}对变量αi进行更新. 容易证明,每个αi(k)在

N − 1步之内就能够趋同到α , max{αi(0), i = 1, · · · , N}.

另外,对于算法的收敛性,式(14)仅是选取α的一个充分条件,

具有一定的较保性. 事实上,对于任何α > 0,算法在均衡点

附近有一定的吸引域.因此,结合实际中的具体问题,可能存

在保守性更弱的参数选取.

5 广广广义义义纳纳纳什什什均均均衡衡衡问问问题题题(Generalized Nash equi-
librium problem)
本节进一步将算法推广到带有耦合不等式约束的

广义纳什均衡问题.在这类问题中,个体的决策变量

不仅具有局部约束xi∈Ωi,还要满足如下的耦合约束:

h(x) , h1(x1) + h2(x2) + · · ·+ hN(xN) 6 0,

(34)

其中hi : Rni → Rl. 这里,考虑凸约束情况,每个hi都

是可微凸函数. 并且,假定存在策略组合x ∈ Ω ,使得
h(x) < 0. 耦合约束通常用来刻画个体之间因稀缺资
源等因素导致的相互限制,具有重要的实际意义.此
时,定义1中的纳什均衡不再适用,因为该定义没有考
虑耦合约束. 一种有效的修正方法是考虑所谓的变分
均衡[33–34],其定义如下.

定定定义义义 2 记X = {x ∈ Rn |h(x) 6 0}和K = X
∩ Ω . 称一个策略组合x∗ ∈ K为变分均衡,如果

0 ∈ F (x∗) +NK(x
∗). (35)

容易看出,与式(9)相比,式(35)考虑了局部约束与
耦合约束的交集K. 注意到,虽然式(9)和式(35)在形
式上类似,但不能将算法(12)直接推广到后者. 这是因
为,每个个体仅知道局部信息 hi(xi)而非整体信息

h(x),无法进行投影运算PK(·). 受文献[2, 12]启发,
本文给出与式(35)等价的条件,且适合于分布式算法
设计.为此,首先定义

λ , col(λ1, · · · , λN), λi ∈ Rl,

µ , col(µ1, · · · , µN), µi ∈ Rl,

H1(x, λ) , col(λT∇h1(x1), · · · , λT
N∇hN(xN)),

H2(x) , col(h1(x1), · · · , hN(xN)),

X , col(x, λ, µ),

F̂ (X) ,

 F (x) +H1(x, λ)

−H2(x) + (L⊗ Il)λ+ (L⊗ Il)µ

−(L⊗ Il)λ

 ,

Ω̂ , Ω × RlN
+ × RlN .

然后,给出下面结果.

引引引理理理 3 在假设1–2的前提条件下,存在X∗ =

col(x∗, λ∗, µ∗) ∈ Ω̂满足广义方程

0 ∈ F̂ (X∗) +NΩ̂(X
∗), (36)

此时, x∗ ∈ K,且它是满足式(35)的变分均衡.

引理3的证明与文献[2, 12]的证明过程类似,这里
仅给出简要说明. 首先,满足式(35)的变分均衡是存在
的. 这是因为, K = Ω ∩X是紧集,而其他部分与引理
2类似. 然后,证明式(36)的解存在(注意到Ω̂不是紧

集). 选取变分均衡x∗ ∈ K. 由于NK(x
∗)= NΩ(x

∗)+

NX (x
∗)[28]以及法锥NX的乘子坐标表示

[28],存在λ∗

= col(λ∗
0, · · · , λ∗

0) ∈ RlN
+ ,使得

0 ∈ F (x∗) +H1(x
∗, λ∗) +NΩ(x

∗).

再根据h(x∗)=(1N ⊗ Il)
TH2(x

∗)60以及λ∗>0,可
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以得出存在µ∗,使得X∗=col(x∗, λ∗, µ∗)满足式(36),
即式(36)的解集非空.最后,可以证明对于式(36)的任
何一个解X∗,都有x∗ ∈ K且它是满足式(35)的变分
均衡.
类似于算法(12),设计如下分布式算法求解变分均

衡:

∀ i ∈ V :

żi ∈ −zi + xi −Gi(xi, ηi)− λT
i ∇hi(xi),

˙̃
λi = −λ̃i + λi + hi(xi)−

∑
j∈Ni

(λi − λj)−∑
j∈Ni

(µi − µj),

µ̇i =
∑

j∈Ni

(λi − λj),

ζ̇i ∈ α
∑

j∈Ni

sgn(ηj − ηi),

xi = PΩi
(zi),

λi = PRl
+
(λ̃i),

ηi = ζi + φi(xi).

(37)

关于算法(37)的收敛性,有如下结果:

定定定理理理 2 在假设1–3的前提条件下,且图G是定常
的. 则算法(37)的轨迹(zi(t), λ̃i(t), µi(t), xi(t), λi(t))

存在且有界. 并且

lim
t→+∞

xi(t) = x∗
i , (38)

其中x∗是所考虑的带有耦合不等式约束聚合博弈问

题的变分均衡.

定理2的证明与定理1类似,不同之处是,证明过程
中需要将F (x)和Ω替换为 F̂ (X)和 Ω̂ . 不难证明
F̂ (X)是单调的,且关于X中的x分量是严格单调的.
从而仍然可以得出式(38)的收敛结果.为避免重复,这
里略去详细证明.

注注注 5 算法(37)的设计借鉴了文献[12]的输出反馈算

法. 注意到文献[12]仅考虑了分布式优化问题.这里,进一步

考虑带有耦合约束的聚合博弈问题,给出了求解广义纳什均

衡问题的分布式算法(37).

6 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation examples)
本节考虑工程中的需求响应管理,其案例也出现

在文献[22, 24–25]中. 设有N个电力用户需要从供电

商购买并使用电能.对于每个i ∈ V, xi ∈ [ri, r̄i]是需

求量,相应的成本函数为

Ji(xi, σ(x)) = ki(xi − χi)
2 + P (σ(x))xi,

其中: ki是常数, χi是标称用电量,

P (σ(x)) = aNσ(x) + p0

是为了调整电力需求而设置的电价. 其中σ(x) =
1

N
·∑

i∈V
xi. 仿真中,问题和算法的参数如下:

·N = 5, ki = 1, a = 0.04, p0 = 5.

· χ1 = 50, [r1, r̄1] = [45, 55],

χ2 = 55, [r2, r̄2] = [44, 66],

χ3 = 60, [r3, r̄3] = [46, 72],

χ4 = 65, [r4, r̄4] = [52, 78],

χ5 = 70, [r5, r̄5] = [56, 84].

· α = 10.

得到的仿真结果如图1–3所示. 图1表明,每个用
户的决策变量最终收敛到纳什均衡的相应分量. 在初
始的一段时间内(t ∈ [0, 1]), x(t)没有变化,表现出一
定的“时延”. 这是因为,算法的初始状态与纳什均衡
相差较大,变量z在这段时间内进行快速调整,如图2
所示. 而在下一个阶段,算法根据成本函数之间的制
约关系进行变量的更新,并最终达到纳什均衡. 图3给
出了每个ηi的轨迹,它们经过有限时间调整后,一致
地得到对σ(x)的估计.选取不同的参数α,并将相应算
法的稳态值x(10)与纳什均衡x∗做比较,图4给出了该
误差曲线.可见,对于该算例,取α > 1即可.最后,进
一步考虑具有耦合的不等式约束x1+ · · ·+x5 6 250,
算法(37)给出的策略组合轨迹如图5所示. 这些结果验
证了本文给出的方法的有效性.

图 1 策略组合x的轨迹

Fig. 1 Trajectories of strategy profile x

图 2 状态z的轨迹

Fig. 2 Trajectories of state z
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图 3 对聚合量进行估计的变量η的轨迹

Fig. 3 Trajectories of variable η for estimation of

the aggregate

图 4 不同参数α对应的稳态误差曲线

Fig. 4 Steady error curve with respect to different values

of parameter α

图 5 具有耦合不等式约束时策略组合x的轨迹

Fig. 5 Trajectories of strategy profile x with

coupled inequality constraints

7 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了聚合博弈的分布式算法设计问题,提

出一个分布式连续时间算法,证明了算法收敛到博弈
的纳什均衡. 又进一步研究了带有耦合不等式约束博
弈的广义纳什均衡求解. 仿真算例证实了方法的有效
性. 下一步的研究方向包括: 考虑当网络拓扑为有向
图时,相应的算法分析与设计;工程上,有时允许放宽

对精确度的要求,从而可以进一步考虑“次优”、“ϵ--
纳什均衡”或“ϵ--广义纳什均衡”的分布式求解问题.
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