
第 34卷第 11期
2017年 11月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 34 No. 11
Nov. 2017

量量量子子子非非非马马马尔尔尔科科科夫夫夫特特特性性性的的的度度度量量量与与与调调调控控控

DOI: 10.7641/CTA.2017.70634

宋洪婷†

(中国空间技术研究院钱学森空间技术实验室,北京 100094)

摘要:如何全面系统地认识和理解量子非马尔科夫特性是当前量子信息领域的一个热点问题,已经取得了一些
重要的理论与实验研究进展.本文将主要介绍两种分别基于量子互信息与量子Fisher信息矩阵角度的非马尔科夫特
性的刻画准则，并通过两个具体例子,讨论它们与已有度量之间的关系和层次结构. 除此之外,本文利用量子控制
方法,实现了对此量子特性的有效调控,将无记忆的马尔科夫过程转化为有记忆的非马尔科夫过程.
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Quantification and manipulation of quantum non-Markovianity

SONG Hong-ting†

(Qian Xuesen Laboratory of Space Technology, China Academy of Space Technology, Beijing 100094, China)

Abstract: The research of quantum non-Markovianity has rapidly developed and many important theoretical and ex-
perimental progresses have been made. In this work, we will mainly introduce two criteria to detect and quantify quantum
non-Markovianity from the perspective of quantum mutual information and Fisher information matrix, respectively, and
illustrate their basic features through two typical examples. The relationship between them and other approaches is eluci-
dated, and a hierarchial aspect of quantum non-Markovianity is revealed. Furthermore, we adopt quantum control method
to manipulate this quantum feather, and effectively modify the quantum Markovian dynamics to non-Markovian process.
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1 引引引言言言(Introduction)
根据量子系统是否与外界环境发生相互作用,可

以将系统分为开放量子系统与封闭量子系统.然而,
任何一个实际的物理系统,都不可能完全封闭,因此
会不可避免地受到周围环境的影响.此时,系统的演
化不再服从薛定谔方程. 并且通常来讲,系统与环境
之间的相互作用会导致量子相干与量子关联等特性

的损失,阻碍量子信息处理过程的实现. 如何描述开
放量子系统的动力学演化过程,是量子信息技术从理
论走向实际应用的关键.研究开放量子系统演化的一
种常用手段是玻恩–马尔科夫(Born-Markov)近似[1],
它假定量子系统与周围环境处于弱耦合状态,环境系
统很难受到相互作用的影响,并且环境具有非常短的
关联时间,此时环境的记忆效应可以忽略不计.在此
近似条件下,系统主方程呈现Lindblad形式[2–3],其动
力学具有未来时刻的状态只依赖于当前状态的“无记

忆”特点. 此过程也因此被称之为量子马尔科夫过程.

然而对于许多实际的物理系统而言,例如:强耦合
的腔QED体系、自旋波色体系等,玻恩–马尔科夫近
似条件是不成立的. 系统与环境之间的强耦合作用、
二者较大的初始关联、低温、或者有限大小的环境等

特点,使得环境的关联时间通常会远大于系统自身演
化的关联时间,此时记忆效应不能忽略.研究具有记
忆效应的非马尔科夫动力学演化过程具有重要的物

理意义与实际应用价值.而且近年来,越来越多的研
究成果表明: 量子非马尔科夫过程较马尔科夫过程在
量子通信与信息处理任务中具有更多的优越性[4–8],
包括: 制备稳定的量子纠缠态[4]、提高量子通信能力

与保真度[5–6]等.

尽管在经典随机过程理论中,借助联合概率分布
的Kolmogorov层次结构,可以给出经典马尔科夫过程
与非马尔科夫过程的严格定义与刻画[9]. 但是由于量
子理论是基于不对易代数的,且测量通常会影响量子
系统所处的状态,条件概率这一经典概念没有唯一的
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量子对应形式,因此严格的量子马尔科夫过程与非马
尔科夫过程的数学定义以及量子非马尔科夫特性的

本质物理解释,至今仍然是一个开放性问题.国内外
科研人员基于可分性[10]、迹距离[11]、Fisher信
息[12–13]、量子关联[14]、保真度[15]、可获取信息量[16]

以及信道容量[17]等不同的角度,提出了许多量子非马
尔科夫特性的刻画标准.这些度量彼此不同且互不等
价[18–20].

为了更加全面深入的认识量子非马尔科夫特性,
本文将介绍基于量子互信息与量子Fisher信息矩阵的
量子非马尔科夫度量,并通过两个具体的例子揭示它
们与已有度量之间的关系.这两种度量都具有清晰的
信息流动含义,且计算形式简便,易于实验实现. 鉴于
量子非马尔科夫特性在信息处理过程中逐渐显现的

优越性,如何借助量子控制方法对此特性加以调控,
实现无记忆的马尔科夫过程向有记忆的非马尔科夫

过程的转化,也是本文关注的一个重要问题.所得结
果将有助于指导量子非马尔科夫特性的进一步应用

研究.

2 量量量子子子非非非马马马尔尔尔科科科夫夫夫度度度量量量 (Quantifications of
quantum non-Markovianity)
经典随机过程中的马氏性与非马氏性可以借助概

率转移矩阵进行明确的定义与区分[9]. 但是在量子情
形中,由于不对易性等特殊性质,量子马尔科夫特性
与非马尔科夫特性尚没有统一的刻画标准.

起初,绝大多数关于量子非马尔科夫特性的研究
工作都是基于主方程的角度进行的. 通过分析动态演
化过程Λ = {Λt, t > 0}是否具有半群性质、可分性
质,演化过程被划分为量子马尔科夫过程与量子非马
尔科夫过程[21–22]. 这种判定标准类似于经典随机过
程理论中的转移矩阵判定方法,具有比较清晰的物理
含义.但是通常需要精确的模型信息,涉及复杂的动
力学演化求解过程,而且不能有效的量化非马尔科夫
程度.

随着量子信息理论的逐步发展,许多新型的基于
信息理论框架的量子非马尔科夫特性的判定与度量

标准被陆续提出.具体包括: 1) Breuer等人从信息流
动的角度出发,认为非马尔科夫性意味着信息从环境
向系统的回流,借助量子态之间的可区分性刻画量子
非马尔科夫特性[11]; 2) Rivas等人基于量子系统与环
境之间的纠缠演化,刻画非马尔科夫特性[10]; 3) Lu等
人借助量子Fisher信息流动提出了一种非马尔科夫度
量[12]; 4) Rajagopal等人借助动态演化状态与先前时
刻的状态之间的保真度刻画量子非马尔科夫性[15];
5)针对连续变量量子系统, Vasile等人利用保真度刻
画量子态的可区分性,分析信息回流情况,研究了高
斯非马尔科夫特性[23]等. 这些度量大多从具体信息量

的演化出发,关注系统与环境之间的信息交换情况,
借助完全正定的保迹映射性质或量子数据处理不等

式,刻画了量子非马尔科夫特性的不同侧面. 如此定
义的非马尔科夫度量不需要已知任何先验的系统模

型信息,并且可以定量的描述量子非马尔科夫特性.

下面具体介绍一种目前比较常用的量子非马尔科

夫度量: 基于迹距离的非马尔科夫度量[11]. 此度量
由Breuer, Laine和Piilo于2009年提出.他们认为一个
动态演化Λ={Λt, t>0}是马尔科夫(简称为BLP--马
氏)的当且仅当对任意两个初始状态ρ和τ ,在任何时

刻t > 0,
1

2
tr|Λt(ρ− τ)|都是一个关于时间的单调减

少函数. 如果存在某一时刻t0 > 0和某一对初始状态

ρ0和τ0,使得迹距离增加,那么此过程为非马尔科夫
的. 相应的非马尔科夫度量定义为

NBLP(Λ)= sup
ρ,τ

1

2

w
d
dt tr|Λt(ρ−τ)|>0

d

dt
tr|Λt(ρ−τ)|dt,

其中: |A| =
√
AA†, sup是关于所有初始状态ρ和τ

取遍历. 由于迹距离可以刻画两量子状态之间的可区
分程度,即两个态之间的迹距离越大,这两个态越容
易区分,演化过程中的迹距离的变化可以视为量子系
统与环境进行信息交换的过程. 通过将态的可区分性
的减少解释为系统向环境的信息耗散,将迹距离的增
加理解为由环境向系统的信息回流,此度量具有了显
著的信息流动含义.借助量子层析技术等先进的实验
手段,此度量已经在光学装置中得以实现[24]. 但是由
于计算过程涉及复杂的优化求解,实验中需在不同时
刻对不同初始状态进行层析测量,耗费的资源代价较
大.

寻找方便计算和实际应用的度量具有非常重要的

理论意义与应用价值,接下来将着重介绍基于量子互
信息与量子Fisher信息矩阵角度的两种非马尔科夫度
量[13–14].

2.1 基基基于于于量量量子子子互互互信信信息息息的的的非非非马马马尔尔尔科科科夫夫夫度度度量量量(Quantum
non-Markovianity via mutual information)
为了讨论量子系统H上的动态演化过程Λ = {Λt,

t > 0}的马尔科夫特性,现引进一个辅助系统Ha,考
虑复合系统H⊗Ha上的两体量子态ρsa的量子互信息

I(ρsa) = S(ρs) + S(ρa)− S(ρsa)演化情况.

利用量子互信息在局域操作下的单调性[25],可知
一个动态演化过程Λ是可分的,即对于任意的r 6 t,
都存在量子操作Λt,r满足Λt = Λt,rΛr,必然

I(ρsat ) = I((Λt ⊗ 1)ρsa) = I((Λt,rΛr ⊗ 1)ρsa) =

I((Λt,r ⊗ 1)ρsar ) 6 I(ρsar ).

因此,可以定义一个演化过程是互信息意义下的马尔
科夫的(简称为MI--马氏),如果其满足I(ρsat )是 t的单
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调递减函数,即对所有的t > 0,均成立
d

dt
I(ρsat ) 6 0.

若存在某一时刻t0 > 0使得
d

dt
I(ρsat ) > 0,则称此演

化过程为非马尔科夫过程,相应的非马尔科夫度量定
义为

NMI(Λ) = sup
ρsa

w
d
dt I(ρ

sa
t )>0

d

dt
I(ρsat )dt,

其中sup是对复合系统H ⊗Ha上所有的两体量子态

ρsa取最大值.

由于量子互信息刻画了两体系统之间的全部关联,
因此从信息流动的角度来看,此度量是非常根本的,
但是由于该量涉及对H ⊗Ha上所有的两体量子态

ρsa取最优,其计算过程十分困难.在实际中,为简便计
算,可以仅考虑系统与辅助系统之间任意的极大纠缠
态ρsa = |Φ⟩⟨Φ|,相应的简化的非马尔科夫度量
(简称为MI0--非马氏性)为

N0(Λ) =
w

d
dt I(ρ

sa
t >0)

d

dt
I(ρsat )dt,

其中ρsat = (Λt ⊗ 1)|Φ⟩⟨Φ|.
此简化主要是基于以下两点考虑:首先,由Jamiol-

kowski-Choi同构理论可知[26–27],量子操作可与上述
两体量子态之间建立对应关系,进而可以通过研究两
体量子态对量子操作进行刻画;其次,任意混合量子
态都可视作更高维空间上纯态的边缘态,因此对系统
上所作操作的刻画,可以通过更大空间上整体操作对
纯态的作用来反映.因此上述简化合理,且简化后的
非马尔科夫度量具有显著的计算优势.

2.2 基基基于于于量量量子子子Fisher信信信息息息矩矩矩阵阵阵的的的非非非马马马尔尔尔科科科夫夫夫度度度量量量
(Quantum non-Markovianity via Fisher infor-
mation matrix)
考虑两维量子系统的动力学演化过程Λ = {Λt,

t > 0}. 不失一般性,假设系统的初始状态为 ρ0 =

|Ψ⟩⟨Ψ |,其中:

|Ψ⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ eiϕ sin

θ

2
|1⟩, (1)

θ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π)分别编码了系统状态的幅值信

息与相位信息.为了刻画随时间演化,量子系统状态
ρt = Λt(ρ0)所含的参数信息量的变化情况,采用如下
量子Fisher信息矩阵:

F (t) =

(
Fθ(t) Fθϕ(t)

Fϕθ(t) Fϕ(t)

)
,

其中:

Fθ(t) = trρtL2
θ, Fϕ(t) = trρtL2

ϕ,

Fθϕ(t) =
1

2
trρt(LθLϕ + LϕLθ),

此处Lθ与Lϕ为对称对数导数,分别满足

∂

∂θ
ρt =

1

2
(ρtLθ + Lθρt),

∂

∂ϕ
ρt =

1

2
(ρtLϕ + Lϕρt).

由L†
θ=Lθ, L†

ϕ=Lϕ,可得出量子Fisher信息矩阵F (t)

是厄米矩阵. 根据量子Cramér-Rao不等式,此矩阵可
以给出参数无偏估计的均方误差的下界[28–29].
为了只关注动力学演化过程Λ = {Λt, t > 0},去

除Fisher信息矩阵对初始态中参数的具体取值的依赖
性,关于θ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π)取积分,引入如下平
均意义的Fisher信息矩阵

F̄ (t) =

(
F̄θ(t) F̄θϕ(t)

F̄ϕθ(t) F̄ϕ(t)

)
,

其中:

F̄θ(t) =
w
Fθ(t)dΩ , F̄ϕ(t) =

w
Fϕ(t)dΩ ,

F̄θϕ(t) = F̄ϕθ(t) =
w
Fθϕ(t)dΩ ,

dΩ =
1

4π
sin θdθdϕ. 此矩阵F̄ (t)只依赖于时间 t与

动态演化Λ,因此可用来表征动力学特性.
鉴于量子马尔科夫过程总是“丢失”信息,可以提

出如下定义:一个动力学过程Λ = {Λt, t > 0}是量子
Fisher信息矩阵意义下的马尔科夫的(简称为FI--马
氏),如果随着时间演化,系统状态ρt = Λt(ρ0)所含的

平均参数信息量,即平均Fisher信息矩阵F̄ (t)一直单

调减少,也就是说对所有t > 0,
d

dt
F̄ (t) 6 0. 换句话

说,如果导数矩阵
d

dt
F̄ (t)的本征值λ1(t)和λ2(t)一直

是非正的,此动力学演化呈现FI--马氏性. 反之,则称
演化存在FI--非马氏性,相应的非马尔科夫度量为

NFI(Λ) =
w
λ(t)>0

λ(t)dt,

其中λ(t) = max{λ1(t), λ2(t)}. 值得注意的是,此度
量并非唯一的,可以用类似的思想定义其他可行的非
马尔科夫度量.

2.3 例例例子子子(Examples)
例例例 1 考虑与热库发生线性相互作用的二能级

系统,总的哈密顿量为

H = ωoσz +
∑
i

ωia
†
iai +

∑
i

σz(giai + g∗i a
†
i ),

其中: ω0为量子比特系统的能级差, ωi为热库模i的频

率, ai与a†
i分别为湮灭与产生算子, gi为耦合常数. 此

时,二能级系统的动力学演化可以用如下时间局域主
方程描述

d

dt
ρt = γ(t)(σzρtσz − ρt),
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γ(t)为含时的退相位因子,满足
w t

0
γ(s)ds > 0.

对任意的系统初始状态ρ0 =

(
a b

b∗ d

)
, a, d ∈ R,

b ∈ C,且a+ d = 1,在t时刻的演化状态为

ρt = Λt(ρ0) =

(
a bf(t)

b∗f(t) d

)
,

其中f(t)=exp[−2
w t

0
γ(s)ds]. 考虑系统和辅助系统

上的一个极大纠缠态|Φ⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩),可得

ρsat = (Λt ⊗ 1)|Φ⟩⟨Φ| = 1

2


1 0 0 f(t)

0 0 0 0

0 0 0 0

f(t) 0 0 1

 ,

量子互信息为

I(ρsat ) = 2 +
1 + f(t)

2
log2

1 + f(t)

2
+

1− f(t)

2
log2

1− f(t)

2
,

相应的变化率为

d

dt
I(ρsat ) = −γ(t)f(t) log2

1 + f(t)

1− f(t)
∝ −γ(t).

因此,根据第2.1节所示的方法可知,此演化过程Λ =

{Λt, t > 0}为MI0--马氏的当且仅当对所有的t > 0均

成立γ(t) > 0. 一但存在某个时刻 t0 > 0,使得γ(t0)

< 0,此过程呈现MI0--非马氏性,相应的非马尔科夫
度量为

N0 = −
w
γ(t)<0

γ(t)f(t) log2
1 + f(t)

1− f(t)
dt.

对式 (1)中量子系统状态 ρ0 = |Ψ⟩⟨Ψ |,可以计
算其随时间演化的态为

ρt = Λt(ρ0) =
1

2

(
1 + cos θ e−iϕf(t) sin θ

eiϕf(t) sin θ 1− cos θ

)
,

其中f(t) = e−2
∫ t
0
γ(s)ds,量子Fisher信息矩阵为

F (t) =

(
1 0

0 f2(t) sin2 θ

)
.

进一步可以推导出平均量子Fisher信息矩阵

F̄ (t) =

1 0

0
2

3
f2(t)


与导数矩阵

d

dt
F̄ (t) =

0 0

0 − 8

3
γ(t)f2(t)

 .

根据第2.2节所示的方法,此演化过程Λ={Λt, t>0}

为FI--马氏的,当且仅当对所有的t > 0均成立γ(t)>
0. 所得结果与BLP--判据、MI0--判据一致.量子非马
尔科夫度量为

NFI(Λ) = −8

3

w
γ(t)60

γ(t)f2(t)dt.

因此,对此例而言, FI--马氏性等价于BLP--马氏性
等价于MI0--马氏性.

例例例 2 考虑随机酉信道中的量子比特系统

d

dt
ρt =

3∑
i=1

γi(t)(σiρtσi − ρt), t > 0,

其中γi(t)(i=1, 2, 3)为实函数. 此主方程演化等价于

Λt(ρ0) =
3∑

i=0

pi(t)σiρ0σi,其中:

p0 = (1 +
3∑

j=1

Γj(t))/4,

pi = Γi(t)/2 + (1−
3∑

j=1

Γj(t))/4,

Γi(t) = exp[2
w t

0
(γi(s)−

3∑
j=1

γj(s))ds].

若假定pi(t)=αi[1− p0(t)],且α1=α2=α ∈ [0,

1/2],那么α3=1−2α ∈ [0, 1].记H(α)=−2α lnα−
(1− 2α) ln(1− 2α)和q(t) = 1− p0(t). 经计算可得:

1) 动力学演化Λ = {Λt, t > 0}是BLP--马氏的当
且仅当q̇(t) > 0且

q(t) 6 BLP(α) := min{ 1

2(1− α)
,
1

4α
};

2) 动力学演化Λ = {Λt, t > 0}是MI0--马氏的当
且仅当q̇(t) > 0且

q(t) 6 MI(α) :=
1

1 + e−H(α)
;

3) 动力学演化Λ = {Λt, t > 0}是 FI--马氏的当
且仅当q̇(t) > 0且

q(t) 6 FI(α) := min{ 1

2(1− α)
, h(α)},

其中h(α)的表达式较为复杂,此处予以省略,详细推
导请见参考文献[13].

为了清楚的刻画三者之间的包含关系,将BLP(α),
MI0(α)与FI(α)分别用图1中的红色点线、蓝色虚线
和黑色实线描述. 从图中可以看出:当α ∈ [0, 1/3]时,
BLP--马氏等价于FI--马氏,二者包含MI0--马氏;当α

∈ (1/3, 1/2]时,这 3种判定彼此不同,且 BLP(α)<
FI(α) < MI0(α),也就是说BLP--马氏性意味着FI--马
氏性,进而蕴含着MI0--马氏性.

因此,在此例中, BLP--马氏性是最强的, FI--马氏
性次之, MI0--马氏性最弱. 注意此层次结构并不一定
对其他例子适用,需要具体情况具体分析.
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图 1 几种量子马尔科夫判定标准的比较图
Fig. 1 Comparison of different criteria on quantum

Markovianity

3 量量量子子子非非非马马马尔尔尔科科科夫夫夫特特特性性性的的的调调调控控控(Manipulation
of quantum non-Markovianity)
量子控制已由最初的封闭系统的控制,发展为复

杂的开放量子系统的控制,诸如:动态解耦[30–34]、最

优控制[35–38]、反馈控制[39–43] 等方法被逐渐发展起

来. 研究表明利用量子控制方法,可以实现抑制量子
退相干、保护量子关联、驱动量子系统在给定时间内

到达目标量子态等多种目标,有助于量子技术的实现
与性能的提高[44–49]. 由于量子马尔科夫特性已经被
证实可以作为一种潜在的量子资源,用于提高量子度
量精度和加速量子演化等[7–8]. 本文尝试从控制的角
度,寻求有效的量子调控方法实现对量子信道记忆特
性的改变,进而开发利用此量子资源[50].

对一般的量子系统演化过程ρS(t)=Λt(ρ
S(0)),总

可以通过引入辅助系统E及初始状态ρE(0),得到扩充
系统上的幺正演化,记为U ,并使其满足trE(Utρ

S(0)

⊗ρE(0)U †
t ) = Λt(ρ

S(0)) = ρS(t). 现考虑在扩充系
统演化的某一时刻0 < s 6 t,施加局部控制V ,然后
分析该操作对系统记忆特性的影响.此过程可具体描
述为:在s时刻之前,系统状态为

ρ̃S(t) = trE(Utρ
S(0)⊗ ρE(0)U †

t ) = ρS(t);

在s时刻之后,系统状态为

ρ̃S(t) =

trE(Ut,sV⊗1Usρ
S(0)⊗ρE(0)U †

sV
†⊗1U †

t,s).

此处用符号ρ̃S(t)来与未经控制的系统演化ρS(t)进

行区分.

下面针对一个具体的例子,分析量子控制对马尔
科夫特性调控的有效性. 针对例1中的动态演化过程,
其Kraus算子描述可以表示为

E1 =

(
1 0

0 f(t)

)
, E2 =

(
0 0

0
√
1− f2(t)

)
.

利用文献[25]中的方法,可以将此演化进行扩充,得出
系统与环境系统之间的共同演化U ,使其满足Ek =

⟨ek|U |e1⟩, k = 1, 2,其中|ek⟩为环境系统的标准正交

基.具体而言,取|e1⟩ =
(
1

0

)
, |e2⟩ =

(
0

1

)
,环境系

统的初始状态为ρE(0) = |e1⟩⟨e1|,那么可得扩充系统
的整体演化为

Ut =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 f(t) −
√
1− f2(t)

0 0
√
1− f2(t) f(t)

 ,

进而

Ut,s = UtU
−1
s =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 h(s, t) g(s, t)

0 0 g(s, t) h(s, t)

 ,

其中:

h(s, t) =
√
1− f2(s)

√
1− f2(t) + f(s)f(t),

g(s, t) = f(t)
√
1− f2(s)− f(s)

√
1− f2(t).

假定在 s时刻,对系统施加的控制为酉操作,即

V =

(
a − b∗

b a∗

)
,其中a和b为满足|a|2 + |b|2 = 1的

复数. 经计算可得, s时刻之后,受控系统的状态演化
方程为

ρ̃S(t) = Λ̃t(ρ
S(0)) =

(
ρ̃S11(t) ρ̃S12(t)

ρ̃S
∗

12 (t) ρ̃S22(t)

)
,

其中:

ρ̃S11(t)=|a|2α−(a∗b∗β∗+abβ)f(s)+|b|2(1−α),

ρ̃S12(t)=h(s, t)(ab∗(2α−1)−2b∗2β∗f(s))+

f(t)(a2β+b∗2β∗),

ρ̃S22(t)=|b|2α+(a∗b∗β∗+abβ)f(s)+|a|2(1−α).

为了清晰的反映控制操作对量子信道Λ = {Λt,

t > 0}的记忆效应的影响,选择操作V = σx,此时系
统动力学演化为

ρ̃S(t) = Λ̃t(ρ
S(0)) =

(
1− α β∗m(s, t)

βm(s, t) α

)
,

且m(s, t) = 2f(s)h(s, t)− f(t). 任意初态 ρS1 (0) =(
α1 β1

β∗
1 1−α1

)
和ρS2 (0) =

(
α2 β2

β∗
2 1−α2

)
,其中: α1 ∈

R, α2 ∈ R, β1 ∈ C, β2 ∈ C,两态之间的迹距离随
时间演化为
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D̃(ρ̃S1(t), ρ̃
S
2(t)) = tr|ρ̃S1(t)− ρ̃S2(t)| =√

(α1 − α2)2 + |β1 − β2|2f2(t)m2(s, t),

相应的变化率为

d

dt
D̃(ρ̃S1(t), ρ̃

S
2(t)) ∝

(2f2(s)−1−2f(s)f(t)

√
1−f2(s)√
1−f2(t)

)m(s, t)
df(t)

dt
.

取t = s,可以得出此时迹距离的变化率正比于−f(s)

df(s)

dt
,此 量 在 γ(t) 6 0时 非 负.由 于 变 化 率

d

dt
D̃(ρ̃S1(t), ρ̃

S
2(t))是关于时间t的连续函数,因此在

一定的时间区间内,两态之间的迹距离为单调增加的,
从而显示出BLP--非马氏性. 这也就说明,通过施加局
部控制,本文将没有记忆特性的马尔科夫过程调控为
有记忆特性的非马尔科夫过程.
值得一提的是,文献[24]设计了一种实验可行的

方案,实现了开放系统与环境之间信息流动的控制,
在量子非马尔科夫动力学与马尔科夫动力学演化之

间进行了切换,这就对未来量子技术开发利用记忆效
应提供了一种潜在的方法.

4 总总总结结结(Conclusions)
本文主要开展了量子非马尔科夫特性的度量与调

控研究,着重介绍了基于量子互信息与量子Fisher信
息矩阵角度的两种量子非马尔科夫特性的判定准则,
并针对两个具体的例子,揭示了这两种度量与现有度
量之间的包含关系.值得注意的是,所得包含关系需
要具体例子具体分析,通常情况下的层次结构尚不清
楚.除此之外,借助量子控制方法,实现了无记忆的马
尔科夫过程向有记忆的非马尔科夫过程的转化,此结
果与已有的实验结果吻合.
鉴于量子非马尔科夫特性有助于提高度量精度和

加速量子计算等,如何全面系统的认识和利用此量子
特性,开发这一潜在的量子信息处理资源值得我们进
一步思考与研究.
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