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带带带厚厚厚尾尾尾噪噪噪声声声的的的鲁鲁鲁棒棒棒Student’s t容容容积积积滤滤滤波波波器器器
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摘要:为了解决带厚尾过程和量测噪声的非线性状态估计问题,本文提出了一种新的鲁棒非线性滤波器. 首先,
对带厚尾过程和量测噪声的非线性系统进行了数学建模,并推导了基于Student’s t近似的鲁棒非线性滤波器
(RSTNF)的一般结构. 其次,针对RSTNF中涉及到的含有关于Student’s t分布的多维非线性函数积分的求解问题,提
出了基于Student’s t分布的球径容积准则(STSRCR),并在此基础上设计了一种新的鲁棒Student’s t容积滤波器
(RSTCF).最后,利用目标跟踪仿真验证了本文提出的带厚尾噪声的RSTCF的有效性以及与现有方法相比的优越性.
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Robust Student’s t based cubature filter with heavy tailed noise
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Abstract: In this paper, a new robust nonlinear filter is proposed to solve the problem of nonlinear state estimation
with heavy tailed process and measurement noises. Firstly, the nonlinear state space model with heavy tailed process and
measurement noises is constructed. On this basis, a robust Student’s t based nonlinear filter (RSTNF) can be derived.
Secondly, a new third-degree Student’s t spherical radial cubature rule (STSRCR) is proposed to calculate the Student’s t
weighted integral in RSTNF, from which a new robust Student’s t based cubature filter (RSTCF) can be obtained. Finally,
the efficiency and superiority of the proposed RSTCF with heavy process and measurement noises, as compared with
existing methods, are shown in the simulation of target tracking.
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1 引引引言言言

非线性滤波已被广泛地应用于目标跟踪、导航定

位、信号处理和自动控制中. 非线性滤波问题的关键
在于求解系统状态的后验概率密度分布 (probability
density function, PDF).贝叶斯估计理论为非线性滤
波问题提供了一个最优解,然而贝叶斯估计常涉及到
复杂多维非线性函数积分的计算,一般无法解析求解,
因此只能采取近似的手段来获得次优的非线性滤波

器[1–3]. 高斯近似是一种常用的近似方法,目前各国学
者已经提出了许多种高斯近似滤波器(Gaussian filter,

GF)[1–7]. GF假设噪声的统计特性服从高斯分布,然而
在一些实际工程应用中,噪声的统计特性并不一定服
从高斯分布,而是可能具有厚尾分布特性. 例如在目
标跟踪领域,当目标在杂波环境下做大幅度机动时,
目标所表现出的模型不确定性会诱导产生厚尾的过

程噪声[8]. 而在一些具有高采样频率、可靠性较差的
传感器应用中,传感器所产生的量测野值同样会诱导
产生厚尾的量测噪声[9]. 厚尾噪声与高斯噪声相比,
由于存在野值干扰,导致噪声取值在离均值较远的区
域可能性增大,从而形成厚尾形状[10]. 图1显示了零
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均值方差为1的高斯噪声与厚尾噪声的概率分布图,
其中,厚尾噪声是在方差为1的高斯噪声的基础上,以
0.2的概率加入了方差为3的高斯噪声,从而模拟野值
干扰. 从图1可以看出,此时高斯分布已无法准确匹配
野值干扰下的厚尾噪声分布,噪声统计模型与实际获
得的量测值不匹配,因此极易造成GF滤波精度下降,
甚至发散.而研究表明, Student’s t分布能更好地匹配
厚尾噪声分布并能够对其进行准确建模[11].

图 1 高斯分布、Student’s t分布、野值干扰导致的
非高斯分布示意图

Fig. 1 Diagrams of Gaussian distribution, Student’s t
distribution and heavy tailed distribution

induced by outlier interference

为了解决带厚尾过程和量测噪声的线性滤波问题,
Roth等人将过程噪声和量测噪声的统计特性均近似
为Student’s t分布,并最终推导得出了一种新的鲁棒
Student’s t滤波器[12]. 然而该滤波器仅适用于线性系
统的情况,无法推广到非线性系统.为了解决带厚尾
量测噪声的非线性滤波问题, Xu等人提出了一种新的
鲁棒粒子滤波算法[13]. 然而该滤波器需要对每个粒子
进行变分贝叶斯更新,承受着巨大的计算负担和维数
灾难问题.为了解决带厚尾过程和量测噪声的非线性
滤波问题, Huang等人提出了一种基于无迹变换的鲁
棒非线性Student’s t滤波算法[14]. 然而当该算法应用
于高维非线性系统时,其确定性采样点的权值极易出
现负值情况,很容易导致其矩积分中引入很大的截断
误差,最终导致滤波精度下降.

为了解决非线性系统条件下带厚尾过程和量测噪

声的状态估计问题,本文提出了一种带厚尾噪声的鲁
棒Student’s t容积非线性滤波算法,该算法采用三次
幂球径容积准则来计算含有Student’s t分布的多维非
线性函数积分,具有较高的数值稳定性及近似精度,
保证了滤波器在高维厚尾非线性系统条件下的滤波

稳定性及估计精度.最后,目标跟踪仿真验证了本文
所提出算法的有效性以及与现有方法相比的优越性.

2 问问问题题题陈陈陈述述述

2.1 带带带厚厚厚尾尾尾噪噪噪声声声的的的非非非线线线性性性系系系统统统模模模型型型

考虑如下状态空间形式的离散非线性系统[10]:

xk = fk−1(xk−1) +wk−1, (1)

zk = hk(xk) + vk, (2)

其中: xk ∈ Rn和zk ∈ Rm分别表示k时刻的状态向量

和量测向量, n, m分别表示状态维数和量测维数,
fk−1(·)和hk(·)分别表示状态转移函数和量测函数,
wk ∈ Rn和vk ∈ Rm分别表示过程噪声和量测噪声.
由于系统模型可能存在一定程度的不确定性,而且不
可靠传感器也可能会产生一些量测野值,因此将过程
噪声和量测噪声均假设为厚尾噪声,分别建模成如下
平稳的Student’s t分布[14]:

p(wk) = St(wk;0,Qk, v1), (3)

p(vk) = St(vk;0,Rk, v2), (4)

其中: St(·;µ,Σ, v)表示均值为µ、尺度矩阵为Σ、自

由度参数为v的平稳Student’s t分布, Qk和v1分别表

示过程噪声的尺度矩阵和自由度参数, Rk和v2分别

表示量测噪声的尺度矩阵和自由度参数. 假设初始状
态x0服从均值为x̂0|0,尺度矩阵为P0|0,自由度参数为
v3的Student’s t分布,且x0与wk和vk互不相关,即

p(x0) = St(x0; x̂0|0,P0|0, v3). (5)

鲁棒 Student’s t非线性滤波器 (robust Student’s t
based nonlinear filter, RSTNF)是建立在状态向量后验
PDF服从Student’s t分布的前提下进行的,即[14]

p(xk|Zk) = St(xk; x̂k|k,Pk|k, v3), (6)

其中: p(xk|Zk)表示状态向量的后验PDF, Zk表示由1
时刻到k时刻所有的量测向量组成的集合, x̂k|k表示k

时刻的状态估计向量, Pk|k表示k时刻的状态估计尺

度矩阵,具体表示如下:

x̂k|k =E[xk|Zk] =
w
xkp(xk|Zk)dxk, (7)

Pk|k =
v3 − 2

v3
E[x̃k|kx̃

T
k|k|Zk] =

v3 − 2

v3

w
x̃k|kx̃

T
k|kp(xk|Zk)dxk, (8)

其中x̃k|k = xk − x̂k|k表示状态估计误差向量.

注注注 1 式(8)是根据Student’s t分布中尺度矩阵与协方
差矩阵间的数学关系导出的[12],即对任意的随机向量x,若存
在p(x) = St(x;µ,Σ, v),则其尺度矩阵与协方差矩阵间的数

学关系满足Σ =
v − 2

v
E[(x− µ)(x− µ)T].

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒Student’s t非非非线线线性性性滤滤滤波波波器器器
假假假设设设 1 假设状态向量与量测向量的联合先验

PDF服从Student’s t分布,即[14]
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p(xk, zk|Zk−1) =

St(

[
xk

zk

]
;

[
x̂k|k−1

ẑk|k−1

]
,

[
Pk|k−1 P

xz
k|k−1

P zx
k|k−1 P

zz
k|k−1

]
, v3), (9)

其中: x̂k|k−1和Pk|k−1分别表示状态向量的先验均值

和尺度矩阵, ẑk|k−1和P zz
k|k−1分别表示量测向量的先

验均值和尺度矩阵, P xz
k|k−1和P zx

k|k−1表示状态向量与

量测向量的互协先验尺度矩阵,具体表达形式如下:

x̂k|k−1=E[xk|Zk−1]=
w
xkp(xk|Zk−1)dxk, (10)

ẑk|k−1=E[zk|Zk−1]=
w
zkp(zk|Zk−1)dzk, (11)

Pk|k−1 =
v3 − 2

v3
E[x̃k|k−1x̃

T
k|k−1|Zk−1] =

v3 − 2

v3

w
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1p(xk|Zk−1)dxk, (12)

P zz
k|k−1 =

v3 − 2

v3
E[z̃k|k−1z̃

T
k|k−1|Zk−1] =

v3 − 2

v3

w
z̃k|k−1z̃

T
k|k−1p(zk|Zk−1)dzk, (13)

P xz
k|k−1 =

v3 − 2

v3
E[x̃k|k−1z̃

T
k|k−1|Zk−1] =

v3−2

v3

ww
x̃k|k−1z̃

T
k|k−1p(xk, zk|Zk−1)dxkdzk,

(14)

其中: x̃k|k−1 = xk − x̂k|k−1表示状态预测误差向量,

z̃k|k−1 = zk − ẑk|k−1表示新息向量,式(12)–(14)由尺

度矩阵与协方差矩阵间的数学关系导出[12].

注注注 2 在一些非线性程度相对温和的工程应用背景

中(如目标跟踪),本文认为在过程噪声和量测噪声均具有厚

尾特性的条件下,将状态向量与量测向量的联合先验PDF近

似为Student’s t分布是合理的.

1) 根据状态向量的一阶马尔可夫特性,状态向量
的先验PDF可以表示为[4]

p(xk|Zk−1) =
w
p(xk|xk−1)p(xk−1|Zk−1)dxk−1,

(15)
其中p(xk|xk−1)表示状态转移概率密度函数. 结合式
(1)(3)及式(6),式(15)可以重新整理为

p(xk|Zk−1) =w
St(xk;fk−1(xk−1),Qk−1, v1)×

St(xk−1; x̂k−1|k−1,Pk−1|k−1, v3)dxk−1. (16)

根据假设1,状态向量的先验PDF已被假设为服从
Student’s t分布,即

p(xk |Zk−1 ) = St(xk; x̂k|k−1,Pk|k−1, v3). (17)

则将式(16)分别代入到式(10)和式(12),得[14]

x̂k|k−1 =
w
fk−1(xk−1)× St(xk−1; x̂k−1|k−1,

Pk−1|k−1, v3)dxk−1, (18)

Pk|k−1=
v3−2

v3

w
fk−1(xk−1)f

T
k−1(xk−1)×

St(xk−1; x̂k−1|k−1,Pk−1|k−1, v3)dxk−1−
v3−2

v3
x̂k|k−1x̂

T
k|k−1+

v1(v3−2)

(v1 − 2)v3
Qk−1.

(19)

2) 在已经获得状态向量先验PDF的基础上,量测
向量的先验PDF可以表示为

p(zk|Zk−1) =
w
p(zk|xk)p(xk |Zk−1 )dxk, (20)

其中p(zk|xk)表示似然函数. 结合式(2)(4)及式(17),
式(20)可以重新整理为[14]

p(zk|Zk−1) =
w

St(zk;hk(xk),Rk, v2)×
St(xk; x̂k|k−1,Pk|k−1, v3)dxk. (21)

根据假设1,量测向量的先验PDF同样也被假设为服
从Student’s t分布,即

p(zk|Zk−1) = St(zk; ẑk|k−1,P
zz
k|k−1, v3), (22)

则将式(21)分别代入到式(11)(13),得

ẑk|k−1=
w
hk(xk)St(xk; x̂k|k−1,Pk|k−1, v3)dxk, (23)

P zz
k|k−1=

v3 − 2

v3

w
hk(xk)h

T
k (xk)×

St(xk; x̂k|k−1,Pk|k−1, v3)dxk −
v3 − 2

v3
ẑk|k−1ẑ

T
k|k−1 +

v2(v3 − 2)

(v2 − 2)v3
Rk. (24)

结合式(9)(14),得

P xz
k|k−1 =

v3 − 2

v3

w
xkh

T
k (xk)St(xk; x̂k|k−1,

Pk|k−1, v3)dxk−
v3−2

v3
x̂k|k−1ẑ

T
k|k−1. (25)

3) 根据贝叶斯估计准则,结合式(9)(22),可以计
算得到状态向量的后验PDF,即[12]

p(xk|Zk) = St(xk; x̂
′
k|k,P

′
k|k, v

′
3), (26)

其中x̂′
k|k, P ′

k|k, v′3分别表示为

x̂′
k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk − ẑk|k−1), (27)

P ′
k|k =

v3 +∆2
k

v3 +m
(Pk|k−1 −KkP

zz
k|k−1K

T
k ), (28)

v′3 = v3 +m, (29)

Kk = P xz
k|k−1(P

zz
k|k−1)

−1
, (30)

∆k=
√
(zk−ẑk|k−1)

T
(P zz

k|k−1)
−1
(zk−ẑk|k−1),

(31)

其中∆k表示k时刻真实量测向量与量测预测向量间

的归一化统计距离,它表征了k时刻真实的量测与系

统状态预测间的匹配关系, ∆k越小表明该量测与系统
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状态预测的匹配程度越高. 由方程 (29)可以看出,
p(xk|Zk)中的自由度参数v′3将会随着时间的增长而

逐渐趋于无穷,也就是说p(xk|Zk)的厚尾特性将逐渐

丧失,最终退化为高斯分布,导致模型精度下降. 为了
保留p(xk|Zk)的厚尾特性,可以采用二阶距匹配的方
法,即只匹配p(xk|Zk)中状态向量的后验均值及协方

差矩阵,将状态向量的后验PDF近似为自由度参数固
定的Student’s t分布,即[14]

p(xk|Zk) ≈ St(xk; x̂k|k,Pk|k, v3), (32)

x̂k|k = x̂′
k|k, (33)

Pk|k =
v′3(v3 − 2)

v3(v′3 − 2)
P ′

k|k. (34)

式(17)–(34)构成了RSTNF的完整滤波框架. 由式
(18)–(19)(23)–(25)可以看出, RSTNF中涉及到多个含
有Student’s t分布的多维非线性函数积分的运算.对
于一般的非线性系统而言,这类多维非线性函数积分
一般无法解析求解. 因此, RSTNF的关键就在于,如何
在保证精度的前提下,设计某种近似手段来计算含有
Student’s t分布的多维非线性函数积分,这也是本篇文
章的核心工作.

3 鲁鲁鲁棒棒棒Student’s t容容容积积积滤滤滤波波波器器器
3.1 球球球径径径变变变换换换

式(18)–(19)(23)–(25)中,含Student’s t分布的多维
非线性函数积分可以统一描述成如下数学形式:

I(g) =
w
g(x)St(x;µ,Σ, v)dx, (35)

式中Student’s t分布的PDF表示为

St(x;µ,Σ, v) =

Γ ((v + n)/2)
Γ (v/2)

1√
|vπΣ|

×

[1 +
1

v
(x− µ)

T
Σ−1(x− µ)]−(v+n)/2, (36)

式中Γ (·)表示Gamma函数. 令

x = µ+
√
vΣy, (37)

其中
√
Σ满足Σ =

√
Σ
√
Σ

T
. 将式(36)–(37)代入式

(35),得

I(g) =
w
I(y)(1 + yTy)

−(v+n)/2
dy, (38)

其中I(y)表示为

I(y) =
Γ ((v + n)/2)
Γ (v/2)πn/2 g(µ+

√
vΣy). (39)

取y = rs(sTs = 1, r ∈ [0,∞)),将式 (38)所描述的
积分形式转换到球径坐标系下表示,即

I(g)=
w ∞

0

w
Un

I(rs)rn−1(1+r2)
−(v+n)/2

dσ(s)dr,

(40)
其中: Un表示半径为1的n维单位球面, σ(·)表示球面

测度.进一步化简,式(40)所描述的积分可以分解为球
面积分(spherical integral, SI)

S(r) =
w
Un

I(rs)dσ(s), (41)

以及径向积分(radial integral, RI)的形式

I(g) =
w ∞

0
S(r)rn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr. (42)

3.2 球球球径径径容容容积积积准准准则则则

由式(41)可以看出, SI的表达形式与基于高斯分布
的球面积分完全相同.因此,根据球面积分准则,式
(41)所描述的球面积分可通过下式近似计算得到:

S(r) =
An

2n

n∑
j=1

[I(−rej) + I(rej)], (43)

其中An/2n表示n维单位球面与球径坐标系各坐标轴

相交处的交点所对应的权值大小,具体表示为

An

2n
=

1

2n

2
√
πn

Γ (n/2)
, (44)

其中ej表示第j个元素为1的单位列向量. 式(42)所描
述的RI可通过下式近似计算得到w ∞

0
S(r)rn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr =

Nr∑
i=1

ωiS(ri),

(45)
其中: ri表示积分点, ωi表示积分点对应的权值.借助
三次幂球径容积准则(spherical radial cubature rule,
SRCR)的数值计算方法来计算式(45)右边的求和表达
式. 因此,仅需对S(r) = 1及S(r) = r2进行匹配即

可,式(45)可以重新表示为[14]w ∞

0
S(r)rn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr = ω1S(r1), (46)

其中r1和ω1由下面的两个距匹配等式确定:

ω1r
0
1 =

w ∞

0
r0rn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr, (47)

ω1r
2
1 =

w ∞

0
r2rn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr. (48)

式(47)–(48)中的积分可以统一描述为

I(r) =
w ∞

0
rlrn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr. (49)

取t = r2代入到式(49)中,得w ∞

0
rlrn−1(1 + r2)

−(v+n)/2
dr =

1

2

w ∞

0
t

n+l
2 −1 × (1 + t)

(n+l
2 + v−l

2 )
dt =

1

2
B((n+ l)/2, (v − l)/2), (50)

其中B(·)表示Beta函数. 将方程(50)的结论应用到式
(47)–(48)中,得

ω1 =
1

2
B(n/2, v/2), (51)

ω1r
2
1 =

1

2
B((n+ 2)/2, (v − 2)/2). (52)

结合式(51)–(52), r1可以由下式计算得到
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r1 =

√
B((n+ 2)/2, (v − 2)/2)

B(n/2, v/2)
. (53)

B(a, b)与Γ (a)和Γ (b)之间存在如下的数学关系:

B(a, b) =
Γ (a)Γ (b)

Γ (a+ b)
. (54)

将式(54)的结论应用到式(51)和式(53)中,得

ω1 =
1

2

Γ (n/2)Γ (v/2)
Γ ((n+ v)/2)

, (55)

r1 =

√
Γ ((n+ 2)/2)Γ ((v − 2)/2)

Γ (n/2)Γ (v/2)
. (56)

Gamma函数Γ (·)具有如下的数学性质:

Γ (a+ 1) = aΓ (a), (57)

利用式(57)的数学性质,式(56)可进一步化简为

r1 =

√
n

v − 2
. (58)

将式(55)(58)带入到式(47)中,整理得

I(g) =
1

2

Γ (n/2)Γ (v/2)
Γ ((n+ v)/2)

S(

√
n

v − 2
). (59)

联合式(44)和式(59),基于Student’s t近似的多维非线
性函数积分I(g)可以表示为

I(g) =
1

2

Γ (n/2)Γ (v/2)
Γ ((n+ v)/2

) ×

{An

2n

n∑
j=1

[I(−
√

n

v−2
ej)+I(

√
n

v−2
ej)]}.

(60)

将式(44)(39)代入式(60),便可得基于Student’s t分布
的三次幂球径容积准则 (Student’s t spherical-radial
cubature rule, STSRCR),即

I(g) =
1

2n

n∑
j=1

[g(µ−

√
vnΣ

v − 2
ej) +

g(µ+

√
vnΣ

v − 2
ej)]. (61)

因此,借助方程(61)所给出的STSRCR来求解方程
(18)–(19)及(23)–(25)中所涉及的含Student’s t分布的
多维非线性函数积分,便可得鲁棒Student’s t容积滤
波算法(robust Student’s t based cubature filter, RSTCF).

3.3 关关关于于于自自自由由由度度度参参参数数数v的的的选选选取取取讨讨讨论论论

从方程(61)中可以看出,当自由度参数v逐渐增大

时,本文提出的STSRCR将逐渐退化为标准的SRCR,
即

lim
v→∞

1

2n

n∑
j=1

[g(µ−

√
vnΣ

v − 2
ej) +

g(µ+

√
vnΣ

v−2
ej)]=

1

2n

n∑
j=1

[g(µ−
√
nΣej)+

g(µ+
√
nΣej)]. (62)

而当自由度参数v → ∞时, Student’s t分布将逐
渐退化为高斯分布,即w

g(x) lim
v→∞

St(x;µ,Σ, v)dx =w
g(x)N(x;µ,Σ)dx. (63)

由此可以得出,当自由度参数v→∞时,求解基于
Student’s t近似的多维非线性函数积分可以转化为求
解高斯近似时的多维非线性函数积分,此时, STSRCR
等效为标准的SRCR.

自由度参数v是RSTCF中的关键参数,在实际工
程应用中,最优的自由度参数v是无法直接获取的,因
为对不同的非线性系统而言,用户无法对外部量测的
噪声水平以及系统模型的不确定性程度做出最优的

评价,因此用户只能做出近似的评价,进而选取次优
的自由度参数v. 当系统模型的不确定性较大,而且传
感器的测量精度较低,产生的量测野值较多,从而造
成过程及量测噪声分布尾部较厚时,那么此时自由度
参数v应该选取较小的值以便更好地匹配厚尾噪声分

布.而当系统的鲁棒性较强,传感器的测量精度较高,
产生的野值相对较少,从而过程及量测噪声分布尾部
较薄时,那么此时自由度参数v的选取应该适当的调

大.根据实际的工程及仿真经验,当自由度参数v的选

取在[3, 10]的区间内时,滤波效果能够达到令人满意
的效果.

4 仿仿仿真真真

4.1 协协协同同同转转转弯弯弯目目目标标标跟跟跟踪踪踪仿仿仿真真真

协同转弯目标跟踪已经被广泛地用作一个标准问

题来验证非线性滤波器的性能,它的系统方程和量测
方程可以表示如下[10]:

xk =

1
sin(ΩT )

Ω
0

cos(ΩT )−1

Ω
0

0 cos(ΩT ) 0 − sin(ΩT ) 0

0
1−cos(ΩT )

Ω
1

sin(ΩT )

Ω
0

0 sin(ΩT ) 0 cos(ΩT ) 0

0 0 0 0 1


xk−1+wk−1,

(64)

zk =

[
rk
θk

]
=


√
ξ2k + η2

k

tan−1

(
ηk
ξk

)
+ vk, (65)
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其中:状态向量xk = [ξ ξ̇ η η̇ Ω]
T

, ξ和η分别表示x

和y方向的位置, ξ̇和η̇分别表示x和y方向的速度, Ω
表示未知恒定的转弯速率. T表示量测间隔,厚尾过程
噪声wk和量测噪声vk分别按照如下方式产生:

wk ∼
{
N(0,Q), w.p. 0.95,

N(0, 50Q), w.p. 0.05,
(66)

vk ∼
{
N(0,R), w.p. 0.95,

N(0, 50R), w.p. 0.05,
(67)

其中: Q = diag{q1M , q1M , q2T}表示系统噪声协
方差矩阵, q1 = 0.1m2/s3, q2 = 1.75× 10−4 m2/s3,

M =

[
T 3/3 T 2/2
T 2/2 T

]
, (68)

w.p.表示以一定的概率出现, 0.05表示野值出现的概
率, R = diag{σ2

r , σ
2
θ}表示量测噪声的协方差矩阵,

σr = 10m, σθ =
√
10m·rad,真实的初始状态为

x0 = [1000m 300m/s 1000m 0m/s − 3(◦)/s]T,
(69)

相应的协方差矩阵为

P0|0 = diag {100m2, 10m2/s2, 100m2, 10m2/s2,

100m·rad2/s2}. (70)

自由度参数选取 v1 = v2 = v3 = 3,为了公平比
较,所有滤波器都设置为相同的初始条件,且都执行
200次独立的Monte Carlo仿真试验. 为了验证当过程
和量测噪声分布均具有厚尾分布时,基于高斯假设而
设计的传统非线性高斯滤波器的滤波精度下降,同时
考虑到在实施高维数、强非线性目标跟踪时,一阶泰
勒线性化存在巨大的截断误差,而基于确定性采样思
想的非线性高斯滤波器能至少以二阶泰勒精度逼近

任何非线性系统状态的后验均值和协方差,因而在本
仿真中重点比较采用容积变换推导出的CKF、采用无
迹变换推导出的UKF以及本文所提出的RSTCF这3个
滤波器的滤波性能.为了比较这些滤波器的滤波性能,
本文使用位置、速度和转弯速率每个时刻的均方根

误差(root-mean square error, RMSE)作为滤波性能评
价指标:

RMSEpos(k)=

√
1

Mc

Mc∑
s=1

[(ξsk−ξ̂sk)
2
+(ηs

k−η̂s
k)

2
],

(71)

其中: (ξsk, η
s
k)和 (ξ̂sk, η̂

s
k)分别表示第 s次Monte Carlo

仿真第 k时刻目标的真实位置和估计位置, Mc表示

Monte Carlo仿真次数. 目标速度和转弯速率的RMSE
公式与位置的RMSE类似,不再赘述.
表1给出了各滤波器在300 s内对目标位置、速度以

及转弯角速率估计RMSE均值的比较结果.图2–4则
展示了各滤波器对目标位置、速度以及转弯角速率的

估计RMSE曲线,从仿真结果中可以看出,与现有的
CKF和UKF算法相比,本文所提出的RSTCF具有最小
的RMSE均值.当仿真时间进入到100 s以后, CKF和
UKF对目标位置、速度及转弯角速率的估计均开始
出现不同程度的发散.导致产生这种现象的原因是,
CKF和UKF都是在假设过程噪声和量测噪声服从高
斯分布的前提下设计的,而高斯分布并不能对厚尾的
过程和量测噪声进行准确建模,从而导致CKF和UKF
对模型的不确定性及量测野值的变化敏感,滤波精度
下降,最终出现滤波发散.而相比于高斯分布, Stud-
ent’s t分布可以更好的匹配厚尾非高斯分布,所以基
于过程和量测噪声均服从Student’s t分布假设而设计
的RSTCF具有更高的滤波精度及更好的滤波稳定性,
该仿真结果也从侧面证明了将厚尾系统过程和量测

噪声近似为Student’s t分布的合理性.

表 1 各滤波器RMSE均值比较
Table 1 Averaged RMSEs of the filters

滤波器 位置/m 速度/(m · s−1) 转弯速率/((◦) · s−1)

CKF 121.1 52.7 3.9
UKF 175.2 69.5 5.0

RSTCF 38.2 22.4 2.5

图 2 目标位置的RMSE

Fig. 2 Diagrams of RMSE of the target position

图 3 目标速度的RMSE

Fig. 3 Diagrams of RMSE of the target velocity



1180 控 制 理 论 与 应 用 第 36卷

图 4 目标转弯速率的RMSE

Fig. 4 Diagrams of RMSE of the target turn rate

4.2 纯纯纯方方方位位位目目目标标标跟跟跟踪踪踪仿仿仿真真真

纯方位目标跟踪系统中,目标的运动方程可以表
示如下[1]:

xk = Fxk−1 +Gwk−1, (72)

其中: 状态向量xk = [xk yk ẋk ẏk]
T; xk和yk分别

表示目标在x和y方向的位置; ẋk和ẏk分别表示目标

在x和y方向的速度; F和G分别表示状态转移矩阵和

噪声驱动矩阵,具体的数学表达式为

F =

[
I2 ∆tI2
02×2 I2

]
, G =

[
Γ 02×1

02×1 Γ

]
, (73)

其中: ∆t表示采样时间间隔, I2表示 2维单位矩阵,
Γ表示过程噪声系数, Γ = [0.5∆t2 ∆t]T. 目标的运
动通过一个安装在运动平台上的角度传感器进行含

噪声观测,假设在k时刻运动平台位于点(xp
k, y

p
k),则

角度传感器的量测方程可以表示为

zk = tan−1(
yk − yp

k

xk − xp
k

) + vk, (74)

其中: zk表示k时刻角度传感器测量得到的目标方位

角,厚尾过程噪声wk和量测噪声vk分别按照如下方

式产生:

wk ∼
{
N(0,Σw), w.p. 0.95,

N(0, 100Σw), w.p. 0.05,
(75)

vk ∼
{
N(0,Σv), w.p. 0.95,

N(0, 50Σv), w.p. 0.05,
(76)

其中: Σw = 10−6I2 km2/min2表示过程噪声协方差

矩阵, Σv = (0.02 rad)2表示量测噪声方差. 目标的初
始时刻位置为(3 km, 3 km),运动平台的初始时刻位置
为(0 km, 0 km). 目标以初始航向−135.4◦,初始速度
为180节(1节= 1.852 km/h)作匀速直线运动.运动
平台首先以初始航向−80◦,初始速度为50节作匀速直

线运动,当 k = 15min时,运动平台的航向调整为
146◦,继续保持速度为50节的匀速直线运动.自由度
参数选取v1 = v2 = v3 = 5.

为了对比说明本文所提出的RSTCF相比于现有的
解决厚尾噪声的鲁棒非线性滤波器所具有的优越性,
本仿真将比较鲁棒Student’s t扩展滤波器(robust Stu-
dent’s t extend filter, RSTEF)、鲁棒Student’s t无迹滤
波器 (robust Student’s t unscented filter, RSTUF)以及
RSTCF这3个滤波器的滤波性能.为了公平比较,所有
滤波器都设置为相同的初始条件,且都执行200次独
立的Monte Carlo仿真试验,使用目标位置、速度每个
时刻的RMSE作为各滤波器的滤波性能评价指标.

图5–6分别展示了RSTEF, RSTUF以及本文所提
出的RSTCF对目标位置及速度估计的RMSE曲线,
表2给出了各滤波器在100 min内对目标位置及速度估
计RMSE均值的比较结果以及各滤波器单次仿真的运
行时间. 从仿真结果中可以看出,在系统过程和量测
噪声均为厚尾分布的条件下, RSTCF的跟踪精度要明
显高于RSTEF和RSTUF.同时, RSTCF的运行时间介
于RSTEF和RSTUF之间. 仿真结果分析如下: 在纯方
位目标跟踪系统中,由于RSTEF采用了一阶泰勒展开
线性化的方法,导致在计算雅克比矩阵时存在着巨大
的截断误差,无法保证较高的跟踪精度.而RSTCF和
RSTUF算法则是分别采用三次幂球径容积准则和无
迹变换的方法来近似状态的后验PDF,通过确定性地
选择一组样本点来表征状态后验PDF的某些特征(如
均值、协方差等),并经非线性变换传播这组样本点,
最后计算得到系统状态的后验均值和协方差. 理论上,
三次幂球径容积准则和无迹变换能至少以二阶泰勒

精度逼近任何非线性系统状态的后验均值和协方差,
因此相比RSTEF, RSTCF和RSTUF具有较高的跟踪
精度,并且无需计算雅可比矩阵.

图 5 目标位置的RMSE

Fig. 5 Diagrams of RMSE of the target position
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图 6 目标速度的RMSE

Fig. 6 Diagrams of RMSE of the target velocity

表 2 各滤波器RMSE均值比较
Table 2 Averaged RMSEs of the filters

滤波器 位置/km 速度/(km ·min−1) 运行时间/ms

RSTEF 113.38 3.98 0.10
RSTUF 32.31 1.22 0.63
RSTCF 12.36 0.56 0.60

而相比于采用无迹变换的RSTUF, RSTCF采用的
是采样点个数更少的三次幂球径容积准则,因此
RSTCF所需的单步运行时间比RSTUF更少. 此外,当
无迹变换应用于高维非线性系统时,其确定性采样点
的权值极易出现负值情况,很容易导致其矩积分中引
入很大的截断误差,最终导致滤波精度下降[4]. 而三
次幂球径容积准则的采样点权值永远为正,这就保证
了方差矩阵的对称性和正定性,在一定程度上缓解了
滤波过程中由于舍入误差而导致的滤波发散和数值

精度降低的问题.综上所述,在厚尾过程和量测噪声
的情况下,本文所提出的RSTCF相比于现有的鲁棒非
线性滤波器具有更高的估计精度和更好的数值稳定

性.

5 结结结论论论

本文提出了一种基于Student’s t近似的三次幂球
径容积准则,解决了含有Student’s t分布的复杂多维
非线性函数积分求解的问题,并在此基础上推导出了
鲁棒Student’s t容积滤波器. 目标跟踪的仿真结果表
明本文所提出的方法适用于解决带厚尾噪声的非线

性状态估计问题,并且所提出的方法比现有的方法具
有更高的估计精度和更好的鲁棒性.
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