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摘要:优化控制方法可以考虑系统性能和节省能源,但是不能给出初始稳定区域的描述. 本文阐述的优化控制方
法可以给出初始稳定区域的描述,使得约束非线性系统有限时间稳定. 首先设计有限时间优化控制器使得系统的
状态在有限时间内进入初始稳定区域,同时优化目标函数,系统实现性能最优和消耗最小. 进而设计有限时间鲁棒
镇定控制器使得系统的状态在有限时间内收敛到原点. Lyapunov函数分析方法给出了吸引域的估计,并确保在不
同状态下,设计的控制器使得闭环系统有限时间稳定. 最后给出了一个仿真实例验证算法的有效性.
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Finite-time optimization for a class of constrained nonlinear systems
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Abstract: The optimization control method can consider the performance of the system and save energy, but it can’t
give the description of the initial stability region. An optimization control method that can give the description of the
initial stability region is presented in this paper to stabilize a class of switched nonlinear systems with constrains in finite
time. First, finite-time optimization controller is designed to pull system’s states to enter the initial stability region in finite
time, at the same time, objective function is optimized, the system can achieve the best performance and the lowest energy
consumption. Then finite-time robust stabilizing controller ensures that the system’s states converge to the origin in finite
time. The estimation of the region of attraction can be prescribed by Lyapunov function method, and the controllers can
stabilize the closed-loop system according to the different states in finite time. Final, the simulation example is used to
verify the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引言言言

稳定性是研究控制系统性能时要考虑的一个极其

重要的方面,特别地,在许多工业系统的实际应用中,
需要系统能够在有限时间内收敛到平衡点,所以有限
时间稳定性在近年来得到了快速的发展.

有限时间稳定这个概念最早是在文献[1]中提出.
随后,文献[2]给出了线性系统有限时间稳定的停息时
间表达式. 文献[3]针对一类连续非线性自治系统,研
究了其有限时间稳定性问题并给出了有限时间稳定

的充分必要条件,奠定了研究非线性系统的有限时间
稳定问题的基础. 文献[4]采用了时滞依赖Lyapunov
Krasovskii泛函和平均驻留时间法,讨论了一类脉冲
随机系统的有限时间有界性和H∞控制.文献[5]设计
的状态反馈控制器,不仅保证有限时间稳定性还加快
了系统的收敛速度.文献[6]在文献[5]的基础上,针对

一类随机非线性系统,通过增加幂次积分方法设计了

状态反馈控制器,使得闭环系统有限时间稳定. 文献

[7]针对一类不确定非线性系统,采用了一种连续的有
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限时间反馈镇定控制律,使其全局鲁棒有限时间镇定.
文献[8]研究了一类高阶不确定非线性系统的有限时
间镇定问题,通过将符号函数与自适应技术相结合的
方法,设计了一种自适应控制器,处理不确定性和非
线性增长率.文献[9]设计了一种基于符号函数和增加
幂次积分法的状态反馈控制器,统一了在现有结果中
用于处理高阶和低阶非线性增长率的Lyapunov函数
的构造,还大大缩短了文献[8]的收敛时间.

非线性系统的有限时间稳定问题已有相当丰富的

成果,但是大多数有限时间稳定的研究成果在设计过
程中没有结合对系统性能及节省能源的考虑,即没有
就事先给定的性能指标进行优化设计.值得一提的是,
动态优化控制方法可以很好地处理系统约束,并且可
以综合对系统性能足够的考虑[10–12]. 文献[13]针对一
类有约束的高阶线性系统,采用降阶优化控制方法使
系统稳定. 在文献[14]中,针对一类输入受约束且状
态不可测的非线性切换系统,采用了一种混合非线性
优化控制方法,给出了初始稳定区域的描述并使系统
稳定. 文献[15]考虑一类带有不确定性的切换非线性
系统,利用了一种混合Lyapunov优化控制方法,保证
了系统的渐近稳定性. 文献[16]在文献[15]的基础上,
设计了一种基于Lyapunov函数的预测控制器,使得状
态约束为软约束的不确定性的非线性切换系统渐近

稳定. 在文献[17]中,针对一类不确定切换非线性系
统,设计了基于Lyapunov函数的输出反馈控制器,使
其渐近稳定. 文献[13–17]都是针对非线性系统的渐
近稳定问题做出的研究.

目前为止,针对非线性系统的有限时间优化控制
方面的研究还很少. 针对以上问题,本文将针对一类
具有状态约束和控制约束的非线性系统,给出一种使
得系统有限时间稳定的新的优化控制方法. 本文主要
贡献如下: 1) 依据事先设定的目标函数,设计有限时
间优化控制器,使得目标函数达到最优的同时,使得
系统在有限时间内到达稳定区域; 2)基于选定的Lya-
punov函数,构建一种新的有限时间鲁棒控制器,使得
系统有限时间稳定,同时给出稳定区域的具体描述,
相比于以往的鲁棒控制器[15–16],这里设计的控制器可
以在有限时间内到达平衡点; 3)根据状态的不同,切
换不同的控制器,确保任意初始条件下系统可以达到
有限时间稳定. 本文中记号Lfh表示标量函数h(x)关

于函数f(x)的标准李导数,即

Lfh(x) =
∂h

∂x
f(x);

上右导数

D+ν(t) = lim
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
;

∥·∥表示欧式范数; ∥·∥2Q表示xT(t)Qx(t).

2 问问问题题题阐阐阐述述述及及及预预预备备备知知知识识识

2.1 问问问题题题阐阐阐述述述

考虑如下受约束的非线性系统:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t), x(t0) = x0, (1)

其中: x(t)∈X ⊆ Rn是系统的状态变量, X表示对状
态x的约束, u(t)∈U ⊆ Rn是系统的输入变量, U=

{u∈Rn :∥u∥6umax}是一非空闭凸集,表示对输入u

的约束, umax>0表示输入约束的幅值, f(·)和g(·)为
定义在X上的连续可微的向量函数,且f(0)=0, g(0)
= 0,即0为系统(1)的平衡点, X和U是包含原点的闭

凸集. 本文假定状态变量x(t)为可测的.

控制目标是在状态和输入变量均满足给定约束的

前提下,设计连续的控制器,使得闭环系统实现全局
有限时间稳定.

2.2 预预预备备备知知知识识识

首先给出有限时间稳定的概念:

对于下述自治系统:

ẋ(t) = f(x(t)), x(t0) = x0, (2)

其中: x(t) ∈ X ⊆ Rn是系统的状态变量, f(·)为定义
在X上的连续可微的向量函数.

定定定义义义[3] 对于∀x0∈B\{0},系统(2)在原点的开
邻域B⊆X内,存在某一T (x0)(06T (x0)<∞),使得
它的解x(t)=x(t; t0, x0)∈B,并且对于∀t∈ [t0, T (x0))

有 lim
t→T (x0)

x(t) = 0,同时平衡点x = 0是Lyapunov意

义下稳定的,则称系统(2)是有限时间稳定的. 如果B

=X = Rn,则称系统(2)是全局有限时间稳定的.

比较引理[18],考虑标量微分方程
µ̇ = f(t, µ), µ(t0) = µ0, (3)

对∀t > 0和所有µ ∈ E ⊆ R, f(t, µ)对于t连续可微,
且对于µ是局部Lipschitz的. 设[t0, Tc)(Tc可以是无限

的)是解µ存在的最大区间,并且假设对于∀t∈ [t0, Tc)

有µ(t)∈E. 设ν(t)是连续函数,它的上右导数D+ν(t)

对∀t ∈ [t0, Tc), µ(t) ∈ E有如下微分不等式:

D+ν(t) 6 f(t, ν(t)), ν(t0) 6 µ(t0), (4)

那么对∀t ∈ [t0, Tc),有ν(t) 6 µ(t).

3 控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 有有有限限限时时时间间间优优优化化化控控控制制制器器器设设设计计计

本部分将在考虑路径最优以及能源消耗最少的前

提下设计控制器,以使得系统在有限时间内到达预定
区域.

首先,选取某一有限时间tf , tf > t0,合适的Lyap-
unov函数V及常数r∈(0, 1), c>0,设计动态优化控
制器,以使得系统状态在有限时间tf内到达预先给定

的稳定区域Ω={x∈Rn :V (x)6δ}, δ为一个正实数,
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即满足终端约束: x(tf)∈Ω. 选取采样时刻∆∈(0,∆∗],
∆∗是一个正实数,是最大允许采样间隔,有限时间优
化控制器可以通过求解如下形式的有限时域优化问

题得到

min
u

J=
w t+N∆

t
(∥x(τ)∥2Q+∥u(t+ τ |t)∥2P ) dτ , (5)

s.t.


ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t+ s∆|t),
x(t) ∈ X, x(tf) ∈ Ω, u(t+ s∆|t) ∈ U,

V̇ (x(t)) 6 −cV r(x(t)), V (x(t0)) > δ,

(6)

其中: Q是正定矩阵, P是正定对称矩阵. 对该优化问
题求解,可得u∗(t+ l|t)(l ∈ [0, N∆)),它表示利用t

时的参数计算得到t+ l时的控制器, N为预测时域,
然后通过采样定理确定最大采样间隔,对控制进行离
散化,得到u∗(t+ s∆|t),其中s=0, 1, 2, · · · , N ,仅
将u∗(t|t)应用于系统中,在下一时刻t+∆重新进行

优化,对系统做及时的校正,由此滚动优化,将得到的
控制器定义如下:

um = min
u

J. (7)

注注注 1 该控制器可以将系统状态在有限时间tf内控制

进预定区域Ω,该有限时间tf可以根据实际需要来确定.

注注注 2 性能指标J可以选择以上形式的性能指标(路径

最优和能耗最小),也可以选择在系统工作范围内,尽可能减

少各时刻工作状态对应的经济指标在整个生产过程中的累积

量.

命命命题题题 1 当系统初始状态在预定区域Ω外,也就
是V (x0 )>δ时,将有限时间优化控制器(5)–(6)应用
于系统(1),可使系统状态沿最优路径在有限时间内进
入预定区域Ω.

证证证 针对系统(1),当系统状态在预定区域Ω外,
即V (x0) > δ时,由式(6)可知,选取的Lyapunov函数
V (x)满足

V̇ (x(t)) 6 −cV r(x(t)), (8)

所以V (x)是单调递减的,又由V (x)的正定性和(5)–
(6)可知,在时刻tf ,有

x(tf) ∈ Ω = {x∈Rn :V (x)6δ} . (9)

所以,针对系统(1),应用有限时间优化控制器(5)–(6),
可以使得系统状态沿最优路径在有限时间内进入预

定区域Ω内. 证毕.

注注注 3 系统(1)的初始状态在满足约束条件和不满足约

束条件的情况下,均可应用有限时间优化控制器(5)–(6),将系

统状态在有限时间内控制进预定区域Ω: 如果初始状态不满

足约束条件,由式(6)可知,应用有限时间优化控制器(5)–(6)

可以使系统状态满足约束并且在有限时间内进入预定区域Ω;

如果初始状态满足约束条件,对系统应用有限时间优化控制

器(5)–(6)可将系统状态在有限时间内控制进预定区域Ω.

3.2 基基基于于于Lyapunov函函函数数数的的的有有有限限限时时时间间间鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器
设设设计计计

在系统状态进入Ω后,设计基于Lyapunov函数的
有限时间鲁棒控制器,使系统状态在有限时间内到达
平衡点.

仍选取第3.1节中的Lyapunov函数V (x), r∈(0, 1),
c>0,构造如下控制器:

us = −k(x)LT
g V (x), (10)

其中:

k(x)=


α(x)+

√
α2(x)+β4(x)

β2(x)
, β(x) ̸=0,

0, β(x)=0,

(11)

其中: α(x) = LfV (x) + cV r(x),

β(x) =
∥∥LT

g V (x)
∥∥ . (12)

利用式(10)–(12),给出如下集合[19]:

Φ(u) =
{
x ∈ X : α(x) 6 us

∥∥LT
g V (x)

∥∥} , (13)

利用最小二乘估计方法,可以计算出Φ(u)的最大稳定

估计集合为

Ω = {x ∈ Rn : V (x) 6 θmax} , (14)

其中: θmax>0,为使得Ω(u)⊆Φ(u)的最大估计值,这
里的Ω为系统(1)的不变集,即如果x(t0)∈Ω,有x(t)∈
Ω, t > t0 (证明见命题2的证明).

命命命题题题 2 当状态位于稳定区域Ω内时,将基于Ly-
apunov函数V (x )的有限时间鲁棒控制器(10)–(12)应
用于系统(1),可使闭环系统有限时间稳定.

证证证 对系统(1),由式(10)–(12)可知

V̇ (x(t)) =
∂V

∂x
(f(x(t)) + g(x(t))us(t)) =

LfV (x(t)) + LgV (x(t)) · (LT
g V (x(t)))×

[−α(x) +
√
α2(x) + β4(x)

β2(x)
] =

LfV (x(t))− α(x)−
√
α2(x) + β4(x) =

− cV r(x(t))−
√
α2(x) + β4(x) 6

− cV r(x(t)), (15)

因此有下式成立:

V̇ (x(t)) 6 −cV r(x(t)). (16)

由式(16)和文献[3]中的Theorem 4.2可知

V (x(t)) = 0, ∀t > T (x0), ∀x0 ∈ Ω, (17)

其中T (x0)= t0+
V 1−r(x0)

c(1− r)
为系统的稳定时间,因此
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x(t) = 0, ∀t > T (x0), ∀x0 ∈ Ω, (18)

所以,系统(1)在稳定区域Ω内经过有限时间T (x0)达

到稳定. 证毕.

注注注 4 该控制器在文献[15–16]的基础上做了适当修

改,并在构造函数α(x)时加入了一项cV r(x),这一项的加入

保证了系统状态在有限时间内达到平衡点.

注注注 5 该控制器依赖于所选择的Lyapunov函数,非线

性系统基于控制Lyapunov函数的控制器设计及稳定性研究

已有很多[16],但是控制Lyapunov函数的构造仍是一个难题.

本文选取的Lyapunov函数和文献[15]一样,都是V (x)=xTR

x(R为正定矩阵),在文献[15]中的基础上,通过对控制器做了

相应的改进,设计了控制器(10)–(12),相应地给出稳定区域Ω.

注注注 6 第3.1节中的预定区域Ω={x∈Rn : V (x)6δ}
由本部分给出的Ω确定,也就是式(14),即δ = θmax.

3.3 有有有限限限时时时间间间综综综合合合控控控制制制器器器设设设计计计

为了给出完整的控制器描述,将系统(1)写成如下
切换形式:

ẋ(t)=f(x(t))+g(x(t))u[i(t)](t), x(t0)=x0, (19)

其中i(t) : [0,∞)→{1, 2}是一个分段右连续的切换
信号.当且仅当i(t)=1时, u[i(t)]=u[1];当且仅当i(t)

=2时, u[i(t)]=u[2],其中:

u[1] △
= um = min

u
J, (20)

u[2] △
= us=−k(x)LT

g V (x). (21)

针对系统(1),控制输入在动态优化控制器(5)–(6)
和基于Lyapunov函数的有限时间鲁棒控制器(10)–
(12)之间进行切换,切换律为

i(t) =

1, x0 ̸∈ Ω,

2, x0 ∈ Ω.
(22)

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

针对系统(1),可以用第3部分设计的动态优化控
制器和基于Lyapunov函数的有限时间鲁棒控制器,使
其全局有限时间稳定,主要结果总结如下:

定定定理理理 1 系统(1)在满足假设的前提下,控制器根
据初始状态的位置在动态优化控制器(5)–(6)和基于
Lyapunov函数的有限时间鲁棒控制器(10)–(12)之间
进行选择,实现了闭环系统的全局有限时间稳定.

证证证 证明过程分2部分进行:

1) 当初始状态x0 ̸∈ Ω时,取tf > t0,采用动态优
化控制器(5)–(6)将系统状态沿最优路径拉进稳定区
域Ω内,即x(tf) ∈ Ω,然后将tf作为初始时间, x(tf)作
为系统的初始状态,将基于Lyapunov函数的有限时间
鲁棒控制器(10)–(12)应用于系统(1),由上述命题2的
证明过程可知系统(1)在稳定区域Ω内是有限时间稳

定的,使得系统稳定的有限时间为tf + T (x0),此时控
制器进行了一次切换.

2) 当初始状态x0 ∈ Ω时,此时控制器不需要切
换.对系统(1)直接运用控制器(10)–(12),由上述命题2
的证明过程可知系统(1)在Ω内是有限时间稳定的,此
时使得系统稳定的有限时间为T (x0).

综上所述,对于任意的初始状态,控制器根据初始
状态的位置在(5)–(6)和(10)–(12)之间进行选择,可保
证系统(1)全局有限时间稳定. 证毕.

对上述定理,可得算法步骤如下:

1) 对系统(1),取适当的Lyapunov函数V (x), r ∈
(0, 1), c>0,设计控制器(10)–(12),计算出稳定区域Ω.

2) 取合适的矩阵Q和P ,设计动态优化控制器(5)--(6).

3) 判断初始状态与稳定区域Ω的位置关系,如
果x0 ̸∈ Ω,采用控制器(5)–(6),将状态在有限时间内
控制进稳定区域Ω内,再采用控制器(10)–(12),使系
统有限时间稳定,有限稳定时间为tf + T (x0),此时控
制器在两种控制器之间切换一次.

4) 如果x0 ∈ Ω,采用控制器(10)–(12),使系统在
稳定区域Ω内是有限时间稳定的,有限稳定时间为
T (x0),此时控制器不需要切换.

注注注 7 如果初始状态不在系统的状态约束集内,采用

控制器(5)–(6),使系统(1)的状态满足约束并且在有限时间tf

内进入稳定区域Ω,然后对系统(1)应用有限时间优化控制器

(10)–(12),控制器在(5)–(6)和(10)–(12)之间进行了一次切换,

可使系统(1)在有限时间tf + T (x0)内稳定.

最后,控制模式切换示意图如图1所示.

图 1 控制模式切换示意图

Fig. 1 Control mode switch diagram

5 仿仿仿真真真实实实例例例

考虑如下2阶非线性系统:ẋ1 = x3
2,

ẋ2 = u,
(23)

其中状态和控制约束为

X=
{
x∈R2 : |x1|66, |x2|64

}
,

U=
{
u∈R1 : |u|66

}
.
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取Lyapunov函数V =
1

4
x2
1+

1

2
x2
2,计算出预定区域为

Ω={x∈R2 :V (x)60.8},如图2所示.

图 2 预定区域

Fig. 2 Prescribed area

对于系统(23),根据初始状态的不同,分3种情况
进行仿真:

1) 取初始状态x0 = [0.175 − 0.8]
T∈Ω,然后取

c=0.0008, r=0.8,应用控制器(10)–(12),可得状态
仿真结果如图3所示,控制仿真结果如图4所示.

图 3 状态轨迹曲线

Fig. 3 State trajectory curves

图 4 控制曲线

Fig. 4 Control curve

2) 取系统的初始状态x0=[2 −2.84]
T ̸∈Ω,对其

应用动态优化控制器um,即式(5)–(6),取Q=I , P =

0.5I , T =0.1 s, tf = 0.9 s,可使系统在0.9 s时的状态
为[0.43 −1.12],此时状态在预定区域Ω之内,在0.9 s
后,应用基于Lyapunov函数的有限时间鲁棒控制器

us,取c = 0.0001, r=0.1,可使系统在有限时间内稳
定. 仿真结果如图5–7所示.

图 5 状态轨迹曲线

Fig. 5 State trajectory curves

图 6 状态轨迹曲线

Fig. 6 State trajectory curves

图 7 控制曲线

Fig. 7 Control curve

3) 取系统的初始状态x0=[7 −6]T,此时初始状
态位于系统约束集之外,应用控制器um,取Q=2I ,
P =I , T =0.5 s, tf =1 s,可以使系统在1 s时的状态
为[2.2 −3.6],此时状态位于预定区域之外,再应用控
制器um, Q=I , P =0.5I , T =0.1 s,可使系统在1 s之
后的状态为[0.15 −0.9],此时状态位于预定区域之
内,应用控制器us,取c=0.0005, r=0.1,可使系统有
限时间稳定,仿真结果如图8–10所示. 由图8–9的仿真
结果可以看出,无论初始状态是否位于约束集内,都
可以采用本文所设计的切换控制器使得系统在有限

时间内稳定,并且使得状态变量和控制变量满足约束.
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图 8 状态轨迹曲线

Fig. 8 State trajectory curves

图 9 状态轨迹曲线

Fig. 9 State trajectory curves

图 10 控制曲线

Fig. 10 Control curve

6 结结结论论论

本文针对一类非线性约束系统首先采用了优化控

制的方法,将系统的状态在有限时间内控制进预定区
域内,然后基于Lyapunov函数设计有限时间鲁棒控制
器,使状态在预定区域内是有限时间稳定的. 最后,根
据状态与预定区域的关系,采取不同的控制器使非线
性约束系统有限时间稳定. 下一步的研究工作是将本
文中所采用的方法应用到非线性时滞系统、非线性扰

动系统等的有限时间稳定性问题上.
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