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摘要:本文考虑多智能体系统一致性问题的控制与拓扑协同优化设计.首先在给定的二次性能指标下,对多智能体系
统的分布式一致性控制协议寻优,得到依赖于网络拓扑图拉普拉斯矩阵的最优控制器. 其次,为进一步最大限度地减少
拓扑之间的连边,又不降低多智能体系统的收敛速度,通过权衡系统的通信能量和控制能量,寻求网络拓扑的优化设计,
给出了拓扑优化算法和多智能体系统特征值的优化方法. 最后,仿真研究验证了在控制器优化的基础上进一步寻求拓扑
优化,可大大提升系统的一致性性能.
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Abstract: In this paper, the co-optimization problem of controller and topology for consensus of multi-agent systems
is investigated. Firstly, the distributed control protocol for consensus of multi-agent systems is optimized for the given
quadratic performance index. The proposed optimal controller depends on the Laplace matrix of the topological graph.
Secondly, in order to further reduce the edge of the topology, but not affect the convergence speed of multi-agent systems,
the topology optimization algorithm and the eigenvalue optimization method for multi-agent systems are presented, which
balances the communication energy and control energy of the systems. Finally, the simulation results show that the topology
optimization along with the controller optimization is able to improve the system performance.
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1 引引引言言言

多智能体性能优化的评价指标为一致性收敛速度

或综合考虑一致性收敛速度及系统能耗的综合性能.
而性能优化采用的主要方式为控制器优化或拓扑优

化[1]. 其中控制器的选取决定了智能体之间是如何进
行交互的,进而达到各自的控制目标.如果从这方面
进行优化,则可以提高智能体的交互方式,降低相应
的交互量,进而优化系统的综合性能.而拓扑优化是
通过优化智能体之间的连边或者连边上权重来达到

系统性能的提升.
拓扑信息是系统性能优化的一个重要的组成部分,

其中多智能体系统通信拓扑图的第二小特征值的大

小是决定一致性收敛速度的一个重要的指标[2]. 文
献[3–5]中指出当拓扑图是连通平衡图时,一阶积分系
统能达到平均一致,并且此条件为系统一致性的充要
条件.文献[6]针对有向图,利用随机矩阵知识验证了
当通信拓扑图中含有有向生成树时,多智能体系统能
达到一致性收敛. 以上文献介绍了拓扑图的不同特性
对多智能体一致性收敛的影响.通过提升通信拓扑图
的第二小特征值提升一致性的收敛速度也取得了一

些进展[7–8]. 关于控制器的优化能提高系统的综合性
能的研究工作采用线性二次型理论.文献[9–11]利用
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线性二次型理论,在特殊的条件限制下,得到了分布
式最优控制器. 文献[12]考虑了环形拓扑的一致性问
题,并选取特殊的性能指标,得到最优控制器. 文献
[13]针对跟踪控制问题,证明了在星型拓扑的条件下,
得到特殊性能指标下所对应的最优控制器. 文献[14]
针对一般的多智能体系统,利用线性二次型调节器
(linear quadratic regulator, LQR)优化控制与Riccati方
程的结合,给出最优控制器存在的充分条件,所得的
最优控制器结构与拓扑的信息密切关联. 然而,虽然
控制器的形式相同,但是在不同的拓扑结构下,得到
的优化效果不同,主要原因是拓扑可变可优化的. 因
此,本文将在文献[14]的基础上,寻求拓扑的优化设
计.为进一步最大限度地减少拓扑之间的连边,又不
降低多智能体系统的收敛速度,本文通过在系统的通
信能量和控制能量之间进行权衡,寻求拓扑的优化设
计,给出拓扑优化算法和多智能体系统特征值的优化
方法. 最后仿真验证了控制器与拓扑协同优化对提升
系统一致性性能的重要性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑n个智能体组成的多智能体系统

ẋi(t) = axi(t) + bui(t), (1)

其中: 智能体 i的状态xi(t) ∈ R1,控制协议ui(t) ∈
R1, i = 1, 2, · · · , n; a和b是已知的标量参数.
系统(1)可以写成如下的矩阵形式:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (2)

且A = aIn, B = bIn.
在多智能体系统(2)中,把每个智能体抽象化为图

的顶点,用G = (V,E)来表示含有n个顶点的图,其中
V ={v1, · · · , vn}是图的顶点集,而E={e1, e2, · · · ,
em}是图的边集. 对于任意一条边(vi, vj) ⊂ E,如果
都存在 (vj, vi) ⊂ E,则称为无向图,反之则称为有向
图.
定义拉普拉斯矩阵L = [lij],其中

lij =


−aij, j ̸= i,
n∑

j=1

aij, j = i.

本文研究无向拓扑,即L是对称矩阵. L也可以表
示为L = D −A, D = [dij]为图的度矩阵,其中

dij =


0, j ̸= i,
n∑

j=1

aij, j = i.

在无权图的情况下,邻接矩阵A对应的是一个仅
含有0, 1元素的矩阵,即A = [aij],其中

aij =

0, (vi, vj) /∈ E,

1, (vi, vj) ∈ E.

3 控控控制制制器器器优优优化化化

对于系统(2),在无向拓扑图下,考虑控制器的优
化,选取如下的性能指标[14]:

J =
n∑

i=1

Ji =

n∑
i=1

w ∞

0
c[

∑
j∈Ni

aij(xj(t)− xi(t))
2]2dt+

n∑
i=1

w ∞

0
[
1

2
d

∑
j∈Ni

aij(xi(t)− xj(t))
2]dt+

n∑
i=1

w ∞

0
(ex2

i (t) + ru2
i (t))dt, (3)

其中: aij是加权邻接矩阵A第(i, j)个元素,系数满足
c > 0, d > 0, e > 0, r > 0.

注注注 1 在性能指标(3)中,第1项表示单个智能体与其相

连的所有智能体状态的平均值之差的平方项,能够加快智能

体与邻居的整体性的收敛. 第2项表示单个智能体分别与每

一个相邻智能体的状态差平方项再求和,反应的是智能体与

每一个邻居之间的趋同性,加快智能体的局部收敛性. 第3项

为单个智能体的状态以及控制输入量,前一项使响应的状态

最小,增强整体的稳定性,后一项获得最小的控制能量,使系

统达到一致.

性能指标(3),可改写成如下标准的LQR形式:

J =
∞∑
0

[
xT(t)Qx(t) + uTRu(t)

]
dt, (4)

其中Q = cL2 + dL+ eIn. 由于L为对称半正定矩阵,
则Q为对称半正定矩阵, R = rIn为正定矩阵.

定定定理理理 1[14] 对于系统(2),保证性能指标(3)最小
化的控制器为

u∗ (t) = −Kx∗ (t) . (5)

当c > 0,且如下的条件

d2 − 4c(e+ r(ab−1)2) = 0 (6)

成立时,则有最优的反馈增益矩阵K为

K =
√
r−1cL+ (ab−1 +

√
r−1d

2
√
c

)In. (7)

此时,对应的最优状态方程为

ẋ∗(t) = (A−BK)x∗(t) =

−(
bd

2
√
rc

In + b
√
r−1cL)x∗(t). (8)

4 拓拓拓扑扑扑优优优化化化

对于系统(2),在满足性能指标(3)的情况下,设计
最优反馈控制律,进一步进行拓扑优化,最大限度地
提高系统性能,是本文的设计目标.由定理 1可知,
式(7)给出的最优反馈控制器增益K依赖于拓扑网络

拉普拉斯阵L,那么进一步的优化拓扑,能否最大限度
的提升系统的性能呢?此部分的设计优化过程回答了
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这个问题.

4.1 预预预备备备知知知识识识

拓扑设计问题主要是拓扑和相应性能指标的选择

匹配问题.在给出主要结果之前,先给出两个引理.

引引引理理理 1 对于系统(8),令S=
bd

2
√
rc

In+b
√
r−1cL.

当通信拓扑为无向连通图时,相应的拓扑信息描述矩
阵L的秩rank(L) = n− 1. 设矩阵L的特征值为λi,矩
阵S的特征值为λsi,则:

0 = λ1 < λ2 6 λ3 6 · · · 6 λn,

0 < λs1 < λs2 6 λs3 6 · · · 6 λsn,

其 中: λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi, i ∈ 1, 2, · · · , n,并

且,矩阵L和S具有相同的正交转换矩阵

P = [p1 p2 · · · pn] ,

且系统(8)中所有智能体最终状态为

x(∞) = 0. (9)

证 因为通信拓扑图是无向且连通的,所以其对
应的Laplacian矩阵L为对称矩阵,那么由矩阵理论可
知,对称矩阵一定可以对角化. 设矩阵L的特征值为

λi, i ∈ 1, 2, · · · , n,那么矩阵L的对角矩阵Λ可以表

示成如下形式:

Λ = diag {λ1, λ2, · · · , λn} . (10)

根据无向连通拓扑图 Laplacian矩阵的性质可得
rank(L) = n− 1. 并且λi满足

0 = λ1 < λ2 6 λ3 6 · · · 6 λn. (11)

因为矩阵S与矩阵L形式相同,同为对称矩阵,所以一
定能被对角化. 设其对角矩阵为Λs,对角元素为λsi,
i ∈ 1, 2, · · ·n,则矩阵S的对角矩阵Λs可以表示为如

下形式:

Λs = diag {λs1, λs2, · · · , λsn} . (12)

其中: λsi=
bd

2
√
rc

+b
√
r−1cλi, i ∈ 1, 2, · · · , n,且λsi

满足

0 < λs1 < λs2 6 λs3 6 · · · 6 λsn. (13)

因为矩阵L一定可以对角化,因此假设其变换矩阵为
P ,对P中的向量做正交处理可得

P = [p1 p2 · · · pn] , (14)

由对角矩阵Λ和变换矩阵P可得

L = PΛPT. (15)

把方程(15)代入矩阵S,可得

S =
bd

2
√
rc

In + b
√
r−1cPΛPT, (16)

由于P为正交矩阵,则方程(16)可写为

S = P (
bd

2
√
rc

In + b
√
r−1cΛ)PT, (17)

进而方程(17)可写为

S = PΛsP
T, (18)

其中Λs =
bd

2
√
rc

In + b
√
r−1cΛ.

在式(18)中,因为Λs为S的对角矩阵,那么S的正

交转换矩阵为P ,又因为P为L的正交转换矩阵,因此
S和L拥有相同的正交转换矩阵.

另外,对方程(8)求解可得

x(t) = exp(−St)x(0), (19)

其中: S =
bd

2
√
rc

In+b
√
r−1cL, x(0)为状态x(t)的初

始状态.

结合方程(18)–(19)可得

x(t) = P exp(−Λst)P
Tx(0). (20)

由方程(13)可得λsi > 0,那么当t → ∞时,指数
项趋近于0,即

x(∞) = 0. (21)

证毕.

注注注 2 引理1中的结论,将在优化矩阵L特征值中使用.

注注注 3 由引理1,当系统方程退化成ẋ(t) = −Lx(t),并
且控制器退化成u(t) = −Lx(t)时,系统状态最终趋向于初始
状态的平均值,即

x(∞) =
1

n

n∑
i=1

xi(0). (22)

这与文献[2]结论一致.

引引引理理理 2 对一元三次方程a1x
3 + b1x

2 + c1x+

d1 = 0,其中a1 ̸= 0.化为首1形式得x3+kx2+mx+

n = 0. 令x = y−k/3,则有y3+py+q = 0,其中p =

−k2/3 +m, q = (2(k/3)2)− (km/3) + n. 由 此,可
得一元三次方程的3个根分别为

x1= [−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (23)

x2=w[−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

w2[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (24)

x3=w2[−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

w[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (25)

其中w = −1/2 +
√
3/2i.

证 针对一元三次方程a1x
3 + b1x

2 + c1x+ d1 =

0,其中a1 ̸= 0,约去a1可得

x3 + kx2 +mx+ n = 0, (26)
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其中: k = b1/a1, m = c1/a1, n = d1/a1.

令x = y − k/3,代入方程(25)可得

y3 + py + q = 0, (27)

其中: p = −k2/3 +m, q = (2(k/3)2)− (km/3) + n.

设y = u+ v是方程(27)的解,代入可得

(u+ v)(3uv + p) + u3 + v3 + q = 0. (28)

如果u和v满足uv = −p/3, u3 + v3 = −q,那么方程
(28)成立.

由一元二次方程韦达定理可得, u3和v3是如下方

程的解:

y2 + qy − (p/3)3 = 0. (29)

求解方程(29)得

y = −q/2± ((q/2)2 + (p/3)3)1/2. (30)

设X,Y为方程(29)两个根,则

X =−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2,

Y =−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2.

由于u3和v3是方程(29)两个根,则有

u3 = X, v3 = Y. (31)

求解方程(31)得

u =


X1/3,

X1/3w,

X1/3w2,

v =


Y 1/3,

Y 1/3w,

Y 1/3w2,

其中w = −1/2+
√
3/2i. 考虑到uv = −p/3,所以u, v

只有三组解,分别为

u1=X1/3, v1 = Y 1/3,

u2=X1/3w, v2 = Y 1/3w2,

u3=X1/3w2, v3 = Y 1/3w.

上式中代入X和Y便可得结论中根的形式. 证毕.

注注注 4 引理2中的结论,将在优化矩阵L特征值中使用.

4.2 拓拓拓扑扑扑设设设计计计

考虑系统(8),令S=
bd

2
√
rc

In+b
√
r−1cL. 根据矩

阵L的行和为零,可知矩阵S的行和为固定值
bd

2
√
rc

,

进而其所对应的特征向量可取为p1 =
1√
n
1n. 由于

矩阵S的特征值均为正整数,最小特征值的特征向量
已知,且特征向量彼此之间正交,那么能否根据这些
特征设计出优化矩阵S所对应的形式呢?下面,给出
拓扑优化算法,具体步骤如下:

步步步骤骤骤 1 首先令p1 =
1√
n
1n为矩阵S最小特征

值
bd

2
√
rc
所对应的特征向量.

步步步骤骤骤 2 求出向量p1的零空间,并记为N(p1).

步步步骤骤骤 3 从向量p1的零空间中任取线性无关向

量组:

[k2 k3 · · · kn] ∈ N(p1).

对这些线性无关的向量做正交化处理,可记为

[p2 p3 · · · pn],

令P = [p1 p2 · · · pn].

步步步骤骤骤 4 对于矩阵S的特征值,可通过任意给定
矩阵L的特征值得出,其中λi > 0, i = 2, 3, · · · , n. 因

为λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi,所以

Λs = diag { bd

2
√
rc

,
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλ2, · · · ,

bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλn}.

步步步骤骤骤 5 根据S = PΛsP
T,计算可得与 L矩阵

同型的S矩阵.

步步步骤骤骤 6 如果需要相应的拓扑连接信息,可以通
过矩阵S逆推矩阵L,那么根据L便可得出相应的拓扑

信息.

注注注 5 根据步骤1可求出步骤2, 3所对应的结果,即得

到矩阵的正交转换矩阵. 步骤4中矩阵S所对应的特征值,是

后续需要优化设计的量,通过步骤5可得出优化矩阵S所对应

的具体形式,若需要知道矩阵L的具体形式,则可以通过步骤

6获得.

为进一步的优化步骤4中矩阵S所对应的特征值,
考虑如下的系统总能量.

对于系统(8),定义系统的总能量函数如下:

J = αJ1 + βJ2, (32)

其中

J1 = ||L||2F, (33)

(||.||F为矩阵的F范数),反映的是多智能体系统通信
拓扑的总连边数,对应的是系统的通信能量.

J2 =
w ∞

0
(x(t)− x(∞))T(x(t)− x(∞))dt

(34)

是多智能体系统中智能体状态的暂态量与最终稳定

状态之差的二次型函数,反应了趋向于一致性的过程,
对应于系统中的控制能量. α > 0, β > 0是能量的加

权系数,满足α+ β = 1. 通过加权系数的调节,可以
增强评估系统综合性能的灵活性.

注注注 6 在总能量函数J中,优化通信能量J1,可以最大
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限度的减少拓扑之间的连边,得出总连边数最小的优化拓扑.

而连边数的减少将减弱智能体之间的交互,进而会降低一致

性的收敛速度.为了在降低通信能量的同时,保证理想的收敛

速度,本文引入了控制能量J2. 当智能体彼此之间的通信变

弱时,最小化控制能量J2可以保证智能体的快速稳定性收敛.

系统的总能量J有效的综合了两方面的性能指标,权衡通信

能量和控制能量之间的矛盾,找出其中的均衡点,获取最优的

矩阵S.

下面的定理给出了获取矩阵S的优化特征值方法:

定定定理理理 2 对于系统(8),在优化矩阵S的设计过程

中,通过优化(32)中的总能量,得出优化拉普拉斯矩阵
L的特征值λi:

λi1 = [−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (35)

λi2 =w[−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

w2[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (36)

λi3 =w2[−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

w[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (37)

其中:

p = − d2

12c2
,

q =
2d3

27c3
− d3

12c3
−

√
rcβ

4bcα
xT(0)pip

T
i x(0),

x(0)表示智能体的初始状态, pi表示第i个智能体对应

的特征向量, w = −1/2 +
√
3/2i. 则优化矩阵S所对

应的特征值为

λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi, (38)

其中: i = 1, 2, 3, · · · , n, k = 1, 2, 3.

证 由引理 1可知,对于多智能体系统 (8),当t →
∞时,对应的系统状态

x(∞) = 0.

总能量:

J = αJ1 + βJ2 =

α||L||2F+β
w ∞

0
((x(t)−x(∞))T(x(t)−x(∞))dt =

α
n∑

i=1

(λi)
2 + β

w ∞

0
x2(t)dt. (39)

对式(8)求解,代入方程(39)可得

J =α
n∑

i=1

(λi)
2 +

βxT(0)P
w ∞

0
{exp(−Λst)}2dtPTx(0), (40)

其中Λs = diag {λs1, λs2, · · · , λsn}. 在式(40)中,指数

项对应的对角矩阵为

exp(−λsit) =

diag{exp(−λs1t), exp(−λs2t), · · · , exp(−λsnt)},
(41)

其中λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi, i = 1, 2, · · · , n.

化简方程(40)中的积分项,可得

J = α
n∑

i=1

(λi)
2 + βxT(0)PΛ̄PTx(0), (42)

其中Λ̄ = diag{ 1

2λs1

,
1

2λs2

, · · · , 1

2λsn

}.

将λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi代入方程(42),可得

J = α
n∑

i=1

(λi)
2 + βxT(0)PÃPTx(0), (43)

其中Ã = diag{
√
rc

bd
,

√
rc

bd+2bcλ2

, · · · ,
√
rc

bd+2bcλn

}.

为使系统的总能量最小,方程(43)两边对λi求导,
可得

∂J

∂λi

= 2αλi −
2bc

√
rc

(bd+ 2bcλi)
2βx

T(0)pip
T
i x(0).

(44)

令方程(44)等于零,化简可得如下的一元三次方程:

4b2c2αλ3
i + 4b2dcαλ2

i + b2d2αλi −
bc
√
rcβxT(0)pip

T
i x(0) = 0. (45)

因为4b2c2α > 0符合一元三次方程化简条件,方程
(45)两边同时除以4b2c2可得如下方程:

λ3
i +

d

c
λ2
i +

d2

4c2
λi −

√
rcβ

4bcα
xT(0)pip

T
i x(0) = 0.

(46)

由式(46)以及引理2可知式(45)的解为

λi1 = [−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (47)

λi2 =w[−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

w2[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (48)

λi3 =w2[−q/2 + ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3 +

w[−q/2− ((q/2)2 + (p/3)3)1/2]1/3, (49)

其中

p = − d2

12c2
,

q =
2d3

27c3
− d3

12c3
−

√
rcβ

4bcα
xT(0)pip

T
i x(0),

w = −1/2 +
√
3/2i.
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因为矩阵S的特征值λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi,所以

优化的矩阵S的特征值为

λsi =
bd

2
√
rc

+ bcλi,

其中: i = 1, 2, 3, · · · , n, k = 1, 2, 3. 证毕.

注注注 7 根据定理2获得的特征值是拓扑优化算法步

骤4所对应的最优特征值.根据步骤5,可以进一步的求出具

体的最优矩阵.

注注注 8 根据定理2,当系统方程退化成ẋ(t) = −Lx(t),
并且控制器退化成u(t) = −Lx(t)时,考虑(32)所示的总能量
J ,则对应的优化拉普拉斯矩阵L的特征值λi为

λi = (
pTi x(0)

2
)2/3, (50)

其中i = 1, 2, 3, · · · , n. 此时与文献[15]结果一致,说明定

理2的结论具有一般性,可适用于更广泛的一类系统.

5 仿仿仿真真真分分分析析析

考虑由10个智能体所组成的多智能体系统,并设
其初始状态为

x(0) = [10 15 20 26 23 9 12 18 28 30]T.

因为矩阵S最小特征值所对应的特征向量为

p1 =
1√
10

I10 = 0.3162I10.

根据特征向量p1,可以求出p1所对应的零式空间,记
为[p2 p3 · · · pn] ∈ N(p1),计算可得所取的线性无
关特征向量P为

P =



0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162 −0.3162

0.3162 0.9240 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 0.9240 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 0.9240 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 −0.0760 0.9240 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 0.9240 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 0.9240 −0.0760 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 0.9240 −0.0760 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 0.9240 −0.0760

0.3162 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 −0.0760 0.9240



.

根据定理2可以计算矩阵L所对应的特征值,这里
给定了一组满足最优控制器获取条件的参数,其中
a = 1, b = 1, r = 1, e = 0, c = 4, d = 4,相应的
拓扑优化性能指标参数α = β = 0.5,分别代入方程
(35)–(37)可得到如下的方程

λi1 = {( 1
16

σ2
i +

1

216
) + [(

1

16
σ2
i +

1

216
)2 +

(− 1

36
)3]

1
2 } 1

3 + {( 1
16

σ2
i +

1

216
)−

[(
1

16
σ2
i +

1

216
)2 − (

1

36
)3]

1
2 } 1

3 , (51)

λi2 =w{( 1
16

σ2
i +

1

216
) + [(

1

16
σ2
i +

1

216
)2 −

(
1

36
)3]

1
2 } 1

3 + w2{( 1
16

σ2
i +

1

216
)−

[(
1

16
σ2
i +

1

216
)2 − (

1

36
)3]

1
2 } 1

3 , (52)

λi3 =w2{( 1
16

σ2
i +

1

216
) + [(

1

16
σ2
i +

1

216
)2 +

(− 1

36
)3]

1
2 } 1

3 + w{( 1
16

σ2
i +

1

216
)−

[(
1

16
σ2
i +

1

216
)2 − (

1

36
)3]

1
2 } 1

3 , (53)

其中σi = pTi x(0).

因为λi为无向图的拉普拉斯矩阵L所对应的特征

值,因此满足λi > 0的特点,通过式 (51)–(53)可以求
解出图拉普拉斯矩阵L所对对应的特征值,因为式
(52)和式(53)所对应的根在给定的初始条件以及所求
出的特征向量的情况下,不满足特征值λi > 0的特点,
因此通过式(51)可以求得满足条件的特征根为

[λ2 λ3 · · · λ10] =

[0.8116 1.0888 2.1906 1.6845 2.0004 1.4658

0.5906 2.4976 2.7870].

那么,根据已求的转换矩阵P ,对角矩阵Λ,其中
λ1 = 0,并根据线性矩阵相关知识,可以得出拉普拉
斯矩阵L. 由优化的矩阵L和转换矩阵P ,可以得出式
(39)中优化特征值所对应的最小能耗为J = 38.4851,
其中
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L=



1.5117 0.1065 0.0189 −0.3295 −0.1695 −0.2694 −0.1003 0.1764 −0.4266 −0.5181

0.1065 0.7756 −0.0571 −0.1408 −0.1024 −0.1264 −0.0858 −0.0193 −0.1642 −0.1861

0.0189 −0.0571 1.0106 −0.1619 −0.1234 −0.1474 −0.1068 −0.0403 −0.1852 −0.2072

−0.3295 −0.1408 −0.1619 1.9450 −0.2072 −0.2311 −0.1905 −0.1240 −0.2689 −0.2909

−0.1695 −0.1024 −0.1234 −0.2072 1.5158 −0.1927 −0.1521 −0.0856 −0.2305 −0.2525

−0.2694 −0.1264 −0.1474 −0.2311 −0.1927 1.7837 −0.1761 −0.1096 −0.2545 −0.2765

−0.1003 −0.0858 −0.1068 −0.1905 −0.1521 −0.1761 1.3303 −0.0690 −0.2139 −0.2358

0.1764 −0.0193 −0.0403 −0.1240 −0.0856 −0.1096 −0.0690 0.5881 −0.1474 −0.1694

−0.4266 −0.1642 −0.1852 −0.2689 −0.2305 −0.2545 −0.2139 −0.1474 2.2054 −0.3142

−0.5181 −0.1861 −0.2072 −0.2909 −0.2525 −0.2765 −0.2358 −0.1694 −0.3142 2.4508



.

注注注 9 上述给出的拉普拉斯矩阵L每个元素小数点后

仅保留了四位有效数字. 仿真计算过程中,拉普拉斯矩阵L的

行和误差为

row sum = 1.0e− 15 ∗ [0 0 0 − 0.2220 − 0.0555,

−0.2220 − 0.1665 0.1110 0.1110 0]T.

显然,计算结果L满足行和为零的性质.

矩阵S特征值λsi =
bd

2
√
rc

+ b
√
r−1cλi,其中i =

1, 2, · · · , n. 因为所选取的满足最优控制器获取的参
数条件为a=1, b=1, r=1, e=0, c=4, d=4且

[λs1 λs2 · · · λs10] =

[1.000 2.6233 3.1775 5.3812 4.3690 5.0070

3.9316 2.1812 5.9953 6.5740].

根据设计步骤5,可以得出优化的矩阵S为

S=



4.0234 0.2131 0.0378 −0.6591 −0.3390 −0.5388 −0.2007 0.3529 −0.8533 −1.0363

0.2131 2.5511 −0.1143 −0.2817 −0.2048 −0.2528 −0.1715 −0.0386 −0.3283 −0.3723

0.0378 −0.1143 3.0212 −0.3238 −0.2469 −0.2949 −0.2137 −0.0807 −0.3704 −0.4144

−0.6591 −0.2817 −0.3238 4.8900 −0.4143 −0.4623 −0.3811 −0.2481 −0.5379 −0.5818

−0.3390 −0.2048 −0.2469 −0.4143 4.0316 −0.3854 −0.3042 −0.1712 −0.4610 −0.5049

−0.5388 −0.2528 −0.2949 −0.4623 −0.3854 4.5673 −0.3522 −0.2192 −0.5090 −0.5529

−0.2007 −0.1715 −0.2137 −0.3811 −0.3042 −0.3522 3.6607 −0.1380 −0.4277 −0.4717

0.3529 −0.0386 −0.0807 −0.2481 −0.1712 −0.2192 −0.1380 2.1762 −0.2947 −0.3387

−0.8533 −0.3283 −0.3704 −0.5379 −0.4610 −0.5090 −0.4277 −0.2947 5.4108 −0.6285

−1.0363 −0.3723 −0.4144 −0.5818 −0.5049 −0.5529 −0.4717 −0.3387 −0.6285 5.90160



.

则对于(8),利用所求取的优化通信拓扑矩阵S,给
出系统状态的变化曲线如图1所示. 而利用随机生成
的拓扑图,如图2所示,在相同的参数和相同的初始状
态下,设其边权重统一为0.53,保证随机拓扑图与优化
拓扑图具有相同的连通度.在满足上述条件的情况下,
随机拓扑对应(8)中状态的变化曲线,如图3所示.

图1中的拓扑是在最小化系统性能指标的情况下
得出的,即得出的拓扑图使得系统相应的通信能量以
及控制能量最小,相应的最小能量J = 38.4851. 从
收敛速度的角度而言,图1中各多智能体状态在1.2 s
左右达到了一致性收敛,而对于随机拓扑而言,相应
的状态收敛如图3所示,其中各多智能体状态在2.5 s
左右达到了一致性收敛. 从单纯的收敛速度角度而言,
对应的优化控制器与优化拓扑的结合能够提升一致

性的收敛速度,而从整体的性能指标而言,拓扑本身

的获得使得相应的指标最优.

图 1 拓扑优化与控制器优化下的一致性曲线
Fig. 1 Consensus achieved by the optimal topology and

optimal controller
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图 2 随机拓扑图

Fig. 2 Random topological graph

图 3 随机拓扑与优化控制器下的一致性曲线
Fig. 3 Consensus achieved by random topology and

optimal controller

6 总总总结结结

本文在优化的控制器的基础上,进一步考虑拓扑
的优化设计.在拓扑设计的过程中,使提出的性能指
标最小,通过运用矩阵本身的特点以及线性代数相关
知识,得出了优化的拓扑矩阵,实现了拓扑优化与相
应的控制器优化的结合.仿真有效的验证了拓扑优化
更有效地在控制器优化的基础上进一步提升系统性

能.本文工作主要研究无向图的拓扑设计问题,对于
有向图的拓扑优化和控制器协同设计的方法将是后

续需要思考的一个问题.
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