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摘要:研究一类高阶分布参数系统的迭代学习控制问题,该类系统由退化高阶抛物型偏微分方程构成. 根据系统
所满足的性质,基于P型学习算法构建得到迭代学习控制器. 利用压缩映射原理,证明该算法能使得系统的输出跟
踪误差于L2空间内沿迭代轴方向收敛于零. 最后,仿真算例验证了算法的有效性.
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Abstract: The problem of iterative learning control for a class of higher order distributed parameter systems is studied.
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1 引引引言言言

迭代学习控制是一种具有严格数学描述的智能控

制方法,适用于有限时间区间上具有重复运动性质的
被控对象.迭代学习控制自1984年由Arimoto等人[1]

提出完整的算法以来便引起人们的广泛关注[2–6],并
逐渐发展成为控制领域的热点研究课题.因其算法的
简单和有效性,近年来迭代学习控制已被广泛应用于
许多实际的控制系统中,如机械臂[7]、硬盘驱动

器[8]、高速列车[9]等.

实际工程中,许多动态过程都可由偏微分方程所
代表的分布参数系统模型刻画[10],如弹性振动系统的
控制、温度场的控制、带柔性连杆的机器人等. 因此,

对分布参数系统的研究具有重要的理论意义和实际

应用价值.到目前为止,将迭代学习控制方法应用于
分布参数系统的研究成果已有不少. 文献[11–16]研
究了抛物型分布参数系统的迭代学习控制问题.文
献[17]则针对一类非线性抛物型偏差分系统,构建得
到一种开环P型学习律并给出该算法收敛的充分条件.
文献[18]利用D型学习律,对一类非正则抛物型分布
参数系统的迭代学习控制问题进行了讨论.文献[19–20]
分别对一阶和二阶双曲型分布参数系统进行了迭代

学习控制设计,并给出了在P型学习律作用下的收敛
性结论.文献[21]则进一步研究了分布参数系统于
W 1,2空间中的迭代学习控制问题.最近,文献[22]研
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究了一类一维四阶分布参数系统的迭代学习控制问

题.注意到,目前已有的分布参数系统迭代学习控制
的研究工作主要集中在低阶系统[11–21],涉及高阶系统
的研究成果则较少[22]. 因此,进一步探讨高阶分布参
数系统的迭代学习控制设计问题是一项有意义的工

作.另一方面,退化的高阶抛物型偏微分方程可以描
述很多固体薄膜的发展演化现象[23–25],如半导体元器
件的生产、飞机环件的除雪及微小器件的薄膜旋转覆

盖等. 事实上,这些工业生产过程存在着较强的重复
性,这些重复性为迭代学习控制的应用提供了依据.
在已有研究的基础上,本文考虑一类高阶分布参数系
统的迭代学习控制问题,该系统由退化高阶抛物型偏
微分方程构成. 利用压缩映射原理,证明在P型学习算
法的作用下系统的输出跟踪误差于L2空间内沿迭代

轴方向收敛.

本文给出如下符号约定: 对函数Q(x, t): [0, 1]×
[0, T ] → R,记

∥Q(·, t)∥L2 =

√w 1

0
Q2(x, t)dx,

定义∥Q∥L2,s= sup
t∈[0,T ]

∥Q(·, t)∥L2 ,对给定的λ > 0,定

义∥Q∥L2,λ = sup
t∈[0,T ]

{e−λt∥Q(·, t)∥L2}.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下形式的退化高阶抛物型方程[26]:

tm
∂2nQ(x, t)

∂x2n
+ (−1)n

∂Q(x, t)

∂t
= f(x, t), (1)

其中: (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ], m ∈ R+, n ∈ N+. 方程
(1)相应的初、边值条件为

Q(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],

∂2lQ(x, t)

∂x2l
|x=0=

∂2lQ(x, t)

∂x2l
|x=1=0, t ∈ [0, T ],

其中l = 0, 1, · · · , n− 1.

为了进行相应的迭代学习控制设计,本文用控制
变量u(x, t)替代f(x, t),并为方程(1)配置通常形式的
输出方程. 进一步,构建得到如下形式的高阶分布参
数系统:

tm
∂2nQ(x, t)

∂x2n
+ (−1)n

∂Q(x, t)

∂t
= u(x, t),

y(x, t) = C(t)Q(x, t) +D(t)u(x, t),

(2)

这里Q(x, t), u(x, t), y(x, t) ∈ R分别表示系统的状
态、控制输入和输出.

对系统(2),给出如下假设条件:

假假假设设设 1 对∀t ∈ [0, T ],有 |C(t)| 6 c, 0 < d1 6
D(t) 6 d2,其中: c为未知常数, d1, d2为已知常数.

假假假设设设 2 对于给定的期望轨迹yd(x, t),存在唯一

的控制输入ud(x, t)使得 tm
∂2nQd(x, t)

∂x2n
+ (−1)n

∂Qd(x, t)

∂t
= ud(x, t),

yd(x, t) = C(t)Qd(x, t) +D(t)ud(x, t),

这里Qd(x, t)是相应的期望状态轨迹.

设动态系统(2)在有限时间区间[0, T ]内是可重复

的,在迭代第k(k = 0, 1, 2, · · · )次时,重写系统(2)为 tm
∂2nQk(x, t)

∂x2n
+(−1)n∂Qk(x, t)

∂t
=uk(x, t),

yk(x, t)=C(t)Qk(x, t) +D(t)uk(x, t).

(3)

假假假设设设 3 系统的初值定位条件为Qk(x, 0) =

Qd(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1];边值定位条件为

∂2lQk(x, t)

∂x2l
|x=0 =

∂2lQd(x, t)

∂x2l
|x=0 = 0,

∂2lQk(x, t)

∂x2l
|x=1 =

∂2lQd(x, t)

∂x2l
|x=1 = 0,

t ∈ [0, T ], l = 0, 1, · · · , n− 1.

注注注 1 在常微分系统的迭代学习控制领域中,已有不
少文献考虑无初始定位问题(最宽的初始条件).与常微分系
统相比,分布参数系统包含初值和边值条件.因此,考虑分布
参数系统的初值和边界值的无定位问题,具有重要理论和实
际的应用价值.然而,由于分布参数系统本身特性及处理技术
限制,这一问题目前还难以解决. 目前,就分布参数系统的初
值条件设置问题,可归纳为以下3种:

I) 理想初始条件[18, 21]:

Qk(x, 0) = Qd(x, 0);

II) 渐近理想初始条件[11, 13, 15–16]:

∥Qk(x, 0)−Qd(x, 0)∥2L2 6 l̄rk

或

∥Qk+1(x, 0)−Qk(x, 0)∥2L2 6 l̄rk, r∈ [0, 1), l̄>0;

III) 有界随机初始条件[22]:

∥Qk(x, 0)−Qd(x, 0)∥L2 6 ε,

这里ε为正的常数. 在初始条件I)或II)的情形下,系统的输出

跟踪误差可收敛于零;在有界随机初始条件III)的情形下,系

统的输出跟踪误差可收敛到与ε有关的一个原点邻域内.边值

条件的严格重复是迭代学习算法收敛的必要条件.若每次迭

代的边界值存在一定的偏移,则相邻的状态误差δQk(x, t)及

其偏导数在边界点处的值将无法估计,系统输出跟踪误差的

收敛性也将难以保证. 在分布参数系统的迭代学习控制领域

至今还没有相关文献考虑这一问题,仍有待进一步探究.另一

方面,对于分布参数系统,作者需给出适定的初、边值定解条

件,即对给定的初、边值及控制输入u(x, t),系统的解Q(x, t)

在给定区域内存在唯一.因此,针对本文所考虑的退化高阶分

布参数系统,为了使系统的解在(0, 1)× [0, T ]内存在唯一,本

文只能给出如假设3的初、边值定位条件.
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本文的目标是通过学习控制的方法寻找控制输入

序列uk(x, t),使得相应的输出序列yk(x, t)于L2空间

中收敛于期望的输出轨迹yd(x, t),即

lim
k→∞

∥ek∥L2,s = 0,

其中ek(x, t) = yd(x, t)− yk(x, t)为系统的输出跟踪

误差.

3 主主主要要要结结结果果果

对系统(3),采用如下P型学习算法:

uk+1(x, t) = uk(x, t) + qek(x, t), (4)

其中q > 0为学习增益,则有如下定理:

定定定理理理 1 假设1–3成立,若有

ρ = sup
t∈[0,T ]

|1− qD(t)| < 1, (5)

则系统(3)在P型学习算法(4)的作用下于L2空间内是

收敛的,即 lim
k→∞

∥ek∥L2,s = 0.

证证证 记

δQk(x, t) = Qk+1(x, t)−Qk(x, t),

δuk(x, t) = uk+1(x, t)− uk(x, t).

由系统(3)的第2式及式(4),有

ek+1(x, t) = ek(x, t) + yk(x, t)− yk+1(x, t) =

ek(x, t)− C(t)δQk(x, t)−D(t)δuk(x, t) =

ek(x, t)− C(t)δQk(x, t)− qD(t)ek(x, t) =

(1− qD(t))ek(x, t)− C(t)δQk(x, t).

由假设1及式(5),可知

|ek+1(x, t)| 6 ρ|ek(x, t)|+ c|δQk(x, t)|.

上式两端平方并对变量x从0到1积分,结合ρ < 1可得w 1

0
(ek+1(x, t))

2
dx 6

ρ2
w 1

0
(ek(x, t))

2
dx+ c2

w 1

0
(δQk(x, t))

2
dx+

2c
w 1

0
|ek(x, t)| |δQk(x, t)| dx. (6)

应用Cauchy–Schwarz积分不等式,有w 1

0
|ek(x, t)||δQk(x, t)|dx 6√w 1

0
(ek(x, t))

2
dx

√w 1

0
(δQk(x, t))

2
dx.

将上式代入式(6),可得

∥ek+1(·, t)∥2L2 6ρ2∥ek(·, t)∥2L2 + c2∥δQk(·, t)∥2L2+

2c∥ek(·, t)∥L2∥δQk(·, t)∥L2 .

取λ > 0,进一步有

∥ek+1∥2L2 ,λ =

sup
t∈[0,T ]

{e−2λt∥ek+1(·, t)∥2L2} 6

ρ2 sup
t∈[0,T ]

{e−2λt ∥ek(·, t)∥2L2}+

c2 sup
t∈[0,T ]

{e−2λt ∥δQk(·, t)∥2L2}+

2c sup
t∈[0,T ]

{e−λt∥ek(·, t)∥L2e
−λt∥δQk(·, t)∥L2} 6

ρ2 ∥ek∥ 2
L2 ,λ + c2 ∥δQk∥ 2

L2 ,λ+

2c ∥ek∥L2,λ ∥δQk∥L2,λ . (7)

由系统(3)的第1式及式(4),有

tm
∂2n(δQk(x, t))

∂x2n
+(−1)n

∂(δQk(x, t))

∂t
=qek(x, t),

故

∂(δQk(x, t))

∂t
+ (−1)ntm

∂2n(δQk(x, t))

∂x2n
=

(−1)nqek(x, t).

上式两端乘以δQk(x, t)并对变量x从0到1积分,有w 1

0
{δQk(x, t)

∂(δQk(x, t))

∂t
}dx+

(−1)ntm
w 1

0
{δQk(x, t)

∂2n(δQk(x, t))

∂x2n
}dx =

(−1)nq
w 1

0
δQk(x, t)ek(x, t)dx, (8)

而 w 1

0
{δQk(x, t)

∂(δQk(x, t))

∂t
}dx =

1

2

d

dt
∥δQk(·, t)∥2L2 , (9)

(−1)n2
w 1

0
δQk(x, t)ek(x, t)dx 6w 1

0
(δQk(x, t))

2
dx+

w 1

0
(ek(x, t))

2
dx =

∥δQk(·, t)∥2L2 + ∥ek(·, t)∥2L2 . (10)

注意到

δQk(x, t)
∂2n(δQk(x, t))

∂x2n
=

∂

∂x
(δQk(x, t)

∂2n−1(δQk(x, t))

∂x2n−1
−

∂(δQk(x, t))

∂x

∂2n−2(δQk(x, t))

∂x2n−2
+

∂2(δQk(x, t))

∂x2

∂2n−3(δQk(x, t))

∂x2n−3
− · · ·−

(−1)
n∂

n−1(δQk(x, t))

∂xn−1

∂n(δQk(x, t))

∂xn
)+

(−1)n(
∂n(δQk(x, t))

∂xn
)2.

利用假设3中的边值定位条件,可知
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(−1)ntm
w 1

0
{δQk(x, t)

∂2n(δQk(x, t))

∂x2n
}dx =

(−1)ntm{δQk(x, t)
∂2n−1(δQk(x, t))

∂x2n−1
−

∂(δQk(x, t))

∂x

∂2n−2(δQk(x, t))

∂x2n−2
+

∂2(δQk(x, t))

∂x2

∂2n−3(δQk(x, t))

∂x2n−3
− · · ·−

(−1)
n∂

n−1(δQk(x, t))

∂xn−1

∂n(δQk(x, t))

∂xn
}|x=1

x=0+

tm
w 1

0
(
∂n(δQk(x, t))

∂xn
)
2

dx =

tm
w 1

0
(
∂n(δQk(x, t))

∂xn
)
2

dx > 0. (11)

将式(9)–(11)代入式(8),得
d

dt
∥δQk(·, t)∥2L2 6q ∥δQk(·, t)∥2L2 + q ∥ek(·, t)∥2L2 .

应用Bellman–Gronwall引理并结合假设3中的初值定
位条件,有

∥δQk(·, t)∥2L2 6

q
w t

0
eq(t−η) ∥ek(·, η)∥2L2 dη 6

qeqT
w t

0
e2ληe−2λη ∥ek(·, η)∥2L2dη 6

qeqT
w t

0
e2ληdη{ sup

t∈[0,T ]

{
e−λt∥ek(·, t)∥L2

}
}2 =

qeqT
e2λt − 1

2λ
∥ek∥2L2,λ ,

由此有

∥δQk∥ 2
L2 ,λ = sup

t∈[0,T ]

{e−2λt ∥δQk(·, t)∥2L2} 6

qeqT

2λ
sup

t∈[0,T ]

{
1− e−2λt

}
∥ek∥2L2,λ 6

qeqT

2λ
∥ek∥2L2,λ ,

所以

∥δQk∥L2,λ 6
√

qeqT

2λ
∥ek∥L2,λ.

将上式代入式(7)有

∥ek+1∥ 2
L2 ,λ 6 ρ̄ ∥ek∥ 2

L2 ,λ,

这里

ρ̄ = ρ2+c2
qeqT

2λ
+ c

√
2qeqT

λ
.

由式(5)知ρ < 1,所以当λ足够大时,能使得ρ̄ < 1成

立,利用压缩映射原理可知

lim
k→∞

∥ek∥L2,λ = 0.

又因为∥ek∥L2,s 6 eλT∥ek∥L2,λ,由此可得

lim
k→∞

∥ek∥L2,s = 0.

证毕.

注注注 2 在迭代学习控制设计过程中, D型学习算法常用

于非正则系统(系统的输入、输出无直输通道), P型学习算法

常用于正则系统(系统的输入、输出有直输通道). 本文仅讨论

了退化高阶抛物型分布参数系统(正则情形)P型学习算法的

收敛性,但定理1同样可以拓展到高阶P型学习算法中去,具

体的证明过程可参考文献[11],这里不再赘述.

注注注 3 在分析算法收敛性时,采用λ–范数度量跟踪误

差存在某些固有缺陷[27–29]. 在系统运行过程中,运行时刻越

接近于运行区间的上界,加权系数越小. 即便某时刻的跟踪

误差很大,误差的λ–范数值也不一定在该时刻取得,换言之,

λ–范数在某种程度上不能客观地量化跟踪误差的本质特征.

为避免λ–范数所带来的缺陷,文献[28–29]针对常微分系统分

析了控制律在Lebesgue–p范数意义下的单调收敛性. 相较于

常微分系统,分布参数系统的跟踪控制问题相对困难.针对分

布参数系统若采用文中定义的(L2, s)范数度量跟踪误差则可

避免(L2, λ)范数所带来的缺陷,但这在理论上目前还难以实

现. 就我们所知,现有的分布参数系统迭代学习控制的研究

文献中,几乎都是采用类似文中的(L2, λ)范数进行收敛性证

明的,主要原因是: 1)与其它范数相比, (L2, λ)范数意义下

的收敛性条件较简单且收敛性分析相对容易; 2) Rn上任

意2种向量范数是等价的.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

对系统(2),取m=1, n=2, C(t)=D(t)=1,则有 t
∂4Q(x, t)

∂x4
+

∂Q(x, t)

∂t
= u(x, t),

y(x, t) = Q(x, t) + u(x, t).

考虑区域(x, t) ∈ (0, 1)× [0, 0.5],构建期望的输出:

yd(x, t) =t2et[72(x− 1)
2
+216x(x− 1)+

72x2] + (1 + 2t)etx3(x− 1)3,

则相应的

Qd(x, t)= tetx3(x− 1)3,

ud(x, t)= t2et[72(x− 1)
2
+ 216x(x− 1)+

72x2] + (1 + t)etx3(x− 1)3.

迭代第k次时,有 t
∂4Qk(x, t)

∂x4
+

∂Qk(x, t)

∂t
= uk(x, t),

yk(x, t) = Qk(x, t) + uk(x, t).

结合假设3,取初、边值: Qk(x, 0) = 0,

Qk(0, t) = Qk(1, t) =
∂2Qk(x, t)

∂x2
|x=0 =

∂2Qk(x, t)

∂x2
|x=1 = 0.
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取初始控制u0(x, t) = 1,构建如下迭代学习控制:

uk+1(x, t) = uk(x, t) + qek(x, t),

取q = 0.6,则ρ= |1− q|=0.4,即式(5)成立. 图1–3分
别是迭代4, 7, 10次的输出误差曲面. 结合注3,作者分
别计算跟踪误差在(L2, λ)范数(取λ=6)和(L2, s)范

数意义下的值,由图4可知,跟踪误差在这2种范数意
义下沿迭代轴方向均是收敛的,并且跟踪误差在(L2, λ)

范数意义下的值明显小于其在(L2, s)范数意义下的

值.因此,针对分布参数系统,在理论分析时可借助
(L2, λ)范数进行收敛性证明,而在实际的工程应用中
则可采用(L2, s)范数度量跟踪误差.

图 1 输出误差曲面(k = 4)

Fig. 1 Output error surface(k = 4)

图 2 输出误差曲面(k = 7)

Fig. 2 Output error surface(k = 7)

图 3 输出误差曲面(k = 10)

Fig. 3 Output error surface(k = 10)

图 4 跟踪误差随迭代次数的变化趋势

Fig. 4 Tendency of tracking errors with iterations

5 结结结论论论

本文针对一类高阶分布参数系统,进行了迭代学
习控制设计.该类分布参数系统由退化高阶抛物型偏
微分方程构成,并具有适定的初、边值定解条件.在P
型学习算法的作用下,系统的输出跟踪误差于L2空间

内沿迭代轴方向收敛. 此外,仿真结果也验证了算法
的有效性.
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