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摘要: 自抗扰技术应用已十分广泛, 但其稳定性和收敛性分析仍是一个核心问题. 因此, 基于二阶非线性动态系

统, 设计了线性自抗扰控制器, 并利用李雅普诺夫函数方法, 通过理论分析和数学证明得到了系统大范围渐近稳定

时的控制参数可行域. 当被控对象的动态模型已知时, 只要系统总扰动的导数满足利普希茨条件, 控制参数可以从

得到的可行域内任意选择. 当被控对象的动态模型未知时, 还需满足总扰动关于输入和外扰的二阶导数等于零这个

条件. 然后针对不同的利普希茨常数绘制了参数可行域, 并对系统进行了数值仿真, 体现了自抗扰控制技术的强鲁

棒性. 这些分析都建立在扩张状态观测器和控制器相结合的基础上.
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Abstract: Active disturbance rejection control technique has been widely used, but the analysis on stability and conver-
gence is still the core issue. So based on the second-order nonlinear dynamic systems, this paper constructs the linear active
disturbance rejection controller, and obtains the feasible region of control parameters for the global and asymptotic stability
through theoretical analysis and mathematical proof by means of Lyapunov function method. To be specific, when dynamic
model of plant is given, the control parameters can be chosen arbitrarily from the feasible region as long as the derivative
of disturbance satisfies a Lipschitz condition. When dynamic model of plant is unknown, it is necessary to satisfy another
condition that the second derivative of total disturbance with respect to the input and the external disturbance is equal to ze-
ro. Then the feasible region is presented for different Lipschitz constants, and numerical simulations are carried out which
show the great robustness of active disturbance rejection controller. All of these studies are based on the combination of
extended state observer and the controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
在现代过程控制工业中, 非线性对象依旧普遍存

在且难以控制. 虽然控制理论领域已经出现了很多先

进智能控制算法, 例如模糊控制, 神经网络等. 但是实

际系统中使用最广泛的还是PID控制技术, 这是一种

基于误差来消除误差的控制技术, 而且不依赖于被控

对象. 由于这些优点, PID技术一直受到工程领域的青

睐. 在20世纪90 年代末期, 基于PID的控制思想, 韩京

清先生提出了自抗扰控制技术(active disturbance rej-
ection control, ADRC)[1]. 自抗扰控制技术以扩张状态

观测器(extended state observer, ESO)为核心, 包含了

扰动估计和误差的反馈及补偿. 与PID控制不同, 自抗
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扰技术可以在误差产生之前进行扰动估计和误差补

偿, 以抗扰能力强著称. 同样, 自抗扰控制技术不依赖

被控对象参数, 只需要知道系统的阶次和输入输出通

道等信息就可以设计自抗扰控制器, 具有极强的控制

鲁棒性. 随后, 韩京清先生撰写了第一本自抗扰方面

的专著[2], 并说明了如何从PID技术到ADRC技术[3],
使得自抗扰技术的研究与应用越来越广泛[4–7], 受到

了控制领域和工程领域的极大关注.

由于非线性自抗扰控制技术的调节参数过多, 限
制了自抗扰的实际应用与理论分析. 于是, 2003年, 高
志强提出了线性自抗扰控制(linear active disturbance
rejection control, LADRC)技术[8], 使得调节工作量大

大降低, 极大地促进了自抗扰控制技术的研究与应用.
自抗扰技术作为一种新型的控制方法, 能够实时估计

和观测总扰动, 达到了及时抗扰的目的. 由于这一性

能, 自抗扰技术已经成功应用于各个领域. 苏剑波等

将自抗扰应用于机器人眼手协调中, 取得了满意的控

制效果[9–10]. 李东海团队将自抗扰控制技术应用于电

厂加热器[11]和双转子多输入多输出系统[12]等过程控

制系统. 清华大学吴丹应用ESO来估计和补偿快速刀

具伺服控制系统的不确定性, 具有良好的跟踪性

能[13]. 以精馏塔等多变量耦合系统为例, 郑青等基

于LADRC提出一种动态扰动解耦控制策略, 能够对

带有未知动态的多变量系统实现解耦控制[14]. Ramí-
rez-Neria M等将线性自抗扰成功应用于旋转倒立摆

和惯性轮倒立摆[15–16]. 李书培和宋立伟将自抗扰应

用于主动粘弹性控制技术, 具有优异的抗高频扰动和

抗冲击扰动的性能[17]. 同时, 还有将自抗扰与其它控

制方法相结合的控制策略, 例如将Smith预估器与自

抗扰相结合解决浊度大时滞系统[18], 将滑模控制

与ESO结合应用于功率转换器[19–20], 实验结果表明此

复合控制具有更优良的动态性能. 薛文超等将ESO改

为扩张状态预测器观测器(extended state predictor
observer, ESPO), 解决了一类具有非线性动态和外扰

的传感器时滞系统的控制问题[21].

在理论方面, 郭宝珠, Yoo D分别证明了跟踪微分

器和ESO的收敛性[22–23]. 2007年, 郑青首次分析了不

确定非线性时变对象的LADRC的稳定性, 得到了随

着系统带宽增加而估计误差和输出误差边界减小的

结论[24]. 2011年, 黄一等在文献[25] 介绍了基于ADRC
的控制系统的理论分析的最新结果. 陈增强等研究了

线性自抗扰控制系统的闭环稳定性, 证明了在扩张状

态观测器跟踪误差有界的前提下, 线性自抗扰控制闭

环系统是输入输出有界稳定的[26]. 2013年, 薛文超和

黄一研究了一类带有未知动态和非连续扰动的非线

性不确定系统的自抗扰控制性能, 明显弱化了不确定

性假设, 定量分析了带宽与ESO和系统性能的关系[27].
2016 年, Shao S和高志强分析了未知非线性时变系统

的稳定性, 通过奇异值摄动方法得到了线性自抗扰控

制中扰动变化率与估计误差大小的关系, 且总扰动可

微是唯一的假设条件[28]. 齐晓慧等讨论了SISO系统

的线性和非线性ADRC的鲁棒稳定性分析和设计问

题, 通过转化为Lurie系统, 利用Popov-Lyapunov方法

推导了允许总扰动的鲁棒稳定性, 如果系统的总扰动

已知, 可以得到大概的吸引力区域[29].

由上述可知, 针对自抗扰闭环控制系统的稳定性

问题, 已有工作较多定性地讨论控制参数的选取, 而
本文定量给出了控制参数的选取范围. 以一类二阶非

线性系统为例, 本文将ESO收敛性和控制器闭环稳定

性结合分析, 同时系统存在一般的非线性扰动函数,
更具有说服力. 除此之外, 当系统总扰动导数的利普

希茨常数可知时, 控制参数的可行域可以绘制出来,
还得到了控制参数可行域随利普希茨常数改变的变

化规律.

2 LADRC的的的基基基本本本原原原理理理(The basis of LADRC
controller)
典型二阶单输入单输出LADRC控制系统的结构

如图1所示. 其中: kp, kd是控制器增益, b0是被控对象

的内部参数, w代表外部扰动, r为常值输入.

图 1 典型二阶线性自抗扰控制结构图

Fig. 1 Diagram of LADRC for second-order systems

假设, 二阶非线性被控对象可以表示成如下微分

形式: {
ẍ = f(x, ẋ, w) + b0u,

y = x,
(1)

其中: y和u代表系统的输出和输入; f是系统的总扰

动, 包括了由系统模型不确定性造成的内部扰动和系

统外部扰动. 对于式(1)所示被控对象模型, 仅仅模型

的阶数和系统参数b0是已知的. 在接下来的分析中,
假设总扰动f是可微的, 并假设ḟ = h.

则式(1)的状态方程可表示为
ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3 + b0u,

ẋ3 = ḟ = h(x1, x2, w).

(2)

当总扰动已知时, 相应的ESO可以设计为

ż1 = z2 + β1(x1 − z1), (3a)

ż2 = z3 + β2(x1 − z1) + b0u, (3b)
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ż3 = h(z1, z2, w) + β3(x1 − z1). (3c)

然而, 当总扰动未知时, 设计的ESO为如下形式:
ż1 = z2 + β1(x1 − z1),

ż2 = z3 + β2(x1 − z1) + b0u,

ż3 = β3(x1 − z1),

(4)

L = [β1 β2 β3]
T是观测器增益.

被控对象的控制律为

u =
kp(r1 − z1) + kd(r2 − z2)− z3 + r3

b0
, (5)

其中: r是系统的参考输入, r1 = r, r2 = ṙ, r3 = r̈.
当系统输入为常值时, r2 = 0, r3 = 0.

控制器和观测器增益采用如下带宽形式:

[β1 β2 β3]=[3ωo 3ω2
o ω3

o], [kp kd]=[ω2
c 2ωc].

3 结结结果果果与与与证证证明明明(Results and proofs)
对式(1)所描述系统设计自抗扰控制器, 则整个系

统的收敛性和稳定性与总扰动和控制参数的关系可

由如下定理表示.

3.1 被被被控控控对对对象象象的的的动动动态态态模模模型型型已已已知知知(The dynamic mod-
el of plant is known)

首先, 定义如下函数空间:

FLh
= {h∈C1(R3)| |h(x1, x2, w)−h(z1, z2, w)|6

Lh ∥(x1 − z1, x2 − z2)∥ ,
∀x1, x2, z1, z2, w ∈ R}.

这里: C1(R3)代表满足利普希茨条件且其三变量在实

数域内的所有函数, ∥·∥是Euclidean范数, Lh是利普希

茨常数.

假假假设设设 1 被控对象总扰动的导数满足利普希茨

条件, 即h ∈ FLh
.

定定定理理理 1 当假设1成立时, 如果观测器和控制器

带宽ωo, ωc ∈ Ω1, 那么自抗扰闭环控制系统(2)是全

局渐近稳定的, 也就是以一定收敛律满足 lim
t→∞

y = r,

lim
t→∞

zi=xi(i = 1, 2, 3). 而且, 随着利普希茨常数Lh

的增大, Ω1 的范围会逐渐变小, 当Lh增大到一定程度

时, Ω1甚至为空.

Ω1={ωo, ωc|Lhϕ(ωo, ωc)∥P0∥<1; ωc ̸=ωo}, (6)

其中:

ϕ =
√
a1

2 + a2
2 + a3

2 + a4
2 + a5

2,

P0 =


0 0

1

ω2
o

− 1

ω3
o

0

0 0
2

wo

− 1

w2
o

− 1

w3
o

 ,

这里:

a1 =
12ω2

oωc + 27ωoω
2
c − 3ω3

o

2ω2
c (ωc − ωo)

4 ,

a2 =
6ω2

oωc + 15ωoω
2
c + 6ωoω

4
c − 3ω3

o − 6ω3
oω

2
c

2ω3
c (ωc − ωo)

4 ,

a3 =
7

4ωo

, a4 =
11 + 12ω2

o

8ω2
o

,

a5 =
1 + 5ω2

o + 5ω4
o + 4ω6

o

ω3
o(1 + 4ω2

o)
,

P0是关于ωo的2× 5阶转换矩阵.

证 令ei = ri − xi, εj = xj − zj(i = 1, 2; j =

1, 2, 3), 则可以得到系统的输出误差和扩张状态观测

器的观测误差:

ė1 = ṙ1 − ẋ1 = r2 − x2 = e2,

ė2 = ṙ2 − ẋ2 = r3 − x3 − b0u =

−ε3 − kp(e1 + ε1)− kd(e2 + ε2),

ε̇1 = ε2 − β1ε1, ε̇2 = ε3 − β2ε1,

ε̇3 = h(x1, x2, w)− h(z1, z2, w)− β3ε1.

(7)

令h(x1, x2, w)−h(z1, z2, w) = g1, 当ε1, ε2 = 0

时, g1 = 0, 因此, [0 0 0 0 0]为式(7)所示系统的平

衡点. 根据利普希茨条件, 可以得到

g1 6 Lh ∥(ε1, ε2)∥ , (8)

则式(7)可以写成如下矩阵形式:

Ė = AE +Bg1, (9)

且

E = [e1 e2 ε1 ε2 ε3 ]
T,

A =


0 1 0 0 0

−ω2
c −2ωc −ω2

c −2ωc −1

0 0 −3ωo 1 0

0 0 −3ω2
o 0 1

0 0 −ω3
o 0 0

 ,

B = [0 0 0 0 1]T.

为了简便构造李雅普诺夫函数, 将上述矩阵变换

成若当标准型.

矩阵A的特征值如下:

|λI −A| = (λ+ wc)
2(λ+ wo)

3,

λ1,2 = −ωc, λ3,4,5 = −ωo.

由此可以得到

J =


−ωc 1 0 0 0

0 −ωc 0 0 0

0 0 −ωo 1 0

0 0 0 −ωo 1

0 0 0 0 −ωo

 .
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同样, 通过计算得到矩阵A的特征向量, 如下:

P =



1 0 b1 b3 b5

−ωc 1 b2 b4 b6

0 0
1

ω2
o

− 1

ω3
o

0

0 0
2

ωo

− 1

ω2
o

− 1

ω3
o

0 0 1 0 0


,

其中:

b1 = −ω2
c + ω2

o + 4ωcωo

ω2
o(ωc − ωo)

2 , b2=
ω2
c + ω2

o + 4ωcωo

ωo(ωc − ωo)
2 ,

b3 =
ω3
c + 3ω2

cωo + 6ωcω
2
o + 2ω3

o

ω3
o(ωc − ωo)

3 ,

b4 = −2ω3
c + 6ω2

cωo + 3ωcω
2
o + ω3

o

ω2
o(ωc − ωo)

3 ,

b5 = −9ω2
c + 6ωcωo + 3ω2

o

ω2
o(ωc − ωo)

4 ,

b6 =
ω4
c + 2ω3

cωo + 12ω2
cω

2
o + 2ωcω

3
o + ω4

o

ω3
o(ωc − ωo)

4 .

其逆矩阵为

P−1 =



∗ ∗ ∗ ∗ 6ω2
o + 12ωcωo

(ωc − ωo)
4

∗ ∗ ∗ ∗ 3ω2
o + 3ωcωo

(ωc − ωo)
3

∗ ∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ ∗ ωo

∗ ∗ ∗ ∗ ω2
o


.

由于矩阵的特殊性, 后续计算只应用逆矩阵的最

后一列, 所以其它项未列出.

定义如下矩阵:

M = [m1 m2 m3 m4 m5 ]
T.

进行矩阵变换E = PM , 则g2 6 Lh ∥P0M∥, 且

Ṁ = JM + P−1Bg2, (10)

其中:

P−1B =



6ω2
o + 12ωcωo

(ωc − ωo)
4

3ω2
o + 3ωcωo

(ωc − ωo)
3

1

ωo

ω2
o


,

即

ṁ1 = −wcm1 +m2 +
6ω2

o + 12ωcωo

(ωc − ωo)
4 g2,

ṁ2 = −wcm2 +
3ω2

o + 3ωcωo

(ωc − ωo)
3 g2,

ṁ3 = −wom3 +m4 + g2,

ṁ4 = −wom4 +m5 + ωog2,

ṁ5 = −wom5 + ω2
og2.

构造如下李雅普诺夫函数:

V =
1

2
(2ωcm1 +m2)

2 + (
1

2
+ 2ω2

c )m
2
2 +

ωc

2ωo

(2ωcm3 +
ωc

ωo

m4 +
ωc

2ω2
o

m5)
2 +

1

2
(

√
ω3
c (1 + 4ω2

o)

ω3
o

m4 +

(1 + 2ω2
o)
√
ω3
cωo(1 + 4ω2

o)

ω3
o(1 + 4ω2

o)
m5)

2 +

1

2
(
ω3
c

4ω5
o

+
4ω3

c

ωo

+
2ω3

c (1 + 2ω2
o)

(1 + 4ω2
o)ω

3
o

)m2
5, (11)

则

V̇ =−4ω3
c [(m

2
1+m2

2+m2
3+m2

4+m2
5)−

12ω2
oωc+27ωoω

2
c−3ω3

o

2ω2
c (ωc−ωo)

4 g2m1−

6ω2
oωc+15ωoω

2
c+6ωoω

4
c−3ω3

o−6ω3
oω

2
c

2ω3
c (ωc−ωo)

4 g2m2−

7

4ωo

g2m3−
11+12ω2

o

8ω2
o

g2m4−

(
1+5ω2

o+5ω4
o+4ω6

o

ω3
o(1+4ω2

o)
)g2m5]. (12)

根据柯西不等式(
n∑

i=1

a2
i )(

n∑
i=1

b2i ) > (
n∑

i=1

aibi)
2, 可

以得到

12ω2
oωc+27ωoω

2
c − 3ω3

o

2ω2
c (ωc − ωo)

4 g2m1+

6ω2
oωc+15ωoω

2
c+6ωoω

4
c − 3ω3

o − 6ω3
oω

2
c

2ω3
c (ωc − ωo)

4 g2m2+

7

4ωo

g2m3+
11+12ω2

o

8ω2
o

g2m4+

(
1+5ω2

o+5ω4
o+4ω6

o

ω3
o(1+4ω2

o)
)g2m56ϕ

√
g22M26

Lhϕ ∥P0∥M2, (13)

V̇ 6 −4w3
c(1− Lhϕ ∥P0∥)M2. (14)

显然, V是正定的, 且式(15)成立时, V̇是负定的.

Lhϕ ∥P0∥ < 1, (15)

ϕ, ∥P0∥的定义如上.

因此, 根据李雅普诺夫函数定理, 式(10)所示闭环
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系统是全局渐近稳定的, 也就是 lim
t→∞

M(t) = 0, 即

lim
t→∞

PM(t) = 0, lim
t→∞

E(t) = 0.

从而对于任意给定初值, 都会满足

lim
t→∞

yi=ri(i=1, 2), lim
t→∞

xj = zj(j = 1, 2, 3).

推推推论论论 1 1) 当b0已知时, b0的取值不会影响系统

的稳定性. 2) 当内扰只与状态x1有关时,

∥P0∥ =

√
1

ω4
o

+
1

ω6
o

.

3) 这是一个充分条件, 所以实际参数可行域会比结果

表示的大.

3.2 被被被控控控对对对象象象的的的动动动态态态模模模型型型未未未知知知(The dynamic mod-
el of plant is unknown)

定义另一个函数空间:

FLh0
= {h ∈ C2(R3)| |h(x1, x2, w)−h(r, ṙ, w)|6

Lh ∥(x1 − r, x2 − ṙ)∥ ,
∀x1, x2, r, ṙ, w ∈ R}.

假假假设设设 2 被控对象总扰动的导数满足利普希茨

条件, 即h ∈ FLh0
, 且ḣ(r, ṙ, w) = 0.

定定定理理理 2 当假设2成立时, 如果观测器和控制器

带宽ωo, ωc ∈ Ω2, 那么自抗扰闭环控制系统(2)是全

局渐近稳定的, 且以一定收敛律满足

lim
t→∞

y = r, lim
t→∞

zi = xi(i = 1, 2, 3),

Ω2 = {ωo, ωc |Lhϕ1(ωo, ωc) ∥P01∥<1; ωc ̸=ωo},
(16)

其中:

P01 =

− 1

ωc

− 1

ω2
c

c1 c3 c5 c7

1 0 c2 c4 c6 0

 ,

ϕ1 =
√
a2
11 + a2

21 + a2
3 + a2

4 + a2
5.

矩阵P01是矩阵P1的前两行. 这里:

c1=−ω2
c + 4ωcωo + ω2

o

ω2
o(ωc − ωo)

2 , c2 =
ω2
c + 4ωcωo + ω2

o

ωo(ωc − ωo)
2 ,

c3 =
ω3
c + 3ω2

cωo + 6ωcω
2
o + 2ω3

o

ω3
o(ωc − ωo)

3 ,

c4 = −2ω3
c + 6ω2

cωo + 3ωcω
2
o + ω3

o

ω2
o(ωc − ωo)

3

c5 = −3(3ω2
c + 2ωcωo + ω2

o)

ω2
o(ωc − ωo)

4 ,

c6 =
w4

c + 2w3
cwo + 12w2

cw
2
o + 2wcw

3
o + w4

o

w3
o(wc − wo)

4 ,

c7 = −ω2
c + 6ωcωo + 3ω2

o

ω2
cω

3
o

,

a3, a4, a5定义见定理1.

a11 =
21ω2

cωo + 12ωcω
2
o + 3ω3

o

2ωc(ωc − ωo)
4 ,

a21 =
6ωoωc + 3ω2

o + 3ωoω
3
c − 3ωcω

3
o

ωc(ωc − ωo)
4 .

证 当被控对象模型未知时, 假设总扰动的导数

为0.

令ei = ri−xi, εj = xj−zj(i = 1, 2; j = 1, 2, 3),
则式(7)变为

ė1= ṙ1−ẋ1=r2−x2=e2,

ė2= ṙ2−ẋ2=r3−x3−b0u =

−ε3−kp(e1 + ε1)−kd(e2 + ε2),

ε̇1=ε2−β1ε1, ε̇2=ε3−β2ε1,

ε̇3=h(x1, x2, w)−h(r, ṙ, w) + h(r, ṙ, w)−β3ε1.

(17)

令h(r, ṙ, w) = ξ, h(x1, x2, w)−h(r, ṙ, w) = g11,
而且ξ = 0是有解的, 则上式变为

ė1= ṙ1 − ẋ1=r2 − x2=e2,

ė2= ṙ2 − ẋ2=r3 − x3 − b0u=

−ε3 − kp(e1 + ε1)− kd(e2 + ε2),

ε̇1=ε2 − β1ε1, ε̇2=ε3 − β2ε1,

ε̇3=g11 + ξ − β3ε1, ξ̇=0,

(18)

且g11 6 Lh ∥(e1, e2)∥, [0 0 0 0 0 0]为式 (18)系统

的平衡点. 同样, 将上式变换成若当标准型.

Ė1 = A1E1 +B1g11, (19)

其中:
E1 = [e1 e2 ε1 ε2 ε3 ξ ]T,

A1 =



0 1 0 0 0 0

−ω2
c −2ωc −ω2

c −2ωc −1 0

0 0 −3ωo 1 0 0

0 0 −3ω2
o 0 1 0

0 0 −ω3
o 0 0 1

0 0 0 0 0 0


,

B1 = [0 0 0 0 1 0]T.

首先, 求取矩阵A1的特征值.

|λI −A1| = λ(λ+ ωc)
2(λ+ ωo)

3,

λ1,2 = −ωc, λ3,4,5 = −ωo, λ6 = 0.

由此可以得到

J1 =



−ωc 1 0 0 0 0

0 −ωc 0 0 0 0

0 0 −ωo 1 0 0

0 0 0 −ωo 1 0

0 0 0 0 −ωo 0

0 0 0 0 0 0


.
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矩阵A1的特征向量为

P1=



− 1

ωc

− 1

ω2
c

c1 c3 c5 c7

1 0 c2 c4 c6 0

0 0
1

ω2
o

− 1

ω3
o

0
1

ω3
o

0 0
2

ωo

− 1

ω2
o

− 1

ω3
o

3

ω2
o

0 0 1 0 0
3

ωo

0 0 0 0 0 1



,

则

P1
−1=



∗ ∗ ∗ ∗ −9ω2
cωo + 6ωcω

2
o + 3ω3

o

(ωc − ωo)
4 ∗

∗ ∗ ∗ ∗ −3ω2
cωo + 3ωcω

2
o

(ωc − ωo)
3 ∗

∗ ∗ ∗ ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ωo ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ω2

o ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗


.

令N = [n1 n2 n3 n4 n5 n6 ]
T, 对式(19)进行

矩阵变换E1 = P1N , 可以得到

Ṅ = J1N + P1
−1B1g12, (20)

其中:

P1
−1B1 =



−9ω2
cωo + 6ωcω

2
o + 3ω3

o

(ωc − ωo)
4

−3ω2
cωo + 3ωcω

2
o

(ωc − ωo)
3

1

ωo

ω2
o

0


,

且g12 6 Lh ∥P01N∥.

构造与式(11)相同的李雅普诺夫函数, 则可以得

到类似的结论:

V̇ 6 −4ω3
c (1− Lhϕ1 ∥P01∥)N 2. (21)

因此, 当下式成立时, 根据李雅普诺夫函数定理可

知, 闭环系统是渐近稳定的.

Lhϕ1 ∥P01∥ < 1. (22)

只是定理1的ϕ, P0变为ϕ1, P01. 证毕.

注注注 1 当b0未知时, 系统的微分方程由式(1)变为{
ẍ = f0(x, ẋ, (b− b0)u,w) + b0u,

y = x,

其中f0(x, ẋ, (b− b0)u,w) = f(x, ẋ, w) + bu− b0u.

此时, 总扰动为f0, 是一个同时包含u, b, b0的函数. 所以,

定理1和定理2中f满足的条件, f0也必须满足时系统才是稳

定的. 可见, 当b0未知时, 控制律u和估计值b0必须满足一定

的条件系统才可以稳定, 而且b的估计值b0与b越接近, 系统越

容易控制.

4 仿仿仿真真真验验验证证证(Simulation demonstration)
4.1 参参参数数数可可可行行行域域域(Feasible region for parameters)
4.1.1 被被被控控控对对对象象象的的的动动动态态态模模模型型型已已已知知知 ( The dynamic

model of plant is known )
当被控对象模型已知时, 即模型总扰动f已知, 设

计式(3)所示扩张状态观测器. 下面分别讨论当总扰动

与系统内部所有状态和部分状态相关时, 系统的控制

参数可行域范围, 及可行域范围随利普希茨常数变化

的趋势.

当被控对象总扰动与其内部状态都相关时, 即

f=f(x1, x2, w).

根据定理1, 随着利普希茨常数Lh的增大, 系统控制参

数ωo, ωc的可行域如图2–4所示.

图 2 Lh = 0.2时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 2 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.2

图 3 Lh = 0.4时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 3 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.4
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图 4 Lh = 0.48时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 4 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.48

当被控对象扰动只与内部部分状态相关时, 若
f=f(x1, w), Lh=0.48时的参数可行域如图5所示.

图 5 f = f(x1, w), Lh = 0.48时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 5 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.48 and

f = f(x1, w)

若f = f(x2, w), Lh = 0.48时的参数可行域如图

6所示.

图 6 f = f(x2, w), Lh = 0.48时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 6 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.48 and

f = f(x2, w)

比较图2–4可知, 随着利普希茨常数的增大, 系统

控制参数的可行域在减小. 由于定理1仅是一个充分

条件, 所以实际参数可行域会比上图大, 甚至会大很

多. 而且, 当利普希茨常数增大到一定程度时, 控制参

数可行域为空, 但是实际仍可以找到使得系统稳定的

控制参数, 这是定理的不足之处.

通过比较图4–6可知, 针对同一利普希茨常数Lh=

0.48, 当系统内部扰动中已知状态越多时, 控制参数

可行域越大, 系统越好控制. 但是当总扰动包含状

态x2时, 控制参数可行域会明显减小.

4.1.2 被被被控控控对对对象象象的的的动动动态态态模模模型型型未未未知知知 (The dynamic
model of plant is unknown)

当被控对象未知时, 即f是无法得到的, 所以设计

ESO时不能使用f的任何信息. 则按照式(4)设计扩张

状态观测器, 并进行如上类似分析.

当被控对象总扰动与内部状态都相关时, 即f =

f(x1, x2, w), 根据定理2, 随着利普希茨常数Lh的增

大, 系统控制参数ωo, ωc的可行域如如图7–8所示.

图 7 Lh = 0.05时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 7 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.05

图 8 Lh = 0.1时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 8 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.1

比较图7–8, 利普希茨常数越大, 控制参数可行域

越小.

若f = f(x1, w), Lh = 0.1时的参数可行域如图9
所示.
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图 9 f = f(x1, w), Lh = 0.1时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 9 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.1 and

f = f(x1, w)

若f = f(x2, w), Lh=0.1时的参数可行域如图10
所示.

图 10 f = f(x2, w), Lh = 0.1时, 控制参数ωo, ωc可行域

Fig. 10 Feasible region for ωo, ωc when Lh = 0.1 and

f = f(x2, w)

从图8–10中看出, 当利普希茨常数一定时, 系统内

部扰动中已知状态越多, 控制参数可行域越大, 系统

越好控制, 但状态x2的存在会使参数可行域减小.

而且, 对于相同的利普希茨常数, 当被控对象完全

已知时, 控制参数可行域更大, 系统越容易控制. 由于

定理1和2是充分条件, 使得绘制的参数可行域有一定

的局限性.

4.2 实实实例例例(Example)
基于著名的牛顿第二定律[30], 有如下表达式:

ma = fn(p, v, w) + u, (23)

其中: a为加速度, m为物体的质量, 假设作用于物体

的力包含了fn和u, 且fn是包含了位置p, 速度v和外部

扰动w的非线性函数, u是施加的控制力.

令p = x, 则v = ṗ = ẋ, a = v̇ = ẍ, 式 (23)可 以

写成ẍ = f(x, ẋ, w) + b0u的形式, b0与物体的质量相

关, 并假设是已知的. 当被控对象已知和未知时分别

对以下情况进行仿真验证.

4.2.1 被被被控控控对对对象象象的的的动动动态态态模模模型型型已已已知知知 (The dynamic
model of plant is known)

假设ḟ = h = 0.25x1 + 0.25x2 + 10 sin t且已知

时, 根据定理1设计自抗扰控制器. 其中输入设定值

为r = 1− cos(4t).

基于定理1及其推论, 由于b0, x1, x2的初值不影响

系统的稳定性, 所以选取b0 ∈ (0, 50), x1, x2 ∈ (0, 5)

进行5次谐波响应, 仿真步长为h = 0.01, 根据图4选
择控制参数为ωo = 10, ωc = 4, 系统的输出和总扰动

f如图11所示. 可以看出, 尽管系统开始有超调, 但最

终都趋于稳定, 而且, 总扰动f具有强烈的非线性, 系
统输出最终跟踪设定值. 所以自抗扰控制具有很强的

鲁棒性.

图 11 二阶非线性系统自抗扰控制谐波响应

Fig. 11 Harmonic response of LADRC controller for

second-order nonlinear system

4.2.2 被被被控控控对对对象象象的的的动动动态态态模模模型型型未未未知知知(The dynamic
model of plant is unknown)

假设ḟ = h = 0.07x1 + 0.07x2 − 0.05且未知时,
根据定理2设计自抗扰控制器.

图 12 二阶非线性系统自抗扰控制阶跃响应

Fig. 12 Step response of LADRC controller for second–order

nonlinear system

基于定理2, 选取b0 ∈ (0, 50), x1, x2 ∈ (0, 5)进行

5次阶跃响应, 此时仿真步长为h = 0.001, 根据图8选
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择控制参数为ωo = 2, ωc = 10, 系统的输出和总扰

动f如图12所示. 可以看出, 尽管系统开始有超调, 但
最终都能够跟踪设定值. 所以自抗扰控制对模型依赖

低, 具有很强的抗扰能力.

5 结结结论论论(Conclusions)
基于二阶非线性被控对象, 当系统模型已知和未

知时, 利用李雅普诺夫函数方法分析了自抗扰控制系

统的稳定性和收敛性. 当被控对象模型已知时, 如果

总扰动的导数满足利普希茨条件, 得到了系统稳定的

参数可行域. 当被控对象模型未知时, 如果总扰动的

导数满足利普希茨条件, 且ḣ(r, ṙ, w) = 0时, 也可以

得到系统的控制参数可行域. 随着利普希茨常数增大,
可行域在慢慢减小. 若内部扰动中包含的已知信息量

越多, 系统越容易控制. 但是, 本文得到的结果只是一

个充分条件, 具有一定的保守性, 实际求得的可行域

会更大. 而且采用的方法只是针对一类二阶非线性系

统, 也可以推广到高阶非线性系统中.
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