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摘要:本文研究了控制方向未知的高次不确定非线性系统预定性能控制问题.基于有理分式函数类型的误差转
换,通过设计具有切换形式的控制器,提出了一种低复杂度的控制方法,并利用Lyapunov理论和反证法证明了闭环
系统稳定性. 与现有其他方法相比,该方法具有适用范围广、跟踪精度高、容错能力强、控制器简单等优点. 仿真结
果验证了本文结论.
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Abstract: This paper investigates the prescribed performance control problem of high-order uncertain nonlinear system
with unknown control directions. Based on the error transformations in rational fraction forms, a low-complexity control
scheme is proposed by designing a switching controller. The stability of the closed loop system is proved by Lyapunov
theorem and contradiction. Compared with the existing methods, the proposed method possesses many advantages such
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1 引引引言言言

近些年来,高次不确定非线性系统的控制设计问
题得到了广泛的关注. 一方面,即使是对于某些不可
反馈线性化的仿射系统,也可以通过坐标变换与状态
反馈转化为高次非线性系统的形式[1];另一方面,高
次非线性系统是己经得到大量研究的严格反馈非线

性系统的更一般形式,相比于后者,高次非线性系统
在原点的雅克比线性化是不可控的,控制难度较大[2].
因此,研究该类系统的控制问题具有较高的理论价值.

对于不确定非线性系统的控制常基于神经网络对

未知非线性函数的逼近能力,采用自适应控制方法来

实现,如文献[3–5]. 然而,采用神经网络控制方法通
常只能实现闭环系统半全局一致终结有界,系统误差
最终收敛到一个未知的残集内,不能完全保证所需要
的稳态性能;此外,即使对于已知的非线性系统,对其
暂态性能也没有系统的分析方法. 因此,文献[6]提出
了预定性能控制(prescribed performance control)的概
念,并将一种误差转换的方法与神经网络控制相结合,
解决了多输入多输出(multiple input multiple output,
MIMO)可反馈线性化系统的预定性能控制(prescribed
performance control, PPC)问题,即跟踪误差指数收敛
到预先设定的任意小的残集之内,其收敛率/超调量分
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别不小于/不大于预先设定的常数. 此后,文献[7–8]使
用类似的方法相继解决了严格反馈非线性系统, MIMO
仿射非线性系统的PPC问题;文献[9–10]进一步研究
了严格反馈非线性系统基于神经网络的PPC问题,使
其鲁棒性得到了进一步的拓展.然而,神经网络的使
用增大了控制器的复杂程度,有可能导致参数计算更
新的实时程度无法得到有效保障. 基于此,文献[11]
针对多输入多输出MIMO可反馈线性化系统的预定
性能控制PPC问题,提出了一种只使用单个神经网络
的控制器,但是神经网络的固有问题仍然存在,如计
算复杂度高,可控性丧失以及模型时变导致的鲁棒性
降级. 因此,文献[12]首次提出了一种强鲁棒性的低
复杂度(low-complexity)控制方法,未使用任何逼近
器,如神经网络和模糊逻辑系统等,解决了不确定非
线性级联系统的PPC问题.此后,文献[13]使用这种低
复杂度方法解决了控制方向已知的,存在执行器死区
非线性的严格反馈不确定非线性系统的PPC问题;文
献[14–15]研究了控制方向未知的严格反馈不确定非
线性系统的低复杂度PPC问题;文献[16–17]分别针对
控制方向已知的机器人系统和纯反馈非线性系统提

出了低复杂度预定性能控制方法.

对于高次不确定非线性系统,其控制问题不能用
传统的反馈线性化方法或者反推方法解决. 自从文
献[18]提出增加幂次积分方法以来,大量文献使用这
种控制方法针对高次不确定非线性系统进行了深入

研究,如文献[19–21]. 然而,使用增加幂次积分方法,
一般都需系统严格满足所谓的增长条件,这对系统提
出了较高要求. 文献[22]利用神经网络,将该条件弱
化为局部Lipschitz连续,但需要知道控制系数(control
coefficient)的上下界. 此外,由于高幂次的存在,系统
的非线性程度较高,跟踪性能往往相对较差. 因此,文
献[23]结合神经网络,针对高次不确定非线性系统提
出了一种误差补偿方法,对跟踪滞后与误差峰值进行
了有效的削减,但是该方法是一种定性方法,无法对
跟踪误差进行定量的限制.为了定量改善跟踪性能,
文献[24]将低复杂度的控制方法应用于高次不确定非
线性系统,解决了该系统的PPC问题,但是所有非线性
项必须连续可导并且所有控制系数的符号需要已知.

本文研究了控制方向未知的高次不确定非线性系

统的PPC问题,基于有理分式函数类型的误差转换提
出了一种低复杂度的控制方法,利用反证法证明了本
文控制器能够实现预定性能跟踪控制,并保证所有闭
环信号有界. 本文的主要贡献归纳如下:

1) 本文首次实现了控制方向未知的高次不确定
非线性系统低复杂度预定性能控制.相比于文献[18–24],
本文未知非线性项可以不连续,其增长条件被放宽为
存在连续的上下界函数;且在控制方向未知的情况下
仍能定量改善暂态和稳态跟踪性能.

2) 引理4证明了奇数次幂函数满足一定的可分离
特性,从而避免了使用传统的放缩方法[18–24],增大控
制律设计复杂程度的问题,为解决高次非线性系统的
控制设计问题提供了一种可行的新思路.

3) 相比于文献[12–24]将虚拟控制律设计为统一
的形式,本文基于跟踪误差采用了切换的形式,既保
证了误差较大时控制量适宜,又避免了高次非线性系
统虚拟控制律在误差零点对时间导数趋于无穷,导致
稳定性分析受阻的缺陷.

4) 与文献[18–24]相比,本文控制方法能克服一
大类执行器故障的不良影响,具备一定容错能力.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下的SISO高次不确定非线性系统:
ẋi = fi(x̄i, t) + gi(x̄i, t)x

pi

i+1,

ẋn = fn(x̄n, t) + gn(x̄n, t)u
pn ,

y = x1, i = 1, · · · , n− 1,

(1)

其中: 幂次pi为任意正奇数,且至少存在一个pi > 1;
x̄i=[x1 x2 · · · xi]

T∈Ri; x̄n和y分别代表状态向量

与输出; u ∈ R为带执行器故障的系统输入; fi(x̄i, t)

∈R为未知非线性函数, gi(x̄i, t) ∈ R为符号不变的未
知非线性函数,它们代表着系统的控制方向,在本文
中, gi(x̄i, t)的符号未知, i = 1, · · · , n.

执行器故障建模表示如下:

u = τ(t)v + θ(t), (2)

其中: v代表控制信号, τ(t)和 θ(t)分别代表乘性故障

和加性故障.

控制目标归纳如下: 1)对目标信号的跟踪误差保
持在一个随时间指数收敛的残集之内.如果定义系统
输出误差z1(t)=y(t)−yd(t),并规定输出误差边界

ρ1(t)= (ρ10 − ρ1∞)e−µ1t+ρ1∞,

其中ρ10>ρ1∞>0,即可实现|z1(t)| <ρ1(t), ∀t > 0;
2)闭环系统所有信号有界. 为实现控制目标,系统需
要满足如下假设[15, 25]:

假假假设设设 1 期望跟踪轨迹yd及其导数ẏd有界,且每
一时刻,只有该时刻的yd已知.

假假假设设设 2 存在未知常数τL > 0和 θ̄ > 0使得不等

式τL < τ(t) < 1和|θ| < θ̄成立.

假假假设设设 3 gi(x̄i, t)的符号未知, i = 1, · · · , n,但

存在未知连续的正函数f̄i(x̄i), gi(x̄i)以及ḡi(x̄i),使
得∀x̄i ∈ Ri和t > 0 |fi(x̄i, t)| 6 f̄i(x̄i), i = 1, · · · , n− 1,

g
−
i(x̄i) 6 |gi(x̄i, t)| 6 ḡi(x̄i).

(3)

特别地,如果Ωi ⊂ Ri为紧集, i = 1, · · · , n,那么
式(3)表明存在未知正常数f̄i, g

−
i以及ḡi使得
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|fi(x̄i, t)| 6 f̄i, g
−
i 6 |gi(x̄i, t)| 6 ḡi, ∀x̄i ∈ Ωi. (4)

定定定义义义 1 如果连续函数N(ξ)满足
lim
s→∞

sup
1

s

w s

0
N(ξ)dξ = +∞,

lim
s→∞

inf
1

s

w s

0
N(ξ)dξ = −∞,

(5)

则称N(ξ)为Nussbaum函数.

引引引理理理 1 选取Nussbaum函数N(ξ)=ξ2 cos(
π

2
ξ),

p为任意正奇数,则Np(ξ)也是Nussbaum函数.

证证证 参见附录A.1.

引引引理理理 2 已知ξ(·)和V (·)是[0, ts)上的光滑函数,
且V (·)>0, ts ∈ [0,∞], N(ξ)是Nussbaum偶函数,如
果∀t ∈ [0, ts),下述不等式成立[26]:

V (t) 6 m0+e−m1t
w t

0
(g(τ)N(ξ)+1)ξ̇em1τdτ , (6)

式中: m0, m1是正常数, g(t)是满足g(t)∈ [l1, l2]的任

意函数,其中0 /∈ [l1, l2],那么必有V (t)和ξ(t)在[0, ts)

上保持有界.

引引引理理理 3 给定正常数m, n,对任意的x, y ∈ R,
a, b ∈ R,如下不等式成立[27]:

|axmyn|6c|x|m+n+
n

m+n

( m

c(m+n)

)m
n|a|

m+n
n |y|m+n,

其中c > 0是任意事先给定的常数.

引引引理理理 4 若x, y ∈ R, p是正奇数,则∀ε ∈ (0, 1),
存在函数a(x, y), b(x, y)以及与x, y无关的正常数M ,
使得(x+ y)p = a(x, y)xp + b(x, y)yp,其中:

1−ε6a(x, y)6max{1+ε, 2p−1}, |b(x, y)|6M.

证证证 参见附录A.2.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

为了实现无估计(approximation-free)的控制方法
对不确定高次非线性系统的跟踪控制,首先进行如下
误差转换:

Ri =
ri(t) (1 + r2i (t))

(1− r2i (t))
3 , (7)

式中: ri(t) =
zi(t)

ρi(t)
,状态误差zi(t) = xi(t)−xi,d(t),

定义误差外层边界函数如下:

ρi(t) = (ρi0 − ρi∞)e−µit + ρi∞, i = 1, · · · , n, (8)

其中ρi0 > ρi∞ > 0, µi > 0. 虚拟和实际控制律设计

为如下切换形式:xi+1,d(t)=

{
λiN(ξi)Ri(t), |zi(t)|<αρi(t),

λiN(ξi)R
1
pi

i (t), |zi(t)|>αρi(t),

v=xn+1,d,
(9)

式中: λi>0表示常数控制增益,常数α为方程r(1+r2)

=(1−r2)3在(0, 1)区间内的实根,通过计算,近似值
为0.4398, N(ξi)和Npi(ξi)均为光滑的Nussbaum函数,
i=1, · · · , n,受到文献[15]的启发,满足

ξ̇i =

{
0, |zi(t)| < δi(t),

R2
i (t), |zi(t)| > δi(t),

(10)

其中误差内层边界函数δi(t)定义为

δi(t)=(δi0−ρi∞)e−µit + ρi∞, i = 1, · · · , n, (11)

满足αρi0 + (1− α)ρi∞ 6 δi0 < ρi0. 根据内外层边
界函数的定义式(8)(11),下述关系成立:

0 < δi(t) < ρi(t), lim
t→+∞

δi(t) = lim
t→+∞

ρi(t). (12)

简明起见,将式(7)–(11)中的参数选择归纳如下:

1) ρi∞ > 0, µi > 0, λi > 0, α = 0.4398;

2) ρi0 > δi0 > αρi0 + (1− α)ρi∞;

3) ρi0 > |zi(0)| , i = 1, · · · , n.

注注注 1 式(7)中的误差转换不是唯一的,事实上,可以证

明很多具有对数函数、三角函数或其它有理分式函数形式的

误差转换也能满足要求. 式(9)采用了切换控制,这主要是考

虑到: 1)误差较大时,控制律设计为误差转换函数的低幂次

项,避免经过每层的高幂次积分器导致控制量过大从而发散;

2)误差较小时,控制律设计为误差转换函数的一次项,避免

设计为低幂次项在误差零点导致ẋi+1,d(t)趋于无穷. 选择切

换控制参数α为方程r(1+r2)=(1−r2)3在(0, 1)区间内的实

根,可以保证|zi(t)| =αρi(t)时, Ri(t)=1,从而虚拟切换控制

律(9)是连续的, i = 1, · · · , n. 式(11)中 δi0满足不等式αρi0

+ (1−α)ρi∞ 6 δi0 < ρi0时, δi(t) > αρi(t)成立,从而在控制

方向自适应过程当中,即满足 |zi(t)| > δi(t)时, xi+1,d(t)=

λiN(ξi)R
1
pi
i (t), i = 1, · · · , n,这一定程度上抵消了高次非线

性系统中正奇数次幂的作用,使得控制量适宜,防止系统发

散.注意到控制器(7)–(11)中未使用任何微分运算,有效避免

了反推方法的“微分爆炸”问题.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

在本文中,取Nussbaum函数:

N(ξi) = ξ2i cos(
π

2
ξi), i = 1, · · · , n. (13)

下面两个引理被反复地应用于稳定性的递推分析

中. 由于引理5的结论是显然的,证明略去;引理6则给
出了从ẋi,d ∈ L∞到ẋi+1,d ∈ L∞的递推条件.

引引引理理理 5 定义Vi(t)=
z2i (t)

2ρ2i (t)(1−
z2i (t)

ρ2i (t)
)2

,如果

|zi(t)|<ρi(t), Vi(t)∈L∞, i=1, · · ·, n,那么存在一个
正常数ρ

−
i < ρi∞使得

|zi(t)| 6 ρi(t)− ρ
−
i < ρi(t). (14)
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引引引理理理 6 如果ẋi,d ∈ L∞, x̄i ∈ L∞, zi+1 ∈ L∞,
ξi ∈ L∞,且不等式(14)成立,则ẋi+1,d ∈ L∞.

证证证 对式(9)求导可得

ẋi+1,d(t)=
λi(Ṅ(ξi)Ri(t)+N(ξi)Ṙi(t)), |ri(t)|<α,

λi

pi
R

1−pi
pi

i (t)(piṄ(ξi)Ri(t) +N(ξi)Ṙi(t)),

|ri(t)|>α.

(15)

根据式(7)和式(13),
Ṅ(ξi)=(2ξi cos(

π

2
ξi)−

π

2
ξ2i sin(

π

2
ξi))ξ̇i,

Ṙi(t)=

3r4i (t)+8r2i (t)+1

(1−r2i (t))
4 · żi(t)ρi(t)−zi(t)ρ̇i(t)

ρ2i (t)
,

(16)

其中根据zi(t)定义,其导数可表示如下:

żi(t) = fi(x̄i, t)+gi(x̄i, t)x
pi

i+1−ẋi,d =

fi(x̄i, t)−ẋi,d+gi(x̄i, t)(xi+1,d+zi+1)
pi. (17)

根据ξi ∈ L∞以及不等式(14),可分别得到N(ξi)

∈ L∞, Ri(t) ∈ L∞. 由于ẋi,d ∈ L∞, x̄i ∈ L∞, zi+1 ∈
L∞,再结合式(4)(9)和式(17)可以推得żi(t) ∈ L∞. 从
而,根据式(8)(14)和式(16), Ṙi(t) ∈ L∞成立. 由于ξ̇i
6 R2

i (t) ∈ L∞,结合ξi ∈ L∞可以推出Ṅ(ξi) ∈ L∞.

又 因 为|zi(t)| > αρi(t) > αρi∞时, Ri

1−pi
pi (t) ∈ L∞

成立,进而ẋi+1,d ∈ L∞.

本文的主要结论总结如下:

定定定理理理 1 对于存在执行器故障(2)的未知高次非
线性系统(1),在满足假设1–3的条件下,若设定误差外
层边界函数的初始值ρi(0)使得|zi(0)| < ρi(0)成立,
i = 1, · · · , n,则控制律(7)–(11)能够保证:

1) 输出误差始终保持在预先设定的外层边界函
数之内,即|z1(t)| < ρ1(t), ∀t > 0;

2) 闭环控制系统所有信号保持有界.

证 考虑|zi(t)| > αρi(t)的情况,将式(9)代入式
(17)并应用引理4整理列写如下:

żi(t) = fi(x̄i,t)−ẋi,d+gi(x̄i,t)bi(xi+1,d,zi+1)z
pi

i+1 +

λpi

i gi(x̄i,t)ai(xi+1,d,zi+1)N
pi(ξi)Ri(t) =

Fi(t)+λpi

i gi(x̄i,t)ai(xi+1,d,zi+1)×
Npi(ξi)Ri(t), (18)

żn(t) =Fn(t)+λpn
n τ pn(t)gn(x̄n, t)×

an(τ(t)v, θ)N
pn(ξn)Rn(t), (19)

其中:{
Fi(t)= fi(x̄i,t)+gi(x̄i,t)bi(xi+1,d,zi+1)z

pi

i+1−ẋi,d,

Fn(t)=fn(x̄n,t)+gn(x̄n,t)bn(τ(t)v,θ)θ
pn(t)−ẋn,d,

(20)

且1 − εi 6 ai(x, y) 6 max{1 + εi, 2
pi−1}, |bi(x, y)|

6Mi,其中εi ∈ (0, 1), Mi为与x, y无关的常数.

下面通过反证法证明

|zi(t)| < ρi(t), i = 1, · · · , n, ∀t > 0. (21)

假设存在状态误差zj使得

|zj(tj)| > ρj(tj), j ∈ {1, · · · , n} . (22)

令ts = min{tj}表示式(21)不成立的最初时刻,
因此,根据zi(t)的连续性以及初始条件|zi(0)| <
ρi(0), i = 1, · · · , n,必有

|zi(t)| < ρi(t), i = 1, · · · , n, ∀t < ts. (23)

同时,至少存在一个状态误差zs(t)满足

lim
t→t−s

|zs(t)| = lim
t→t−s

ρs(t), s ∈ {1, · · · , n}, (24)

其中t−s代表ts的左极限.

以下的讨论分析全部在时间区间[0, ts)上进行.

1) 首先分析[0, ts)上的输出误差 z1(t),根据式(4)
(23)以及假设1,可知x1, z2, ẋ1,d, f1(x1, t)和g1(x1, t)

有界,比较内外层边界函数的定义(8)和(11),有

δi(t) = ρi(t)− (ρi0 − δi0)e
−µit 6

ρi(t)− (ρi0 − δi0)e
−µits , (25)

其中i = 1, · · · , n.

当|z1(t)| < δ1(t)时,根据式(10)和式(25),可知ξ1
∈ L∞,并且

|z1(t)| < δ1(t) 6 ρ1(t)− (ρ10 − δ10)e
−µ1ts , (26)

满足不等式(14),因此,引理6的条件全部成立,根据引
理6可知ẋ2,d ∈ L∞.

当|z1(t)|>δ1(t)时,选择李雅普诺夫函数V1(t)如

下所示:

V1(t)=
z21(t)

2ρ21(t)(1−
z21(t)

ρ21(t)
)2
, ∀t ∈ [0, ts). (27)

由于δ1(t) > αρ1(t),式(27)两边对t求导,并将式
(7)和式(18)代入其中,可得

V̇1(t) =

R1(t)ρ
−2
1 (t)(ż1(t)ρ1(t)− z1(t)ρ̇1(t)) =

F1f(t)R1(t) + g1f(t)N
p1(ξ1)R

2
1(t), (28)

其中:{
F1f(t) = ρ−2

1 (t)(ρ1(t)F1(t)− z1(t)ρ̇1(t)),

g1f(t) = λp1

1 (t)ρ−1
1 (t)g1(x1, t)a1(x2,d, z2).

(29)

注意到

F1f(t)R1(t) 6
1

2
R2

1(t) +
1

2
F 2

1f(t). (30)

根据式(4)(20)以及z2, ẋ1,d, b1(x2,d, z2)的有界性
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可知F1(t) ∈ L∞,结合式(8)(23)(29)以及

1− ε1 6 a1(x2,d, z2) 6 max{1 + ε1, 2
p1−1}

可知存在正常数F̄1, l11和l12,其中l11 < l12,使得
1

2
F 2

1f(t) 6 F̄1, |g1f(t)| ∈ [l11, l12]. (31)

将式(30)–(31)代入式(28)并根据此时|r1(t)| =

|z1(t)
ρ1(t)

| > α可得

V̇1(t)6

−1

2
R2

1(t)+F̄1+(g1f(t)N
p1(ξ1)+1)R2

1(t) =

−(1 + r21(t))
2
V1(t)

(1− r21(t))
4 +F̄1+(g1f(t)N

p1(ξ1)+1)ξ̇1 6

−(1 + α2)
2
V1(t)

(1− α2)
4 +F̄1+(g1f(t)N

p1(ξ1)+1)ξ̇1.

(32)

进而有

V1(t)6 e
− (1+α2)

2
t

(1−α2)4 V1(0)+
w t

0
e
− (1+α2)

2
(t−τ)

(1−α2)4 F̄1dτ +

w t

0
e
−(1+α2)

2
(t−τ)

(1−α2)4 (g1f(t)N
p1(ξ1)+1)ξ̇1dτ 6

V1(0)+F̄1+e
− (1+α2)

2
t

(1−α2)4 ×w t

0
(g1f(t)N

p1(ξ1)+1)ξ̇1e
(1+α2)

2
τ

(1−α2)4 dτ . (33)

根据引理1和引理2, ξ1 ∈ L∞, Np1(ξ1)∈L∞以及

V1(t) ∈ L∞成立,应用引理5可知存在一个正常数ρ
−
1,

使得

|z1(t)| 6 ρ1(t)− ρ
−
1 < ρ1(t), (34)

满足不等式(14),因此,引理6的条件全部成立,根据引
理6可知ẋ2,d ∈ L∞.

综上所述,当t ∈ [0, ts)时, x2和ẋ2,d有界,并且

|z1(t)| 6 ρ1(t)− ρ
−
1,m < ρ1(t), (35)

其中ρ
−
1,m = min{ρ

−
1, (ρ10 − δ10)e

−µ1ts}.

i) (i = 2, · · · , n−1.)在前i−1步中,已经证明了
x̄i和ẋi,d在t ∈ [0, ts)上有界,结合式(23)可知式(18)中
的Fi(t)和gi(x̄i, t)保持有界.

当|zi(t)| < δi(t)时,根据式(10)和式(25),可知ξi
∈ L∞,并且

|zi(t)| < δi(t) 6 ρi(t)− (ρi0 − δi0)e
−µits , (36)

从而N(ξi) ∈ L∞, Ri(t)∈L∞, xi+1,d ∈L∞,同时,根
据式(23),有zi+1(t)∈L∞, xi+1∈L∞. 因此,引理6的
条件全部成立,根据引理6可知ẋi+1,d∈L∞.

当|z1(t)| > δ1(t)时,选择李雅普诺夫函数Vi(t)如

下所示:

Vi(t)=
z2i (t)

2ρ2i (t)(1−
z2i (t)

ρ2i (t)
)2
, ∀t ∈ [0, ts). (37)

由于 δi(t) > αρi(t),式 (37)两边对 t求导,并将
式(7)(16)(18)代入其中,可得

V̇i(t) =Ri(t)ρ
−2
i (t)(żi(t)ρi(t)− zi(t)ρ̇i(t)) =

Fif(t)Ri(t) + gif(t)N
pi(ξi)R

2
i (t), (38)

其中:{
Fif(t) = ρ−2

i (t)(ρi(t)Fi(t) + zi(t)ρ̇i(t)),

gif(t) = λpi

i ρ−1
i (t)gi(x̄i, t)ai(xi+1,d, zi+1).

(39)

注意到

Fif(t)Ri(t) 6
1

2
R2

i (t) +
1

2
F 2

if(t). (40)

根据式(4)(20)以及zi+1, ẋi,d, bi(xi+1,d, zi+1)的有

界性可知Fi(t) ∈ L∞,进而结合式(8)(23)(39)以及

1−εi 6 ai(xi+1,d, zi+1) 6 max{1+εi, 2
pi−1},

可知存在正常数F̄i, li1和li2,其中li1 < li2,使得
1

2
F 2

if(t) 6 F̄i, |gif(t)| ∈ [li1, li2]. (41)

将式(40)和式(41)代入式(38)并根据此时|ri(t)| =

|zi(t)
ρi(t)

| > α可得

V̇i(t) 6

−1

2
R2

i (t)+F̄i+(gif(t)N
pi(ξi)+1)R2

i (t) =

−(1 + r2i (t))
2
Vi(t)

(1− r2i (t))
4 +F̄i+(gif(t)N

pi(ξi)+1)ξ̇i 6

−(1 + α2)
2
Vi(t)

(1− α2)
4 +F̄i+(gif(t)N

pi(ξi)+1)ξ̇i. (42)

进而有

Vi(t)6 e
− (1+α2)

2
t

(1−α2)4 Vi(0)+
w t

0
e
− (1+α2)

2
(t−τ)

(1−α2)4 F̄idτ+w t

0
e
−(1+α2)

2
(t−τ)

(1−α2)4 (gif (t)N
pi(ξi)+1)ξ̇idτ 6

Vi(0)+F̄i+e
− (1+α2)

2
t

(1−α2)4 ×w t

0
(gif(t)N

pi(ξi)+1)ξ̇ie
(1+α2)

2
τ

(1−α2)4 dτ . (43)

根据引理1和引理2, ξi ∈ L∞, Npi(ξi) ∈ L∞以及

Vi(t) ∈ L∞成立,应用引理5可知存在一个正常数ρ
−
i,

使得

|zi(t)| 6 ρi(t)− ρ
−
i < ρi(t), (44)

从而N(ξi) ∈ L∞, Ri(t)∈L∞, xi+1,d ∈L∞,同时,根
据式(23),有zi+1(t)∈L∞, xi+1∈L∞. 因此,引理6的
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条件全部成立,根据引理6可知ẋi+1,d∈L∞.

综上所述,当t ∈ [0, ts)时, xi+1和ẋi+1,d有界,且

|zi(t)| 6 ρi(t)− ρ
−
i,m < ρi(t), (45)

其中ρ
−
i,m = min{ρ

−
i, (ρi0 − δi0)e

−µits}.

n) 在前n−1步中,已证明x̄n和ẋn,d在t ∈ [0, ts)

上有界,结合假设2可知,式(19)中的Fn(t)和gn(x̄n, t)

保持有界.

当|zn(t)|<δn(t)时,根据式(10)和式(25),可知ξn
∈L∞,并且

|zn(t)| < δn(t) 6 ρn(t)− (ρn0 − δn0)e
−µnts , (46)

从而N(ξn)∈ L∞, Rn(t) ∈ L∞, v = xn+1,d∈L∞,同
时,根据假设2,有τ(t) ∈ (τL, 1), θ(t) ∈ L∞,因此, u
∈ L∞.

当|zn(t)| > δn(t)时,选择李雅普诺夫函数如下:

Vn(t)=
z2n(t)

2ρ2n(t)(1−
z2n(t)

ρ2n(t)
)2
, ∀t ∈ [0, ts). (47)

由于δn(t) >αρn(t),式(47)两边对t求导,并将式
(7)(16)和(19)代入其中,可得

V̇n(t) =Rn(t)ρ
−2
n (t)(żn(t)ρn(t)− zn(t)ρ̇n(t)) =

Fnf(t)Rn(t) + gnf(t)N
pn(ξn)R

2
n(t),

(48)

其中:Fnf(t)=ρ−2
n (t)(ρn(t)Fn(t)+zn(t)ρ̇n(t)),

gnf(t)=λpn
n ρ−1

n (t)τpn(t)gn(x̄n, t)an(τ(t)v, θ).

(49)
注意到

Fnf(t)Rn(t) 6
1

2
R2

n(t) +
1

2
F 2

nf(t). (50)

根据式(4)(20)以及θ, ẋn,d, bn(τ(t)v, θ)的有界性
可知Fn(t) ∈ L∞,结合式(8)(23)(49)以及

1−εn 6 an(τ(t)v, θ) 6 max{1+εn, 2
pn−1}

可知存在正常数F̄n, ln1和ln2,其中ln1<ln2,使得
1

2
F 2

nf(t) 6 F̄n, |gnf(t)| ∈ [ln1, ln2]. (51)

将式(50)和式(51)代入式(48)并根据此时|rn(t)| =

|zn(t)
ρn(t)

| > α可得

V̇n(t) 6

−1

2
R2

n(t)+F̄n+(gnf (t)N
pn(ξn)+1)R2

n(t) =

−(1+r2n(t))
2
Vn(t)

(1− r2n(t))
4 +F̄n+(gnf (t)N

pn(ξn)+1)ξ̇n 6

−(1+α2)
2
Vn(t)

(1− α2)
4 +F̄n+(gnf (t)N

pn(ξn)+1)ξ̇n, (52)

进而有

Vn(t)6 e
− (1+α2)

2
t

(1−α2)4 Vn(0)+
w t

0
e
− (1+α2)

2
(t−τ)

(1−α2)4 F̄ndτ +

w t

0
e
−(1+α2)

2
(t−τ)

(1−α2)4 (gnf(t)N
pn(ξn)+1)ξ̇ndτ 6

Vn(0)+F̄n+e
− (1+α2)

2
t

(1−α2)4 ×w t

0
(gnf(t)N

pn(ξn)+1)ξ̇ne
(1+α2)

2
τ

(1−α2)4 dτ . (53)

根据引理1和引理2, ξn∈L∞, Npn(ξn) ∈ L∞以及

Vn(t) ∈ L∞成立,应用引理5可知存在一个正常数ρ
−
n,

使得

|zn(t)| 6 ρn(t)− ρ
−
n < ρn(t), (54)

从而N(ξn)∈L∞, Rn(t)∈L∞, v = xn+1,d ∈ L∞,同
时,根据假设2,有τ(t) ∈ (τL, 1), θ(t) ∈ L∞,因此, u
∈ L∞.

综上所述,当t ∈ [0, ts)时,

|zn(t)| 6 ρn(t)− ρ
−
n,m < ρn(t), (55)

其中ρ
−
n,m = min{ρ

−
n, (ρn0 − δn0)e

−µnts}.

然而式(35)(45)(55)与式(24)相矛盾,故反证法假
设式(22)不成立,因此存在正常数ρ

−
使得

|zi(t)|6ρi(t)−ρ
−
<ρi(t), i=1, · · · , n, ∀t>0. (56)

特别地,相对于参考轨迹的跟踪误差保持在预先给定
的范围之内,即

|z1(t)| = |y(t)− yd(t)| < ρ1(t) =

(ρ10 − ρ1∞)e−µ1t + ρ1∞. (57)

进一步,由式(7)可知Ri(t) ∈ L∞,根据式(10)和
(12)可知ξi∈L∞, N(ξi)∈L∞,从而根据式(9)(56)可知
xi+1,d∈L∞, xi ∈ L∞, i=1, · · · , n. 最后,结合xn+1,d

∈ L∞,式(2)(9)和假设2可知u ∈ L∞. 因此,闭环系统
所有信号保持有界,定理1得证.

注注注 2 根据式(9)以及α = 0.4398可知xi+1,d(t)连续,
从而Vi+1(t)也连续.然而在切换时刻, xi+1,d(t)左右导数不

一定相等,但无论其切换时刻导数取左导数还是右导数,都满
足 w t2

t1
V̇i+1(t)dt =Vi+1(t2)−Vi+1(t1),

∀t1, t2>0, i=1, · · · , n− 1,不影响上述证明过程. 此外,在

上述证明过程中,未对fi(x̄i, t)和gi(x̄i, t)进行任何的微分运

算,因此,这种控制方法不需要fi(x̄i, t)和gi(x̄i, t)是连续的,

只要满足假设3即可.

5 仿仿仿真真真验验验证证证

为了验证本文低复杂度PPC方法的有效性,考虑如
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下未知高次非线性系统的跟踪控制问题:
ẋ1=(x1+cosx1)η(t)+2x3

2,

ẋ2=(x1x2+sinx2)η(t)+(1+sin2x1)u
5,

y=x1,

(58)

其中不连续函数η(t)表达式如下:

η(t) =

{
1, t < 10,

sin(10t), t > 10.
(59)

鉴于文献[22]的神经网络控制(neural network co-
ntrol, NNC)方法未考虑执行器故障,为了对比,式(58)
中执行器故障建模如下:

u =

{
v, t < 20,

0.5v + 4, t > 20.
(60)

上式表示系统在t=20 s时发生了故障, 0.5代表控制
效能损失, 4代表控制量正偏移.

当t<10 s时,系统满足本文与文献[22]的所有条
件,将本文控制效果与文献[22]控制效果进行比较;
当10 s6 t<20 s时,观察系统时变是否会导致两种控
制方法鲁棒性降级;当t>20 s时,进一步观察执行器
故障对二者的影响.

期望跟踪轨迹定义如下: yd=2 sin t+ 2 sin(0.5t).

初始条件设为xi(0)=ξi(0)=0, i=1, 2,跟踪控制
目标为

|y(t)−yd(t)|<ρ1=(2−0.1)e−0.5t+0.1,

|x2(t)−x2d(t)|<ρ2=(10−1)e−0.5t+1,

即ρ10=2, ρ1∞=0.1, ρ20=10, ρ2∞=1, µ1=µ2=0.5,
α=0.4398;其余的控制参数选为λi = 1, δi0 = 0.5(ρi0
+ρi∞), i = 1, 2.

仿真步长取为0.0001 s,结果如图1–3所示.

图 1 期望跟踪轨迹yd与两种控制方法下的输出y

Fig. 1 Desired tracking trajectory yd and outputs y by two con-
trol schemes

图1–2分别展示了本文PPC方法和文献[22]NNC
方法在不同情况下的输出和输入曲线,可以看出,当t

< 10 s时,两种控制方法都实现了较为平滑的跟踪,但
本文跟踪精度更高,且不存在严重的跟踪滞后;当10 s

6t<20 s时, NNC方法鲁棒性降级,输出曲线出现无
规律的高频振荡,但PPC方法仍然保持着高精度的跟

踪;当t>20 s时, NNC方法控制输入发散,但PPC方
法能够克服这种程度的执行器故障,实现稳定跟踪.

图 2 两种控制方法下的控制输入v

Fig. 2 Control inputs v by two control schemes

图3展示了本文PPC方法下各误差和自适应参数
的响应状况,可以看出,误差z1(t)和z2(t)始终保持在

预先设定的随时间指数收敛的边界函数内,能够保证
暂态与稳态误差满足预定要求; Nussbaum函数参数ξ1
和ξ2经过不到1 s的时间即实现了对未知控制方向的
自适应.

(a) z1

(b) z2

(c) ξ1



第 10期 丁超等: 控制方向未知的高次不确定非线性系统低复杂度预定性能控制 1629

(d) ξ2

图 3 PPC方法下误差z1, z2与自适应参数ξ1, ξ2

Fig. 3 Errors z1, z2 and adaptive parameters ξ1, ξ2 by PPC
scheme

6 结结结论论论

本文研究了控制方向未知的高次不确定非线性系

统的PPC问题,提出了一种低复杂度的控制方法,相
比于神经网络控制方法,有如下优点: 1)控制器形式
简单; 2)允许模型时变; 3)未知非线性函数可以不连
续.仿真结果表明,本文控制方法在系统时变以及存
在执行器故障的情况下仍然具有较强的鲁棒性,能够
实现暂态和稳态跟踪性能的定量改善. 注意到本文所
研究的高次不确定非线性系统,幂次为奇整数,下一
步可研究控制方向未知且幂次为奇整数之比的不确

定非线性系统的PPC问题.
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附附附录录录 引引引理理理证证证明明明

A.1. 引引引理理理1证证证明明明
证证证 当p为正奇数时,考虑到

1

s

w s

0
Np(ξ)dξ是关于s的偶

函数,故只需对s → +∞的情况进行证明.
令s = 4k + 1, k ∈ Z+,

Ip =
w 1

0
cosp(

π

2
ξ)dξ =

2

π

(p− 1)!!

p!!
,

则w s

0
Np(ξ)dξ =

w 4k+1

0
ξ2pcosp(

π

2
ξ)dξ =

w 1

0
+

w 2

1
+ · · ·+

w 4k+1

4k
ξ2pcosp(

π

2
ξ)dξ =

4k+1∑
i=1

Ti, (A1)

其中: 根据积分中值定理有Ti = (−1)[
i
2 ]ζ2pi Ip, [·]为高斯取

整函数, ζi ∈ [i− 1, i].
故有

4k+1∑
i=1

Ti =T1 + (T2 + T3 + T4 + T5) + · · ·+

(T4k−2 + T4k−1 + T4k + T4k+1) >
(42p−22p)Ip+· · ·+((4k)2p−(4k−2)2p)Ip >

4Ip
k∑

l=1

(4l − 2)p. (A2)

因为

lim
k→+∞

4Ip
k∑

l=1

(4l − 2)p

4k + 1
= +∞, (A3)

所以 lim
k→+∞

sup
1

s

w s

0
Np(ξ)dξ = +∞.同理可证

lim
k→+∞

inf
1

s

w s

0
Np(ξ)dξ = −∞.

A.2. 引引引理理理4证证证明明明

证证证 考虑到x, y的任意性,首先分4种情况讨论如下:
1) ∀x, y ∈ R,将(x+ y)p二项式展开,并利用引理3有

(x+ y)p =xp + yp +
p−1∑
k=1

Ck
px

kyp−k 6

xp + yp +
p−1∑
k=1

εk|x|p +
p−1∑
k=1

mk|y|p, (A4)

其 中:
p−1∑
k=1

εk = ε, mk =
p− k

p
(

k

εkp
)

k
p−k Ck

p

p
p−k , 令m =

p∑
k=1

mk,则

(x+ y)p 6 (1 + εsgn x)xp + (1 +msgn y)yp. (A5)

2) ∀x > 0, y ∈ R,将(x+ y)p与(x− y)p相加得

(x+ y)p + (x− y)p =

2xp + 2

(p−1)
2∑

k=1

C2k−1
p x2k−1yp−2k+1 > 2xp. (A6)

将式(A4)应用于(x− y)p可得

(x+ y)p > (1− εsgn x)xp + (1−msgn y)yp. (A7)

3) ∀x < 0, x+ y > 0,有

(x+ y)p > 0 > xp. (A8)

4) ∀x < 0, x+ y < 0,有

xp + yp =

(
x+ y

2
+
x− y

2
)p + (

x+ y

2
− x− y

2
)p =

2(
x+ y

2
)p+2

(p−1)
2∑

k=1

C2k−1
p (

x+ y

2
)2k−1(

x− y

2
)p−2k+1 6

2(
x+ y

2
)p = 21−p(x+ y)p. (A9)

即

(x+ y)p > 2p−1(xp + yp). (A10)

下面根据式(A5)(A7)–(A8)和(A10)讨论如下:
1) ∀x > 0, y ∈ R,结合式(A5)(A7)可知

(1−εsgn x)xp+(1−msgn y)yp6
(x+ y)p6(1+εsgn x)xp+(1+msgn y)yp. (A11)

根据平面h(t, s) = xpt+ yps的连续性可知, ∃ a1(x, y) ∈
[1− ε, 1 + ε], b1(x, y) ∈ [1−m, 1 +m]使得

(x+ y)p = a1(x, y)x
p + b1(x, y)y

p. (A12)

2) ∀x<0, x+y>0,结合式(A5)(A8),同理可得, ∃ a2(x, y)

∈ [1−ε, 1], b2(x, y) ∈ [0, 1+m]使得

(x+ y)p = a2(x, y)x
p + b2(x, y)y

p. (A13)

3) ∀x < 0, x+ y < 0,结合式(A5)和式(A10),同理可得,
∃ a3(x, y) ∈ [1− ε, 2p−1]以及b3(x, y) ∈ [min{1 +m, 2p−1},
max{1 +m, 2p−1}]使得

(x+ y)p = a3(x, y)x
p + b3(x, y)y

p. (A14)

归纳式 (A12)–(A14),取M = max{1 +m, 2p−1},可知
∀x, y ∈ R,有

(x+ y)p = a(x, y)xp + b(x, y)yp, (A15)

其中: 1−ε 6 a(x, y) 6 max{1+ε, 2p−1}, |b(x, y)| 6 M .
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