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摘要:为了实现起重机集装箱摆动最优控制,提出一种基于控制向量参数化(CVP)方法的最优控制问题快速求解
算法. 首先,建立了以摆动能量最小为目标的集装箱装卸最优控制数学模型. 其次,采用光滑化惩罚函数路径约束
处理方法降低了模型求解难度.进一步,针对控制向量参数化方法微分方程组求解耗时长难题,结合网格划分提出
改进四阶Runge--Kutta方法的快速CVP算法加快了最优控制问题求解速度.仿真测试针对不同位置的集装箱装卸任
务进行. 数值测试结果显示,相较于其他变步长求解方法,改进方法在得到相近求解精度解的同时,求解耗时明显
减少,表明本文方法在集装箱装卸最优控制方面的应用价值.
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Abstract: To achieve the optimal control for the container’s swing of crane, a fast calculation algorithm for optimal
control problems based on control vector parameterization (CVP) is proposed in this paper. Firstly, an optimal control
mathematical model with minimum the swing energy of container load is developed. Next, the smoothing penalty method
is employed to handle the path constraints so as to reduce the solving difficulty of the optimal control model. Furthermore,
to tackle with the time-consuming issue of differential equations, an adaptive fast 4-th order Runge--Kutta method, which
combines with grid subdivision, is proposed to accelerate the solving efficiency of optimal control problems. Numerical
tests are carried out on container load tasks with different starting positions. Simulation results show that the proposed
method is able to obtain similar solutions, while the computation time is obviously reduced when compared with variable
step algorithms, revealing the application value for container load optimal control.
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1 引引引言言言

集装箱装卸对于港口运行和海洋运输至关重要,
而起重机则是必不可少的装备. 当前,海洋工程自动
化的不断发展[1],对集装箱起重机的控制水平提出了
更高的要求. 为了提升起重机在集装箱装卸上的效
率、安全性和稳定性,国内外学者开展了广泛的研究.
文献[2]研究了有效载荷桥式起重机的动力学模型,并
设计了控制方案用于抑制有效载荷的摆动和扭曲. 文
献[3]针对欠驱动桥式起重机设计了连续滑模控制策
略,有效提升了起重机的控制品质. 为了提升龙门起
重机的工作效率,文献[4]提出了时间最优平面控制方
案,使载荷从初始静止位置传递到最终静止位置的过
渡时间最短.

近几年,为了进一步提升起重机在现代海洋运输
中的作用,文献[5]对船载起重机母船集装箱装卸进行
了滑模控制器的设计;文献[1]则针对欠驱动船载起重
机提出了一种新颖的非线性稳定控制策略,并首次实
现了闭环控制方案,丰富了船载起重机的非线性控制
理论.在单桥式起重机研究的基础上,文献[6]研究
了双桥式起重机系统 (dual overhead crane system,
DOCS),并进行了DOCS系统建模和控制方案设计,
进一步推动了桥式起重机的发展.此外,诸多新颖的
起重机模型及相关控制理论[7–8]也促进了起重机对集

装箱装卸控制和应用水平的发展.

在集装箱装卸过程中,集装箱到达指定位置时由
于起重机的加减速和负载提升动作以及风、摩擦引起

的扰动等所产生的荷载残留摆动也随之增大,对搬运
精度和速度都造成了一定的影响,也增加了事故发生
的可能性. 随着集装箱装卸高效率需求的提升,迫切
需要桥式起重机实现自动控制,以解决对操作员经验
的过分依赖性,从而大幅度地提高工作效率[9]. 其中,
起重机自动控制系统的一个核心问题就是负载的防

摆控制[9–10],国内外学者都在该领域开展了研究.针
对桥式起重机,文献[11]进行了精准定位在线轨迹规
划设计,很好地控制了起重机摆动过程的误差. 文献
[12]基于非线性动力学理论提出了一种自适应防摆控
制策略用于具有双摆效应和不确定参数的起重机系

统,实验结果显示了控制器优良的准确性和稳定性.
针对桥式起重机荷载的残留摆动问题,文献[13]基于S
型曲线轨道生成方法对摆动进行了控制,测试结果显
示了该方法对摆动具有很好的抑制作用. 近年来,采
用最优规划控制方法进行起重机控制得到了诸多学

者的重视[14–17],以摆动最小为目标的最优控制方法也
逐步成为起重机防摆控制研究的一个重要方向.

集装箱装卸摆动最优控制的一个核心问题是最优

控制问题的求解,在当前主流的最优控制问题求解算
法中,控制向量参数化 (control vector parameteriza-
tion, CVP)方法,因其具有求解精度高、离散化后的非

线性规划(nonlinear programming, NLP)问题规模较
小等优点,受到了众多学者的青睐[17–19],在诸多工程
领域得到了应用. 然而, CVP方法离散化后的时间网
格通常人为设定并在优化过程中不会改变.为了得到
高精度的最优控制问题数值解,就需要将时间网格划
分得很细,但这会大大增加微分方程组的数量和NLP
问题的维数,进而增加计算时间[17]. 如何有效解决
CVP方法逼近精度和计算时间之间的矛盾,已经成为
当前国内外众多学者探索的课题[20–21]. 为了解决港
口集装箱装卸摆动最优控制所面临的快速求解难题,
本文结合传统CVP方法提出基于微分方程组快速求
解的控制向量参数化最优控制算法研究.首先,根据
拉格朗日力学方程分析建立了集装箱装卸摆动最优

控制数学模型;其次,对得到的数学模型进行控制向
量参数化,采用能够减少计算消耗的路径约束和终端
约束处理方法降低模型求解难度;进一步,针对CVP
方法求解中非常耗时的微分方程组求解部分,提出了
一种改进的Runge--Kutta快速求解方法;最后进行数
值仿真测试验证所提方法的有效性.

2 数数数学学学模模模型型型

考虑图1所示的港口集装箱装卸系统,集装箱的装
卸通过起重机水平和垂直方向的电机牵引实现,其简
化运动示意图如图2所示. 图2中,起重机的质量是M ,
xM是起重机的水平位置, l是缆绳的长度,集装箱的质
量是m, (xm, ym)是集装箱的水平和垂直位置, θ是集
装箱的摆动角.

图 1 集装箱装卸示意图

Fig. 1 Sketch map of container load

图 2 集装箱起重机运动示意图

Fig. 2 Motion diagram of container crane
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根据拉格朗日力学方程分析可以得到集装箱运动

模型如下:

(J1/r21 +M +m)ẋM +ml(θ̈ cos θ − θ̈2 sin θ) +

m(l̈ sin θ + l̇θ̇ cos θ) = T1/r1, (1)

lθ̈ + 2l̇θ̇ + g sin θ + ẍM cos θ = 0, (2)

(J2/r22 +m)l̈ +mẍM sin θ −mlθ̇2−mg cos θ =

−T2/r2, (3)

其中: J1, J2是起重机和集装箱的等效转动惯量, T1,
T2是起重机水平和垂直力矩, r1, r2分别是起重机和
负载的电机轴滚轴半径, g是重力加速度.考虑到式(2)
中集装箱和起重机的质量对方程没有直接影响,本文
选取起重机的水平加速度和垂直提升加速度作为控

制变量. 从而,上述模型可以用以下的非线性状态方
程简化表示:

ẋ1(t) = x4(t), ẋ2(t) = x5(t),

ẋ3(t) = x6(t), ẋ4(t) = u1(t), ẋ5(t) = u2(t),

ẋ6(t) = −(u1(t) cosx3(t) + g sinx3(t)+

2x5(t)x6(t))/x2(t),

(4)

其中: 状态变量为x(t) := [x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)

x5(t) x6(t)]
T= [xM l θ ẋM l̇ θ̇]T,控制变量为u(t)

:= [u1(t) u2(t)]
T= [ẍM l̈]T,初始值定义为x(t0) :=

x0. 本文最优控制的目标是使集装箱在装卸过程中摆
动能量最小,因此,该最优控制问题的目标函数可表
示为

min
u(t)

J(u(t)) =
w tf

0
(x2

3(t) + x2
6(t))dt. (5)

同时,状态变量和控制变量存在各种约束限制如下:
x(tf) = [x1(tf) x2(tf) 0 x3(tf) 0 0]T,

xi,min 6 xi(t) 6 xi,max, i = 1, 2, · · · , 6,
uj,min 6 uj(t) 6 uj,max, j = 1, 2.

(6)

进而,集装箱装卸摆动最优控制问题可以表示为

问问问题题题(P1) 根据初始条件x(t0),在动态系统(4)和
约束条件(6)下,寻找最优控制变量u∗(t)使得目标函

数(5)的值最小.

需要注意的是,本文方法直接对集装箱装卸过程
的运动方程建立最优控制问题模型,相较于基于Ham-
ilton最优性条件的建模方法[22],不需要推导最优性条
件,降低了建模难度,将集装箱装卸最优控制的难题
转化到最优控制问题的求解上.

3 最最最优优优控控控制制制方方方法法法

3.1 控控控制制制向向向量量量参参参数数数化化化

控制向量参数化方法的主要思想是将随时间连续

变化的控制变量u(t)用有限的参数来近似,而状态变

量依旧保持其连续可微的形式. 针对集装箱装卸摆动
最优控制问题(P1),把时间[t0, tf ]划分成N个子区间,
记子区间时间节点为

t0 < t1 < · · · < tN = tf . (7)

在时间子区间[tk−1, tk], k = 1, 2, · · · , N内,将控制
变量近似表示为一组参数的函数,则问题(P1)中控制
变量uj(t)(j = 1, 2)的分段常量参数化为

uj(t) ≈ ũj(t) =
N∑

k=1

σj,kχ[tk−1,tk)(t), (8)

其中: σj,k为控制参数, χ[tk−1,tk)(t)是分段常量函数

χ[tk−1,tk)(t) =

{
1, t ∈ [tk−1, tk),

0, t /∈ [tk−1, tk).
(9)

进一步,记第 j个控制分量的参数依次为 σj,0,

σj,1, · · · , σj,N ,向量 σ : = [{σ1,0, σ2,0}T · · · {σ1,N ,

σ2,N}T]T. 这样控制变量u(t)的边界约束就直接转换

为控制参数σ的边界约束,问题(P1)就近似转化为优
化控制参数σ的NLP问题.

问问问题题题(P2)

min
σ

J(u(t)) =
N∑

k=1

w tk

tk−1

(x2
3(t) + x2

6(t))dt,

s.t. ẋ(t) = f(σ,x(t), t), x(t0) = x0,

x(tf) = x(tN),

xi,min 6 xi(t) 6 xi,max, i = 1, 2, · · · , 6,
uj,min 6 σj,k 6 uj,max, j = 1, 2,

(10)

其中f(σ,x(t), t)表示非线性状态方程组(4). 近似问
题(P2)与原始问题(P1)的收敛性由以下定理保证(证
明过程也可参阅文献[23]).

定定定理理理 1 设u∗(t)是问题(P1)的解, σ∗是分段数

为N(N > 1)时问题(P2)的解, ũ∗(t)是由σ∗根据式

(8)分段常量参数化构成的控制向量,假设最大的时间
子区间[tk−1, tk]随着N → ∞而趋近于0,则有

lim
N→∞

J(ũ∗(t)) = J(u∗(t)).

证证证 定义参数δ(δ>0)可以任意选取,假设ũε̃,∗(t)

是问题(P2)的可行解, σ̃ε̃,∗是根据式(8)参数化后的控
制向量,则存在一个ε∧>0,对于ε̃ ∈(0, ε∧),以下式子
成立:

J(ũε̃,∗(t)) > J(ũ∗(t))− δ. (11)

假设u∗,N(t)是问题(P1)的一个可行解,且u∗,N(t) =

[{σ∗,N
1,0 , σ∗,N

2,0 }T · · · {σ∗,N
1,N , σ∗,N

2,N }T]T,则当N → ∞
时,可以得到

lim
N→∞

J(u∗,N(t)) = J(u∗(t)). (12)

分析可知, u∗,N(t)是问题(P2)的可行解,在一定的



1278 控 制 理 论 与 应 用 第 36卷

分段数N1(N1 6 N)下,以下式子成立:

J(ũε̃,∗(t)) 6 J(u∗,N1(t)), N > N1. (13)

联立式(11)和式(13)可以得到在ε̃ ∈ (0, ε∧)下,

J(u∗,N1(t))>J(ũε̃,∗(t))>J(ũ∗(t))− δ, N>N1.

(14)
整理式(14)可以得到

J(u∗,N1(t)) + δ > J(ũ∗(t)), N > N1. (15)

当N→ ∞和N1→ ∞时,对式(15)左右取极限得到

lim
N→∞

J(ũ∗(t)) 6

lim
N1→∞

J(u∗,N1(t)) + δ = J(u∗(t)) + δ. (16)

又因为

J(u∗(t)) 6 J(ũ∗(t)), (17)

则联立式(16)和式(17)可以得到,当N → ∞时，

J(u∗(t)) 6 lim
N→∞

J(ũ∗(t)) 6 J(u∗(t)) + δ. (18)

因为参数δ(δ > 0)可以任意选取,因此可得

lim
N→∞

J(ũ∗(t)) = J(u∗(t)).

3.2 约约约束束束处处处理理理

经过控制向量参数化后,问题(P2)是一个含有不
等式路径约束和终端等式约束的复杂非线性规划问

题.然而,路径约束条件处理一直是CVP方法的难题.
为了对路径约束进行转化,本文首先引入max函数,将
不等式路径约束Gr[t,x(t),u] 6 0等价转化为

max{Gr[t,x(t),u], 0} = 0, r = 1, · · · , 12. (19)

进一步,引入如下光滑化函数:

p1{Gr[t,x(t),u], ε} =

(Gr[t,x(t),u] +
√
Gr[t,x(t),u]2 + 4ε2)/2,

(20)

其中: Gr[t,x(t),u] 6 0, r = 1, 2, · · · , 12表示问题
(P2)的12个路径约束, ε称为光滑化因子. 则max函数

与光滑化函数之间的关系可以由定理2得到.

定定定理理理 2 对于不等式路径约束max{Gr[t,x(t),

u], 0}, r = 1, 2, · · · , 12,当光滑化因子ε → 0+时,

max{Gr[t,x(t),u], 0} ≈ p1{Gr[t,x(t),u], ε} =

(Gr[t,x(t),u] +
√
Gr[t,x(t),u]2 + 4ε2)/2.

(21)

证证证 无论路径约束是否满足Gr[t,x(t),u] 6 0,
都存在max{Gr[t,x(t),u], 0} > 0,当Gr[t,x(t),u]

< 0时,

lim
ε→0+

{(Gr[t,x(t),u] +

√
Gr[t,x(t),u]2 + 4ε2)/2} = 0. (22)

当Gr[t,x(t),u] > 0时,

lim
ε→0+

{(Gr[t,x(t),u] +√
Gr[t,x(t),u]2 + 4ε2)/2} = Gr[t,x(t),u].

(23)

从而,式(21)得证. 证毕.
通过光滑化函数,首先引入惩罚因子ρ1对终端约

束进行惩罚处理并增广进目标函数中;同时,结合文
献[14, 24]的罚函数法,引入惩罚因子ρ2将式(20)一并
增广进目标函数中. 这样问题(P2)就转化为一个只含
边界约束的非线性优化问题.
问问问题题题(P3)

min
σ

J =
N∑

k=1

w tk

tk−1

(x2
3(t) + x2

6(t))dt+

ρ1
6∑

i=1

(xi(tf)− xi(tN))
2+

ρ2
6∑

i=1

N∑
k=1

(
w tk

tk−1

((xi(t)− xi,max)+√
(xi(t)− xi,max)2 + 4ε2)dt+w tk

tk−1

(−xi(t) + xi,min+√
(−xi(t) + xi,min)2 + 4ε2)dt)/2,

s.t. ẋ(t) = f(σ,x(t), t), x(t0) = x0,

uj,min 6 σj,k 6 uj,max, j = 1, 2,

(24)

其中: ρ1是终端约束惩罚因子(ρ1>0), ρ2是路径约束
惩罚因子(ρ2 > 0).
设ζ是问题(P3)的优化求解精度设定值,为了保证

ζ的求解精度,本文设置路径约束处理精度至少高ζ一

个数量级,则终端约束惩罚因子可以通过式子ρ1 > 1/
(6
√
ζ)选取,路径约束惩罚因子可由ρ2 > 10/ζ确定.

在光滑化因子ε的选择上,本文结合文献[14]提供的选
取策略,采用如下式子进行选择:

ε = ζ/[6(1 +
√
5)(tf − t0)]. (25)

3.3 梯梯梯度度度求求求取取取

问题(P3)是一个NLP问题,基于梯度的非线性优
化求解方法,比如序列二次规划(sequential quadratic
programming, SQP)方法、内点法等,可以用于该问题
的求解. 但是,由于微分方程组的存在,问题(P3)的梯
度信息很难直接得到. 本文给出如下定理用于梯度信
息的计算.

定定定理理理 3 定义轨迹灵敏度方程为Γ (t) =
∂x(t)

∂σ
,

Φ(x(tf |σ),σ)表示问题 (P3)目标函数中的终端约束
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项, L(x(t|σ),σ)表示积分项,则目标函数关于控制参
数σ的梯度信息是Γ̇ (t) =

∂f(σ,x(t), t)

∂x
Γ (t) +

∂f(σ,x(t), t)

∂σ
,

Γ (t0) = 0,

(26)
∂J(σ)

∂σ
=

∂Φ(x(tf |σ),σ)
∂x

Γ (tf)+
∂Φ(x(tf |σ),σ)

∂σ
+

N∑
k=1

w tk

tk−1

{∂L(x(t|σ),σ)
∂x

Γ (t) +

∂L(x(t|σ),σ)
∂σ

}dt. (27)

证证证 分析可知, x(t)=x0+
w tf

t0
f(σ,x(t), t)dt,其

中x0表示微分方程组f(σ,x(t), t)在t0时刻的初值,
因此有

∂x(t)

∂σ
=

∂x0

∂σ
+

w tf

t0
{∂f(σ,x(t), t)

∂x
Γ (t) +

∂f(σ,x(t), t)

∂σ
}dt. (28)

式(28)对时间求导得到
d

dt
{∂x(t)

∂σ
} =

∂f(σ,x(t), t)

∂x
Γ (t) +

∂f(σ,x(t), t)

∂σ
, (29)

因此, Γ (t)为式(29)的解,其中Γ (t0) =
∂x0

∂σ
= 0. 采

用链式法则对目标函数求导得到梯度信息为

∂J(σ)

∂σ
=

∂Φ(x(tf |σ),σ)
∂x

Γ (tf) +
∂Φ(x(tf |σ),σ)

∂σ
+

N∑
k=1

w tk

tk−1

{∂L(x(t|σ),σ)
∂x

Γ (t|σ) +

∂L(x(t|σ),σ)
∂σ

}dt. (30)

3.4 快快快速速速求求求解解解

由第3.3节可知,在问题(P3)的求解过程中,需要对
扩大微分方程组(4)和式(26)进行反复求解,以获取函
数及梯度信息.然而,微分方程组的求解在CVP方法
求解过程中非常耗时,过长的耗时也降低了CVP方法
在集装箱装卸最优控制方面的应用价值.因此,本文
在显式四阶Runge--Kutta法的基础上,针对问题(P3)中
微分方程组的求解,提出改进型快速求解方法.
首先,定义扩大微分方程组(4)和式(26)为

Ẋ(t) = F [σ,x(t), t] =

{
ẋ(t),

˙Γ (t).
(31)

对每一个时间子区间[tk−1, tk](k =1, 2, · · · , N),设h

为积分步长,则求解X(t)的四阶Runge--Kutta法计算
公式如下:

k1 = F [σk−1,x(tk−1), tk−1],

k2 = F [σk−1,x(tk−1) + k1h/2, tk−1 + h/2],

k3 = F [σk−1,x(tk−1) + k2h/2, tk−1 + h/2],

k4 = F [σk−1,x(tk−1) + k3h/2, tk−1 + h],

X(tk−1 + h) = X(tk−1) + h(k1 + 2k2+

2k3 + k4)/6, k = 1, · · · , N,

(32)

其中σk−1 = [σ1,k−1 σ2,k−1]
T. 分析可知,该Runge--

Kutta法的局部截断误差为 O(h5),整体截断误差是
O(h4). 针对集装箱装卸最优控制问题,本文设定微分
方程组求解的整体截断误差不低于10−5的同阶无穷

小,即O(10−5),则有h4 6 10−5,因而得到步长h的选

择公式如下:

h = (tk − tk−1)/Z 6 0.1, (33)

其中Z是一个正整数, Z > ⌈10(tk − tk−1)⌉.
基于此,结合控制向量参数化分析上述方法的计

算复杂度和空间复杂度.假设控制时域被等间隔分成
了N个子区间,分析式(32)后可知,在t∈ [t0, tf ]控制时

域内采用上述快速计算方法求解X(t)所需要循环计

算节点个数为ZN个,因而其时间复杂度为

T (f1) = O(ZN). (34)

进一步,假设快速求解法每次计算返回值个数为m个,
根据求解X(t)所需要循环计算节点数ZN ,则其空间
复杂度为

S(f1) = O(mZN). (35)

4 数数数值值值仿仿仿真真真测测测试试试

状态变量和控制变量的约束条件设置如表1所示,
仿真测试在 Intel CORE i5/2.3 GHz CPU和 DDR3/
1600 MHz 8 GB内存组成的计算机上进行.

表 1 集装箱装卸约束项参数
Table 1 Constraints parameters of container load

约束项 约束条件

吊车水平移动速度 −2.5 6 ẋM 6 2.5 (m/s)
缆绳移动速度 −1 6 l̇ 6 1 (m/s)
水平控制变量 −2.83374 6 u1(t) 6 2.83374 (m/s2)
垂直控制变量 −0.80865 6 u2(t) 6 0.71265 (m/s2)

4.1 仿仿仿真真真测测测试试试1
测试要求在10 s内集装箱从位置(0, 22)移动到位

置(10, 14),初始条件为x(0) := [0 22 0 0 0 0]T,终
值约束为x(10) := [10 14 0 0 0 0]T,初始控制参数
σ(0)统一设置为0,优化精度设置为ς := 10−4,惩罚因
子ρ1和ρ2根据公式分别设置为20和105,光滑化因子
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ε由式(25)确定为 1.54× 10−6,重力加速度取 g :=

9.81.
表2列出了采用ODE23(二阶三级Runge--Kutta

法)、ODE45(四阶五级Runge--Kutta法)、ODE113(多
步Adams算法)求解器和本文快速求解方法在20和50
个优化参数下结合CVP方法求解得到的优化结果.结
果显示, 4种方法都获得了相近的优化目标函数值.但
是相比于其他3种方法,本文提出的快速求解方法在
保证相近优化精度的同时,求解耗时明显减少,求解
时间均控制在10 s以内,在20个优化参数化下,求解时

间平均减少78.19%,在50个优化参数化下,求解时间
平均减少90.42%,显示本文方法有效提升了求解效
率.图3给出了本文方法在50个优化参数下得到的集
装箱装卸控制曲线,图中时间区间划分为25个子区间,
控制变量采用分段常量参数化方式逼近.图4给出了
图3控制曲线下的系统状态曲线图. 由图3–4可知,控
制变量满足边界约束条件,状态变量路径约束和终端
约束均得到了很好的满足. 此外,集装箱在移动过程
中摆动角弧度较小,表明本文方法在集装箱摆动控制
上的良好效果,如图5所示.

表 2 集装箱装卸数值优化结果
Table 2 Numerical optimization results of container load

方法 优化参数 NLP求解器 ODE求解方法 摆动量Jmin 计算时间/s

20
FMINCON ODE23

0.0273 25.07
50 0.0256 89.20

20
FMINCON ODE45

0.0276 21.11
传统CVP

50 0.0257 75.41

20
FMINCON ODE113

0.0296 18.73
50 0.0255 81.76

本文方法
20

FMINCON 本文快速求解方法
0.0272 4.65

50 0.0254 7.83

图 3 集装箱装卸摆动最优控制曲线

Fig. 3 Optimal control curves of container load

图 4 集装箱装卸摆动状态曲线(x1(t), x2(t))

Fig. 4 Optimal state profiles of container load (x1(t), x2(t))

图 5 集装箱装卸摆动状态曲线(x3(t) ∼ x6(t))

Fig. 5 Optimal state profiles of container load (x3(t) ∼ x6(t))

4.2 仿仿仿真真真测测测试试试2
为了进一步验证本文方法对集装箱装卸摆动最优

控制的效果,分别对2个不同位置的集装箱装卸进行
测试,装卸时间设置为10 s,初始控制参数σ(0)设置为

0,优化参数个数选择为50个,优化精度选择为ς :=

10−6,惩罚因子ρ1和ρ2根据公式分别设置为20和105,
光滑化ε由式(25)确定为,重力加速度取g := 9.81.

表3列出了4种方法针对不同初始位置集装箱装卸
最优控制计算结果.结果显示,本文的方法将集装箱
装卸的摆动量控制在较低的水平,摆动量分别为
0.0270和0.0171,有效控制了集装箱在移动过程中的
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摆动.同时,在求解效率方面,本文方法仅需要3 s左右
的求解时间,在装卸要求的时间范围内即可完成下一

次计算,明显优于其他3种方法,表明了本文方法在集
装箱装卸最优控制上的应用价值.

表 3 不同初始位置集装箱装卸数值优化结果
Table 3 Numerical optimization results of container load with different starting positions

方法 初始位置 到达位置 优化参数个数 摆动量Jmin 计算时间/s

CVP ODE23

(10, 16) (20, 20) 50

0.0269 31.95
CVP ODE45 0.0269 38.65

CVP ODE113 0.0269 30.36
本文方法 0.0270 3.23

CVP ODE23

(20, 15) (12, 12) 50

0.0171 27.52
CVP ODE45 0.0164 154.57

CVP ODE113 0.0171 32.56
本文方法 0.0171 3.46

5 结结结论论论

本文提出一种用于求解港口集装箱装卸摆动最优

控制问题的控制向量参数化快速求解算法. 首先,建
立了集装箱装卸摆动最优控制数学模型,具有良好的
适用性. 其次,结合前期研究的路径约束处理方法,将
原问题转化为只含控制变量边界约束的问题,降低了
模型求解难度.最后,提出改进的Runge--Kutta快速求
解方法加快了CVP方法求解速度.本文对所建立的集
装箱装卸摆动最优控制系统进行了仿真测试,并和常
规方法进行了比较,仿真结果表明改进方法能够有效
地提升求解效率、减少计算时间,显示了本文方法在
起重机集装箱装卸最优控制上的潜在应用价值.本文
在建模过程中主要选取起重机的水平加速度和垂直

提升加速度作为控制变量,如何通过加速度传感器建
立与速度之间的关系,进而将本文规划得到的轨迹应
用于实际实验是下一步研究工作的课题.此外,将快
速求解方法与非均匀时间子区间划分结合并同时考

虑不确定参数来进一步提升本文方法的适用性也将

是本文进一步的研究工作.
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