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摘要:图匹配试图求解二图或多图之间节点的对应关系.在图像图形领域,图匹配是一个历久弥新的基础性问题.
从优化的角度来看,图匹配问题是一个组合优化问题,且在一般情形下具有非确定性多项式复杂程度(non-deter-
ministic polynomial, NP)难度的性质. 在过去数十年间,出现了大量求解二图匹配的近似算法,并在各个领域得到了
较为广泛的应用. 然而,受限于优化问题本身的理论困难和实际应用中数据质量的种种限制,各二图匹配算法在匹
配精度上的性能日益趋近饱和.相比之下,由于引入了更多信息且往往更符合实际问题的设定,多图的协同匹配则
逐渐成为了一个新兴且重要的研究方向.本文首先介绍了经典的二图匹配方法,随后着重介绍近年来多图匹配方法
的最新进展和相关工作.最后,本文讨论了图匹配未来的发展.
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Recent advance on graph matching in computer vision:
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Abstract: Graph matching refers to the problem of finding vertex correspondence among two or multiple graphs,
which is a fundamental problem in computer vision and computer graphics. As a combinational optimization problem,
graph matching is NP-hard in general settings. Classic two-graph matching has met its limitations in matching accuracy
because of its NP nature and limits in data qualities. In contrast to the classic two-graph matching setting, until recently
matching multiple graphs with consistent correspondences start to emerge for their practical usefulness and methodological
potential for further innovation. Starting by a brief introduction for traditional two-graph matching, we walk through the
recent development of multiple graph matching methods, including details for both models and algorithms. Finally, several
directions for future work are discussed.
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1 引引引言言言(Introduction)
相较于向量形式,图的形式在刻画实际目标时往

往具有更为灵活和丰富的表达能力. 特别是在考虑到
关系结构信息时,图结构的表达优势更为明显. 对于
图数据的处理,一个常见且实用的技术是图匹配,即
试图求解两个乃至多个图间节点的对应关系(一般来
说,假设节点对应关系是一对一的). 与传统基于局部
点特征、坐标等信息的配准方法不同,图匹配旨在通

过考察单阶节点信息和高阶边信息(往往考虑二阶
边),寻找整体相似度最大的节点对来求解匹配关系.
事实上,在引入了二阶和更高阶的边信息后,图匹配
成为了一个具有非确定性多项式复杂程度(non-deter-
ministic polynomial, NP)难度的开放性问题.相比之
下,基于点相似度的点匹配问题,则可以通过匈牙利
算法[1]等算法获得多项式时间复杂度的全局最优解.

由于其对噪声和形变有较好的鲁棒性,图匹配被
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广泛应用于图像[2]、图形[3]、基因[4]等领域的数据分

析.近年来,相关图匹配技术更被用于跨社交网络的
对应节点匹配[5]. 在许多场合中,图匹配技术被作为
一个度量结构之间相似度的基础功能模块,被用于诸
如图像识别、图形聚类等应用中.

在过去几十年中,图匹配问题得到了世界各地学
者的广泛研究.由于其内在的NP难性质,多数方法力
图在匹配精度和效率上取得平衡. 传统方法大多聚焦
于二图间的匹配这一经典场景. 直到近年来,涌现出
一系列关于多图协同匹配的研究工作.作者分析认为
多图匹配问题具有较大的研究空间和研究紧迫性,理
由如下: 第一,从方法层面来看,多个包含类似或者相
同结构的图数据为有效的信息融合提供了可能性. 特
别是当局部两个图存在较强噪声时,全局的信息融合
变得更为关键.相比之下,传统的二图匹配受限于可
获得信息的有限性,特别是在信息受到噪声干扰时,
即使算法得到了全局最优解,未必是物理意义上的真
实解. 第二,从应用层面来看,在包括图像集匹配,基
因集匹配等实际问题中,往往需要同时匹配多个图结
构. 采取简单两两匹配的做法往往不是最佳方式.

作为一个历久弥新的基础研究问题,已有研究者
对图匹配的相关工作进行了梳理和综述[6–11],涵盖了
包括图核与嵌入[12]、图同构和子图同构[13]、图编辑

距离[14]等图匹配问题的各个子领域及延伸. 相比之
下,除了在综述文献[10]中简略提及了多图匹配的问
题,一系列近期的多图匹配工作[15–22]却鲜有被现有综

述提及. 为了填补这方面的不足,本文重点介绍多图
协同匹配最近的进展,这也一定程度上反映了目前图
匹配研究的趋势.

本文主要结构如下: 首先对传统的二图匹配方法
及其相关概念做简要介绍,包括相似度函数、松弛技
术以及求解算法等. 这些内容为本文后续重点介绍多
图匹配相关方法奠定了必要基础. 本文重点介绍了近
年来多图匹配的代表性模型和方法. 最后,本文也讨
论了该领域的发展方向与趋势.

2 二二二图图图匹匹匹配配配(Two-graph matching)
二图匹配可以被形式化为一个具有NP难性质的

二次指派问题(quadratic assignment problem, QAP).
从优化的角度来看,该问题可以拆解为两个子问题:

第一,如何构建优化目标函数;

第二,如何在给定的目标函数下求解(带约束)优
化问题.

第1个问题涉及如何建模相似度函数来刻画点对
和边对之间的匹配合适度,而第2个问题则与优化算
法更为相关.一个广泛被采用的做法是将原始离散域
问题松弛到连续域进行高效求解,然后再将结果离散
化,得到最终的匹配关系.

2.1 匹匹匹配配配目目目标标标函函函数数数(Objective function)
如前所述,图匹配试图构建节点间的对应关系,使

得匹配后的两个图间相似度最大化. 如同当前主流二
图匹配方法,仅考虑一阶点间和二阶边间的相似度,
可以很方便地通过相似度矩阵K ∈ Rn1n2×n1n2来刻

画图G1 (|G1| = n1)和G2 (|G2| = n2)间的相似度信息.
在该矩阵中,对角线元素记录了两图间节点相似度,
而非对角元素则代表了二阶边间的相似度.令X ∈
{0, 1}n1×n2为二值对应矩阵(也叫作指派矩阵),二次
指派问题可以被形式化为如下的模型:{
J(x)=xTKx,

X1n2
=1n1

, XT1n1
61n2

, X∈{0, 1}n1×n2 ,
(1)

其中x = vec(X)是将输入矩阵X按列向量化的结

果.上式中的约束代表图G1中的每个节点需要在图G2

中找到对应点. 换句话来说,在图G1中不存在无法在

图G2中找到匹配的外点. 很多图匹配工作[23–26]采取

了上述紧凑简洁的形式,一个等价而较为繁琐的版本
则见诸文献[27].

上述形式又被称为Lawler形式的二次指派问题.
此外,人们也常用到Koopmans-Beckmann形式的二次
指派模型,可以被看作Lawler型的特殊形式. 其具体
表达式如下:{

J(x)= tr(XTFiXFj) + tr(KT
p X),

X1n2
=1n1

, XT1n1
61n2

, X∈{0, 1}n1×n2 ,
(2)

其中Fi和Fj代表两图各自的(加权)邻接矩阵,而Kp

则刻画了两图之间点与点的相似度.

进一步注意到,近年来一些基于高阶相似度信息
的高阶图匹配方法[28–32]突破了传统二阶相似度的限

制,试图考察3个乃至更多节点构成的超边间的相似
度,以此来引导更鲁棒的图匹配过程. 通过引入张量,
高阶图匹配问题可以被表述为克罗内克积形式[33]:

J(x) = H ⊗1 x · · · ⊗p x, (3)

其中: H为相似度张量,而p则是相似度张量的阶数.
一个常见的高阶图匹配技术是采用迭代方式,在每次
迭代时,近似求解一个二阶图匹配问题.文献[34]采用
ADMM(alternating direction method of multipliers)算
法求解超图匹配问题.而在文献[35]中,作者提出了一
种基于L1/2范数迭代重加权的高阶张量图匹配算法,
力求在所构建的非凸非光滑问题上获得稀疏解且具

有一定的噪声鲁棒性. 而在文献[36]中,作者提出了
基于蚁群优化的高阶图匹配方法. 该算法首先通过包
含高阶相似度张量值计算启发因子,随后采用蚁群优
化算法进行优化求解.

在求解图匹配问题时,等距(isometric)、同构(iso-
morphisms)和同胚(homeomorphisms)是从拓扑角度
建模图匹配问题的3种主要方式. 文献[37]提出了一
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种在欧式空间下将这3种图匹配问题的统一化模型.
在实验中,作者引入了机器学习的方法获得一阶、二
阶和高阶相似度的权重. 近期的工作[38]使用图之间的

函数变换建模二图匹配问题.该工作将参数规模从
O(m2n2)降低到了O(mn)(m,n分别为源图和目标图
的节点数),显著地提升了匹配效率.而文献[39]受到
文献[40]中最大池抗躁技术方法的启发,提出了基于
最大池图匹配的形变目标跟踪算法.

值得注意的是,大多数图匹配工作会使用超参数
指定图结构,同时采用事先固定的相似度函数来计算
与刻画点和边间的相似度.例如在二阶图匹配工
作[25]中,作者采用了固定已知参数的高斯核来建模相
似度:

Kia,jb(σ) = exp
((dij − dab)

2

−σ2

)
, (4)

其中的边属性dij , dab往往采用欧几里得距离所定义
的边长来记录. 而用于记录节点间相似度的对角线元
素,在计算机视觉领域往往采用图像特征点的描述子
间的距离来刻画. 在传统方法中,这里的超参数σ也是
事先给定的. 近年来的一些工作[26, 41–42]试图采用机

器学习的方法去优化相似度函数中相关的超参数. 其
中一个工作[43]在总结前人研究基础上,提出了一种较
为一般的图结构相似度参数学习模型. 首先将点边相
似度Φ(G,G′, π)表述为如下形式:

Φ=[· · · sv(ai, aπ(i)) · · · se(aij, aπ(i)π(j)) · · · ]T,
(5)

其中: sv, se分别代表节点和边的相似度函数, ai和aij
分别代表点和边的属性,而π则代表节点对应关系,基
于上述模型,文献[43]将参数化相似度函数写为

S(G,G′, π, β) = βΦ(G,G′, π),

其中β即为相似度函数的权值参数.

值得注意的是,上述模型中的点边属性是事先给
定的,而非通过学习得到的属性. 文献[44]则开创性
地提出了在端对端深度学习框架下的点边特征提取

网络训练模型. 该方法以真值匹配关系作为监督信息,
对匹配偏差进行后向传播,更新底层特征提取的网络
权值.为了应对大规模匹配的复杂度挑战,该工作进
一步利用了相似度矩阵分解[45],双随机矩阵化等技术
来实现可行的网络训练算法.

2.2 优优优化化化算算算法法法(Optimization algorithms)
2.2.1 连连连续续续域域域松松松弛弛弛(Continuous relaxation method)
为了避免直接在离散域求解带约束问题的困难,

很多松弛技术被提出,以下简述3种典型策略:

1) 对指派矩阵进行谱松弛[23, 46]: ∥x∥2 = 1;

2) 对指派矩阵进行双随机松弛[23–24, 27]. 根据式
(1),定义域被松弛为如下连续域空间:

X1n2
=1n1

, XT1n1
61n2

, X ∈ [0, 1]n1×n2 . (6)

3) 半正定规划[47–48]. 文献[48]的形式如下:

min
Y

tr (QY ),

s.t.

{
Y ≽ 0,

tr(AiY ) = ci,

(7)

其中约束通过一系列引入的常数矩阵Ai和ci来表达.
该模型的一个局限是新衍生变量Y规模过大加重了

复杂度:

Y =

(
1 xT

x xxT

)
∈ R(n1n2+1)×(n1n2+1).

2.2.2 离离离散散散域域域方方方法法法(Discrete methods)
不同于上述连续域的近似方法,离散域方法试图

直接在离散域求解带约束的组合优化问题. Leordeanu
等人[24]提出了整数固定投影点算法,该算法试图在每
次迭代中都获得可行域中的一个离散解.一些更直接
的算法则通过在离散域采样[49–50]、禁忌搜索[51]等启

发式策略来求解.

2.2.3 路路路径径径追追追踪踪踪算算算法法法(Path-following paradigm)
从优化的角度来看,路径追踪技术(又叫延拓法)

也受到了很多研究的关注. Gold和Rangarajan的经典
工作[27]开创性地提出了一个确定性的模拟退火方法,
使得在连续域的解不断向离散域靠拢. 基于该思想,
一些工作在这基础上做了进一步的创新和提升[4, 45, 52].

2.3 总总总结结结讨讨讨论论论(Conclusion and discussion)

在上述连续域松弛的几个方法中,半正定规划方
法由于引入了更大规模的衍生变量导致计算复杂度

大增,影响了算法的流行性. 相比之下,谱松弛技术非
常高效但精度较低. 而双随机松弛则在效率与精度之
间取得了一定的平衡,故而成为目前主流的松弛技术
之一.然而这类方法的一个缺陷是往往需要一个独立
的后处理步骤,将连续域解强行转化成离散域解.为
了避免或者缓解离散化带来的不利影响,离散域方法
试图直接在连续域求解. 最后,路径追踪算法则试图
通过调控相关参数的形式,使得迭代过程中获得的解
自动从连续域向离散域转化. 然而这样的迭代往往是
较为耗时的. 随着计算能力的增强,路径跟踪的算法
因为其求解精度的优势,正得到越来越多的观注和进
一步发展.

3 多多多图图图协协协同同同匹匹匹配配配(Multi-graph matching)
现有的多图匹配方法大多围绕匹配一致性这一概

念展开. 匹配一致性基于一个直观事实: 两图G1和G2

之间直接匹配的结果应该与通过第3方图G3所传递的

对应结果一致,即X12 = X13X32. 在很多文献中,该
性质又被称为循环一致性(cycle consistency). 对于任
意两图之间满足一一对应的多图匹配问题来说,上述
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循环一致性显然是真值匹配结果的必要条件,进而该
性质被用于反映匹配精度.事实上,由于噪声和形变
的存在,传统二图匹配求解过程中所遵循的相似度函
数与实际问题中的真实相似度发生偏差,甚至出现真
值匹配结果并不是相似度函数对应优化问题的最优

值情况. 除了上述数据质量的影响之外,另一个深层
原因是在构建相似度函数时,难免需要进行若干超参
数的人工设定,且相似度函数本身的形式也往往基于
人为的模型选择.这些建模过程中带来的偏差进一步
导致了相似度函数的失真. 基于上述原因,匹配一致
性成为了相似度之外用于评估匹配精度的一个重要

指标.

本文将现有的多图匹配工作归纳为4大类: 第1类
方法将多图匹配问题通过迭代求解的方式转换为每

次迭代中的二图匹配问题,进而可以使用现有的二图
匹配算法进行迭代求解;第2类方法利用二图两两匹
配的结果作为初始值,后通过后处理来满足或者逼近
循环一致性的性质;第3类工作通过低秩,聚类等方式
来看待多图匹配问题;第4类研究则聚焦于在线的增
量式多图匹配.

3.1 基基基于于于二二二图图图匹匹匹配配配的的的迭迭迭代代代算算算法法法(Iterative pairwise
matching based methods)
如前所述,该类方法通常显式地定义关于匹配一

致性的具体指标.而文献[53–54]给出了定义:

定定定义义义 1 给定包含N个图样本的集合{Gk}Nk=1

以及在此基础上的一组两两匹配解

X = {Xij}N−1,N
i=1,j=i+1,

对于图Gk,其单阶一致性Cu(k,X ) ∈ (0, 1]定义为

Cu(k,X )=1−

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∥Xij −XikXkj∥F/2

nN(N − 1)/2
,

(8)

其中∥ · ∥F是Frobenius范数.

定定定义义义 2 给定N个图{Gk}Nk=1和一组两两匹配结

果X ,对于给定的匹配对(Gi, Gj),定义两两匹配一致
性Cp(Xij,X ) ∈ (0, 1]如下:

Cp(Xij,X )=1−

N∑
k=1

∥Xij −XikXkj∥F

2nN
. (9)

基于上述两个定义,本文进一步介绍两个具有
代表性的多图匹配方法[53–54]. 其他相关方法还包括
文献[15, 19]中的方法等.

3.1.1 中中中心心心化化化方方方法法法(Centralized methods)

该工作首先在会议论文版本[18]被提出,后经改进
扩展为期刊论文[53]. 给定N个图样本,将多图匹配问

题形式化为如下目标函数:

X ∗ = argmax
X

N∑
i,j=1,i ̸=j

xT
ijKijxij,

s.t.


Xij1n = 1n,

1T
nXij = 1T

n ,

Xij = XT
ji ∈ {0, 1}n×n,

|X | = N(N − 1).

(10)

上述表达式包含了所有两两匹配变量. 为了避免
冗余,引入由一个参考图Gr所决定的一组基变量
{Xrk}Nk=1,k ̸=r,则任意匹配关系可以被表达为

Xij = XirXrj.

其向量形式如下:

xuf = Fxur, F = Xfr ⊗ I. (11)

基于上述定义,文献[18]给出了基于交替更新的
多图匹配求解策略,每次迭代中更新基变量xur:

J(xur) = xT
urKurxur +

N∑
f=1,f ̸=r,u

xT
ufKufxuf ,

(12)
根据式(11),上式可以被记作如下的二次指派形式:

J(xur) = xT
ur(Kur +

N∑
f=1,f ̸=r,u

F T
frKufFfr)xur.

(13)

从上式可以看到,每次迭代等价求解一个标准的二图
匹配问题,可以由现有的二图匹配算法直接求解: 每
次迭代确定要选取的更新候选图Gu,并对其与参考图
间的匹配变量xur进行求解,直至算法收敛或者迭代
次数超过某个阈值.

文献[53]一改文献[18]随机选取参考图Gr和更新
候选图Gu的做法,提出了一个新的自适应方法: 首先,
参考图Gr由最大化单图一致性指标Cu(k,X)(见式(8))
对应的图来选取,而交替更新顺序则由最大化两两一
致性Cp(Xij,X )(见式(8))所对应的图对所选取,即
遵循一个假设: 越“不一致”的匹配对,其匹配错误越
大,越需要提早更新纠正以防止误差积累.

然而,上述星型中心式框架具有根深蒂固的脆弱
性: 所有信息要通过参考图来进行传递,参考图的质
量影响整体匹配精度.

3.1.2 分分分布布布式式式合合合成成成方方方法法法 (Distributed composition
methods)

为了突破上述条件的限制,一个分布式协同匹配
框架在文献[54]被提出.与前述中心式框架类似,该框
架也采用了迭代更新的策略.不同之处在于该框架中
不存在固定的中心参考图. 同时,匹配一致性的约束
不再是刚性约束,而是通过正则项的模式来体现,以
此增强模型的灵活性. 其多图匹配整体目标函数如下



第 12期 严骏驰等: 计算机视觉中图匹配研究进展:从二图匹配迈向多图匹配 1719

式所示:

k∗=arg
N

max
k=1

(1−λ)J(XikXkj)+λCp(XikXkj,X ),

(14)
其中J(X) = vec(X)TKvec(X)是相似度项,而另
一项则是一致性正则项.这里采用了匹配结果合成的
方法来生成新的候选解并通过上式来评价解的质量.

事实上存在着更高效的变体.例如采用单图一致
性替代两两一致性(见文献[54]中式(8)),可以得到

k∗ = arg
N

max
k=1

(1− λ)J(XikXkj) + λCu(k,X ).

(15)
式(15)带来的计算效率提升来源于在每次迭代中,
{Cu(k,X (t−1))}Nk=1只需要被预先计算一次.

值得注意的是上述模型并没有依赖特定的二图匹

配求解算法,而是采用通用的框架来生成候选解进行
评估. 在该框架下,文献[54]进一步发展了一个简洁
的外点对抗技术.

为了更好地介绍相关细节,首先引入文献[54]中
所定义的单阶匹配一致性以及单阶相似度如下:

定定定义义义 3 给定图样本集合{Gk}Nk=1以及两两匹配

结果集X ,对于图Gk中单个节点{Nuk}nuk=1,其关于
匹配结果集合X的一致性定义为

Cn(u
k,X ) = 1−

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∥Y (uk, :)∥F/2

N(N − 1)/2
∈ (0, 1],

其中Y = Xkj −XkiXij,而Y (uk, :)是矩阵Y中的

第uk行.

定定定义义义 4 给定 {Gk}Nk=1, X , K ,对于Gk中各个
图样本所有节点集合{Nuk}nuk=1,单个节点uk关
于X , K 相似度定义为

Sn(u
k,X ,K ) =

N∑
i=1,̸=k

vec(Xuk

ki )
TKkivec(Xki),

其中Xuk

代表仅第uk取自X对应行,其他位置皆置
为零.

假设已知公共节点数目为n̄ 6 n,则通过对双射矩
阵X ∈ {0, 1}n×n中不存在对应关系的外点所相关的
行列元素置零(类似掩码操作),可以得到包含n̄个非零
元素的新指派矩阵ψ(X). 对于如何有效辨别外点的
关键问题,文献[54]给出了一个判别标准:即单阶一
致性或者相似度相对较低的节点为外点,反之该指标
最高的n̄个节点为公共内点. 进而给出了关于公共内
点的单阶一致性处理后新指派矩阵ψc(X,X , n̄)与

相似度处理后的新指派矩阵ψa(X,X ,K , n̄). 相应
地,对于公共节点敏感的相似度目标函数被表述为

Jψa(X) = vec(ψa(X,X , n̄))TKvec(ψa(X,X , n̄)).

(16)

而式(8)–(9)定义的一致性项则相应改写为

Cψc
u (k,X , n̄) =

1−

N−1,N∑
i=1,j=i+1

∥ψc(Xij−XikXkj,X , n̄)∥F

n̄N(N − 1)
, (17)

Cψc
p (Xij,X , n̄) =

1−

N∑
k=1

∥ψc(Xij −XikXkj,X , n̄)∥F

2n̄N
. (18)

值得注意的是,现有大多工作并没有给出估计公
共内点数目的有效方法,而往往假设n̄事先给定.

3.2 全全全局局局一一一致致致性性性复复复原原原方方方法法法 (Global consistency
recovery based methods)

不同于迭代方案,另一类工作试图从给定的两两
匹配解中直接复原出全局一致的匹配结果.谱方
法[3, 17, 55]通常试图求解由两两匹配矩阵构成的混合矩

阵最大特征值对应的特征向量作为全局匹配结果.在
一个奠基工作[55]中,作者给出了精确复原所需先决条
件的理论分析:当所有两两匹配关系均为循环一致时,
前述混合矩阵为低秩且半正定矩阵.

上述思想进一步推动了凸松弛方法的发展,其基
本想法是试图找到距离初始给定混合指派矩阵最近

的半正定矩阵来进行求解. 文献[21]进一步假定混合
矩阵的秩可以被精确估计,进而使得其模型一方面可
以求解更为灵活的情形: 每个图样本仅与其他图样本
存在部分节点的对应关系即局部匹配;另一方面,算
法的鲁棒性得到提升,可以处理初始两两匹配解存在
大量噪声的情形.

出于本文完整性,在陈述具体算法之前,首先介绍
一些数学记号和相关概念. 在文献[21, 55]中,定义了
一个具有n+个节点的虚拟全集,对一组待匹配的图样
本,每个图中节点都可以在该虚拟全集中找到对应节
点. 故而每个两两匹配矩阵可以被分解为Xij=PiP

T
j ,

其中Pi ∈ {0, 1}ni×n+

. 该变量可以被直观诠释为图
样本Gi到全集的映射(ni 6 n+).

遵照前人的习惯,本文同样给出混合矩阵X ∈
{0, 1}M×M的概念,其中M =

N∑
i=1

ni代表了所有N个

图样本中总的节点数目. 作者进一步将Pi合并为P ∈
{0, 1}M×n+

.

X =


X11 X12 · · · X1N

X21 X22 · · · X2N

...
...

...
...

XN1 XN2 · · · XNN

 , P =


P1

P2

...
PN

 .

(19)

这里混合矩阵中的每个元素Xij ∈ {0, 1}ni×nj代

表了两两的匹配指派矩阵. 类似地可以定义一个由其
元素X̄ij实际计算得到的混合矩阵X̄ . 相关工作[17, 55]
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已经证明,对于两两解的循环一致性,当且仅当混合
矩阵满足分解性质X = PP T. 这也同时引出了半正
定与低秩性质:

X ≽ 0, rank(X) = n+. (20)

上述模型有效地刻画了循环一致性. 而全集概念的引
入使得局部匹配[21]成为可能.

如图1所示,现有多图匹配问题设定基本可以分
为3大类: 1)双射; 2)局部匹配; 3)公共部分匹配. 需
要注意的是,这里并没有考虑一对多或者多对多的节
点对应关系.通俗地说,双射是指每个图样本中的任
意节点均能在其他任意图样本中找到对应,即所有节
点均为内点. 而局部匹配则允许一些节点仅能在部分
图上找到对应点. 而公共部分匹配则更强调每个图中
存在一组节点,各个图中这组对应节点之间存在双射.

图 1 多图匹配的3个典型场景

Fig. 1 Three representative situations of multi-graph matching

3.2.1 双双双射射射复复复原原原(Recovery under bijection)

在此情形下,对于给定的初始两两匹配结果X̄与

待求解最终结果X ,得到下述优化问题:

max
X≽0, Xij∈P

< X̄,X >, (21)

其中: < ·, · >代表矩阵内积,而P则代表排列矩阵空

间. 由于直接在离散空间求解上述问题非常困难,松
弛技术被提出并使用. 文献[17]提出的谱聚类方法将
矩阵X松弛到秩为N的对称矩阵空间中. 为了计算这
一广义瑞利问题,该方法计算矩阵X̄的前N个特征向

量vl(假设N 6 n),进而得到连续域松弛解

V = N
n∑
l=1

vlv
T
l .

最后对连续解V采用匈牙利算法等方法进行离散化

得到最后匹配结果X . 而在另一工作[55]中,作者提出
了基于扩展拉格朗日方法的更紧凑的凸松弛技术,使
得半正定约束得以保留.

3.2.2 局局局部部部匹匹匹配配配复复复原原原(Recovery under partial matc-
hing)

在文献[21]中,作者提出了最早用于求解非完全
多图匹配问题算法之一的MatchLift算法. 对式(21),
为了更好地利用全集节点数目总和n+这一信息,文
献[21]在略去关于指派矩阵X的双随机约束后,将原

来关于X的半正定约束提升为如下形式:[
k 1T

1 X

]
=

[
1T

P

]
[1 P T ] ≽ 0, (22)

作者进一步给出了一个基于交替方向乘子法的优化

算法求解上述优化问题.

而在文献[56]中,作者提出了MatchALS算法. 该
算法基于下述同时包含稀疏正则和核范数正则的目

标函数,并将解空间松弛到连续域[0, 1]:
min
X

−
∑
i,j

<Sij,Xij>︸ ︷︷ ︸
节点相似度,即< S,X >

+α<1,X>︸ ︷︷ ︸
稀疏

+λ∥X∥∗︸ ︷︷ ︸
低秩

,

Xii = Ini
, Xij = Xij, 0 6 X 6 1,

(23)

同时,该方法对指派矩阵Pij施加了双随机约束.

这里值得注意的是, Sij ∈ Rni×nj只包含了一阶

点与点之间的相似度,而没有加入边相似度信息.而
S ∈ RM×M则包含了各个相似度对Sij . 另外,由于已
经施加了矩阵秩约束,文献[56]丢弃了对Xij施加的

半正定约束,并最终设计了一个快速交替最小化算法
来求解上述模型.

基于该思路,文献[57]提出了具有解析解的Match-
EIG算法. 一项最新的工作[58]同时考虑了图内部的自

对称信息与多图间的匹配复原问题,能够处理多个自
对称物体匹配的情况.

3.2.3 公公公共共共内内内点点点复复复原原原(Recovery under common inli-
er elicitation)

上述基于局部匹配复原的工作[21, 56–57]的一个弊

端是需要处理维度规模为n+(全集节点总数)的相关
变量,这使得算法整体复杂度更高. 一个自然的想法
是类似文献[54],首先试图辨别出在各个图中共享的
公共节点集合,其节点数目n̄ < n+.
基于上述观察,文献[59]中,作者提出了如下所示

的目标函数,其中P ∈ {0, 1}M×n̄. 注意这里省略了
式(23)中所采用的的相似项,这是因为此处在求解分
解矩阵P而非式(19)中的X:

min
P∈P

ni×n̄

i , rank(Z6n̄)

1

4
∥X̄−PPT∥2F︸ ︷︷ ︸
与初始输入X̄的偏差

+
λ

2
∥CiPi−Zi∥2F︸ ︷︷ ︸
正射投影

,

(24)
其中P代表非完整排列矩阵空间:

0 6 Pi1 6 1, P T
i 1 = 1.

当所有n̄个公共节点可以在每个图样本找到对应点时,
上式等式成立. 注意其中第2项是关于正射投影约束,
其涉及一常数矩阵Ci ∈ R2×ni ,该常数矩阵来源于运
动中恢复结构相关研究[60]中所谓的测量矩阵. 而子矩
阵Zi ∈ R2×n̄则代表辅助变量Z∈R2n×n̄中的第2i−1

和第2i行. 在最新的工作中[59],作者提出了一个基于
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块坐标下降技术的高效优化算法用以求解上述问题.

3.2.4 分分分布布布式式式多多多图图图匹匹匹配配配 (Distributed multi-graph
matching)

上述第3.2节中方法的一个重要局限是需要引入
大规模混合矩阵X进行相关计算.一个自然的想法是
将该混合矩阵切分为多个(相互重叠的)子矩阵,并随
之得到相应的图样本交叉分组. 在文献[61]中作者进
行了循环一致性和图样本重叠分组

∪
i

Vi间关系的理

论分析,并给出了如下的分布式版本多图匹配目标函
数(非分布式版本原模型见前文式(23)或文献[56]中
式(6)):min

X

∑
i

(<α1Vi
− SVi

,XVi
> +λ∥XVi

∥∗),

s.t.XVi∩j
i

= XVi∩j
j
, ∀i, j,

(25)

其中: V i∩ji 代表集合Vi中与分组Vj重合的部分,类似
地定义同样适用于V i∩jj . 而约束则保证了每个分组
XVi
内的全局一致性能够引出整个图样本集合的全局

一致性: 即混合矩阵X满足循环一致性的性质(由于
篇幅空间的限制,这里在字面省略了式(23)中的约束).
文献[61]进一步给出了一个基于贪婪算法来构建有效
分组的Vj的策略.而另一工作[62]则提出了一个中心

式谱方法[17]的分布式版本. 然而该方法类似于[17],要
求任意两图之间节点存在双射关系.相比之下,式(25)
的模型则可以处理局部匹配的情形,这与式(23)中模
型的处理场景类似.

3.3 秩秩秩–1型型型/聚聚聚类类类方方方法法法(Rank–1/Clustering methods)

秩–1型方法: 这类方法通过构建图节点特征向量
矩阵中行(列)排序,使得最终对齐后的节点特征矩阵
中各个行(列)均相同,进而得到秩为1的对齐后节点特
征矩阵. 基于这一思路,低秩–稀疏分解模型[63]被用

于上述问题的求解. 然而,该类方法的一大局限是要
求各个图两两之间必须满足双射关系.从优化的角度
来看,上述模型亦对初始值较为敏感. 在下面的介绍
中读者将看到,通过引入聚类技术,则可以放宽对
秩–1型约束的严格要求.

聚类方法: 在文献[64]中,作者提出了一个在图节
点特征空间进行聚类的方法来求解多图协同匹配问

题.与K均值算法类似,该算法试图在每次迭代中计
算属于同一组的节点及该组所有点特征的平均值,并
以此对节点的分组进行迭代更新. 与K均值不同的是,
这里还要满足一个额外约束,即每个分组需由来自不
同图样本的节点组成,不允许来自同一图样本的节点
出现多次,这使得该问题的求解变得非常困难.基于
上述聚类视角,文献[65]提出了一个基于密度估计的
QuickMatch算法,该算法采用QuickShift[66]非参数估

计密度分布估计方法发现聚类簇. 该方法不需要事先
给定全集的节点数目,公共节点数目等信息,并天然
支持非完整匹配.

另外值得注意的是,上述两个方法[63, 65]并没有显

式地对二阶乃至高阶边相似度信息进行建模,而仅仅
采用单阶点特征及其相似度信息.

3.4 增增增量量量式式式匹匹匹配配配(Incremental graph matching)

在线增量式匹配是多图匹配领域里的一个重要场

景. 在实际应用中,数据经常会随时间不断增加(例如
监控视频数据),现有的多图匹配算法都没有办法高效
地处理这种情况. 因此,在线增量图匹配算法具有非
常重要的现实意义,如何在得到当前图样本匹配结果
的基础上,更高效精确地对新增样本进行匹配是一个
亟待更多关注的重要问题.文献[67]提出了一个基于
单阶节点相似度的增量式匹配算法. 而更近的工
作[68]则处理了更一般的图匹配增量匹配场景. 该方法
通过行列式点过程(determinant point process, DPP)来
对图样本集合进行分组,以此保证各分组内样本的多
样性. 而在增量匹配过程中,则通过DPP的随机特性
来随机重组,提高了增量匹配的鲁棒性. 算法通过一
个自动选取的参考图,在分组间传递多图匹配的循环
一致性信息.随着新的数据输入,增量式多图匹配的
精度逐渐提升.

3.5 总总总结结结讨讨讨论论论(Conclusion and discussion)

作者进一步用表1来对近期主要的多图匹配方法
进行了汇总与比较. 总体来说,基于二图局部迭代匹
配的算法属于启发式方法,理论基础较为薄弱. 相比
之下,全局一致性的方法在数学上有更多深入分析.
而增量式方法,对于应用来说具有更大的实用价值,
是一个亟待投入更多研究的重要发展方向.

表 1 多图匹配方法汇总

Table 1 Summary of multi-graph matching algorithms

方法名称 多图匹配 二阶信息 循环一致性 局部匹配 内点自适应 输出结果

Star-MGM[53] 是 是 是 是 否 连续

MatchALS[56] 是 否 否 是 否 稀疏

MatchEIG[57] 是 否 否 是 否 连续

QuickMatch[65] 是 否 是 是 是 离散

MapSymSync[58] 是 是 否 是 否 连续



1722 控 制 理 论 与 应 用 第 35卷

表1整理了近期多图匹配领域的主要工作,并对
多图匹配算法主要指标进行横向对比. 表格中,“二
阶信息”代表在多图优化中考虑图的二阶特征.
“循环一致性”表示算法输出的结果严格地遵循循

环一致性.“局部匹配”表示算法支持非满射的匹
配.“内点自适应”代表算法能够自动计算公共内
点数目,不需要将它作为超参数手工输入.“输出结
果”表示算法输出结果是连续、稀疏或离散的. 稀
疏和离散的输出往往不需要后处理步骤,通常对应
着更精确的匹配结果.

4 总总总结结结和和和展展展望望望(Conclusion and outlook)
本文在介绍基本的二图匹配概念和方法的基础

上,重点阐述了多图协同匹配问题及其近期发展动
向.更多的图样本信息的引入,突破了传统二图匹
配问题的设定,由此为新理论、模型、算法的研究提
供了新的空间. 然而,计算机视觉中的图匹配技术
实用化还面临诸多挑战,特别是有效的图结构构建
与大规模节点匹配这两方面,亟待新理论和新方法
的出现.

在图结构构建方面,目前的研究多集中在给定
图结构的基础上进行匹配. 即使一些研究采用机器
学习的方法学习图结构相似度相关参数[43]或者图

结构中点边属性特征[44],也往往依赖高质量细粒度
的节点对应标记信息,给实际的图结构信息抽取造
成了诸多不便.作者认为利用多图协同匹配时的一
致性思想,融合多个图结构信息,进行弱监督或者
非监督图结构学习,是一个潜在的重要研究方向.
在大规模节点匹配方面,图上节点信息的向量化及
其相关的大规模图嵌入技术[69]成为了一个潜在的

有效方案.除了直接采用现有的节点向量化技术,
一个需要进一步深入研究的问题是如何求解各自变

换,将多个图样本各自的节点向量空间共同映射到
一个公共空间[70],使得其上的匹配变得便捷和精
准.作者认为,在应对上述两个挑战时,多图信息的
协同学习,将成为提高方法鲁棒性、降低标记代价
的一个关键因素.
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