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摘要:模型降阶作为简化大规模系统的重要工具,一直受到控制界的高度重视.另外,由于在H∞理论指导下所设

计的控制器具有维数过高的特点,这将导致控制器的实现和维护受到限制.基于此本文提出了一种平均驻留时间切
换离散线性系统降阶输出反馈控制方法. 该方法由一个降阶的切换输出反馈控制器和一个对切换控制器在每个切
换时刻的状态执行复位规则的监控器组成,该控制器对切换控制器在每个切换时刻的状态进行降阶控制.仿真结果
验证了该方法的有效性.
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Abstract: Model reduction has been highly valued for the control field to simplify large-scale systems. In addition,
under the guidance of H∞ theory the controller designed has the characteristic of too high dimension, the realization
and maintenance of the controller will be restricted. Based on this, a reduced order output feedback control method for
discrete linear systems with average dwell time switching is proposed. The method consists of a reduced order switching
output feedback controller and a monitor that performs reset rules for the switching controller at each switching time. The
controller performs reduced order control on the state of the switching controller at each switching time. Simulation results
show the effectiveness of the method.
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1 引引引言言言

近年来,线性矩阵不等式(linear matrix inequality,
LMI)方法成了解决控制问题的有力工具. 基于LMI的
方法,一般可以构造出全阶的控制器. 当被控对象的
阶数较高时,全阶控制器由于实现成本高难以在工程
中使用. 阶数小于被控对象阶的降阶控制器设计问题
是控制领域研究的基本问题.文献[1]研究了广义对象
存在无穷远零点和单位圆上零点时的降阶控制器存

在判据和设计准则.统一给出了混合H2/H∞控制问题

的降阶控制器的设计方法. 文献[2]考虑了线性时不变
对象控制问题的降阶控制器的设计问题.同时给出了
闭环控制系统性能的上界,该上界适用于标准和奇异
控制两种情形. 但是现有的降阶控制方法大多是关于
连续系统的,而关于离散系统中的降阶方法并不多见.

研究者对离散时间切换系统的稳定性分析和控制

器的设计越来越关注[3–5]. 由于其强大的工程背景,这
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类系统可在实践中得到更为广泛的应用[6–7]. 尽管目
前有许多强大的线性分析工具,然而离散时间切换线
性系统的稳定性和镇定问题仍然是一个具有挑战性

的问题,因为即使在所有渐近稳定的子系统中,特定
的切换信号下离散时间切换线性系统也可能变得不

稳[8]. 对于自主切换,镇定问题可以看作是一个鲁棒
控制问题,文献[9]提出了公共Lyapunov函数的存在
是保证鲁棒稳定性的充分条件,然而,这种基于公共
Lyapunov函数条件在特定的切换律下就会过于保守.
因此,在具有受控切换的离散时间切换线性系统中,
设计合理的切换律,达到闭环控制系统稳定和满足一
定性能是很重要的. 当考虑具有平均驻留时间(avera-
ge dwell time, ADT)切换的离散线性切换系统的输出
反馈控制时,切换系统的控制器的设计问题就会变得
有些复杂. 因为约束两个相邻Lyapunov函数跳跃的边
界条件往往导致以双线性矩阵不等式(bilinear matrix
inequalities, BMIs)的形式出现的非凸合成条件难以
求解[10]. 文献[11]将边界条件纳入控制器的综合中,
并使用控制器状态重置技术绕过了相关的BMIs的问
题.

本文提出了一种具有ADT切换的离散线性切换系
统输出反馈的降阶控制方法. 该方法由一个切换动态
输出反馈控制器,一个监控切换信号的监控器和在每
个切换时刻执行切换控制器状态的复位规则组成(如
图1所示). 主要体现在其将边界条件的综合问题表述
为凸优化的问题,从而可以得到关于ADT的全局最优
解. 此外,本文的方法不需要控制器状态重置的全部
对象状态信息,这在很大程度上实现了降阶控制.最
后通过一个算例结果来验证本方法的可行性.

图 1 混合控制框架
Fig. 1 The hybrid control scheme

2 定定定义义义和和和问问问题题题描描描述述述

考虑一个离散时间线性切换系统:

ΣP :=
xp(k+1)=Ap,δxp(k)+Bw,δw(k)+Bu,δu(k),

z(k)=Cz,δxp(k)+Dzw,δw(k)+Dzu,δu(k),

y(k)=Cy,δ
xp(k)+Dyw,δw(k)+Dyu,δu(k),

(1)

其中x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Ru和y(k) ∈ Rq分别表示系

统的状态向量、控制输入、测量输出.
假定: A1) (Ap,i, Bu,i, Cy,i)对于i ∈ I[1, Np]是可

稳定的和可检测的;
A2) Dyu,i = 0对于所有的i ∈ I[1, Np]都成立. 本

文的设计目标:设计一个降阶控制律,使得切换系统
(1)满足加权的l2增益性能的渐进稳定.

定定定义义义 1 对于切换信号δ和任何时间的间隔t2 >

t1>t0,假设Nδ(t1, t2)为切换信号δ在时间间隔[t1, t2]

内的切换次数. 如果对于条件N0 > 1, τa > 0,有
Nδ(t1, t2) 6 N0 + (t2 − t1)/τa始终成立,则称τa为平

均驻留时间, N0称为颤动界.

引引引理理理 1 考虑一个切换线性系统(1). 设0 < λ0

< 1, γ > 0和µ > 1是给定常数,如果存在对称正定
矩阵Pi,使得A

T
i PiAi − λ2

0P AT
i PiBu,i CT

y,i

BT
u,iPiAi BT

u,iPiBu,i − γI DT
yu,i

Cy,i Dyu,i −γI

 < 0,

(2)

Vj(x
+
p ) 6 µVi(x

+
p ) (3)

成立,那么切换线性系统(1)在平均驻留时间τa的切换

信号下是全局一致渐近稳定(global uniformly asymp-
totically stable, GUAS)的，其中τa满足: 对于任何正
整数j > 0,有

Nδ(0, j) 6
j

τa
, τa =

ln(µ)

λ0

, (4)

且在零初始条件下满足加权l2增益性能γ,即
+∞∑
j=0

λ−2jzT[j]z[j] 6 γ2
+∞∑
j=0

wT[j]w[j]. (5)

证证证 以上的结果很容易从定理 2的证明推导得
到[12]. 证毕.

注注注 1 利用Schur补引理,根据文献[17–18],矩阵不等
式(2)等价于以下条件:

i) 存在对称正矩阵Pi,使得
−Pi PiAi PiBu,i 0

AT
i P −λ20Pi 0 CT

y,i

BT
u,iP 0 −γI DT

yu,i

0 Cy,i Dyu,i −γI

 < 0. (6)

ii) 存在对称正矩阵Qi,使得
−Qi AiQi Bu,i 0

QiA
T
i −λ20Qi 0 QiC

T
y,i

BT
u,i 0 −γI DT

yu,i

0 Cy,iQi Dyu,i −γI

 < 0. (7)

3 主主主要要要结结结果果果

3.1 降降降阶阶阶反反反馈馈馈控控控制制制律律律

考虑切换系统(1),其中部分状态测量是可用的.
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ẋp

z

y1
y2

 =


Ap,δ Bp1,δ Bp2,δ

Cp1,δ Dp11,δ Dp12,δ

C̄p2,δ D̄p21,δ 0

[0 In2] 0 0


xp

w

u

 . (8)

注意,测量的输出y : [yT
1 yT

2 ]
T被划分为y1∈Rny1 ,

y2∈Rn2和ny1+n2=ny. 输出矩阵的特殊形式意味着
最后的n2状态是可直接测量的,即让xp=[xT

p1 xT
p2]

T

和xp1 ∈ Rn1, xp2 ∈ Rn2;然后,本文有 y2 = xp2和

n1 + n2 = n作为结果,这样就可以构造n1–阶输出反

馈律.
[
ẋk

u

]
=

[
Ak,δ Bk1,δ Bk2,δ

Ck,δ Dk1,δ Dk2,δ

]xk

y1
y2

 ,

x+
k = [∆1,ij ∆2,ij ]

[
y2
xk

]
,

(9)

其中控制器状态xk ∈ Rn1 , ∆1,ij∈Rn1×n2和∆2,ij ∈
Rn1×n1是重置矩阵. 将式(9)的降阶控制器应用到式
(8)的切换系统后,得到闭环系统的系数矩阵如下:



Acl,δ =


Ap,δ +Bp2,δ[Dk1,δ Dk2,δ ]

[
C̄p2,δ

[0 In2]

]
Bp2,δCk,δ

[Bk1,δ Bk2,δ ]

[
C̄p2,δ

[0 In2 ]

]
Ak,δ

 ,

Bcl,δ =

[
Bp1,δ +Bp2,δDk1,δD̄p21,δ

Bk1,δD̄p21,δ

]
,

Ccl,δ = [Cp1,δ +Dp12,δ[Dk1,δ Dk2,δ ]

[
C̄p2,δ

[0 In2 ]

]
Dp12,δCk,δ ],

Dcl,δ = Dp11,δ +Dp12,δDk1,δD̄p21,δ, Ar,ij =

In1 0 0

0 In2 0

0 ∆1,ij ∆2,ij

 .

(10)

定定定理理理 1 考虑切换线性系统(1). 给出两个可调标
量λ0∈R+和µ>1,若存在正定矩阵Ri∈Sn×n

+ , S1,i

∈ Sn1×n1
+ 和矩形矩阵. S2,i∈Rn1×n2 , Âk,i∈Rn1×n2 ,

[B̂k1,i B̂k2,i ] ∈ Rn1×(ny1×n1), Ĉk,i ∈ Rnu×n2 , [D̂k1,i

D̂k2,i] ∈ Rnu×(ny1×n1)和 ∆̂1,ij ∈ Rn1×n1 , ∆̂2,ij ∈
Rn1×n2 ,对于所有的 i, j ∈ I [1, Np] , i ̸= j. 式(11)和
(12)所求解的正标量γ ∈ R+. 然而,对于每个切换信
号σ,在平均驻留时间τa > ln(µ)/λ0内,具有GUAS的
闭环系统(10),实现了加权l2增益性能γ.

Ξ11 ∗ ∗ ∗
Ξ21 Ξ22 ∗ ∗
Ξ31 Ξ32 Ξ33 ∗
Ξ41 Ξ42 Ξ43 Ξ44

 < 0, (11)

Ξ11 = He{Ap,iRi +Bp2,i[D̂k2,i Ĉk,i ]}+ λ0Ri,

Ξ21 = [In1
0](AT

p,i + CT
P21,iD̂

T
k,iB

T
p2,i) +

[B̂k2,i Âk,i ] + λ0In1,

Ξ22 = He{([S1,i S2,i ]Ap,i + B̂k,iCp2,i)

[
In1

0

]
}+

λ0S1,i,

Ξ31 = BT
p1,i +DT

p21,iD̂
T
k,iB

T
p2,i,

Ξ32 = BT
p1,i

[
S1,i

ST
2.i

]
+ D̄T

p21,iB̂
T
k,i,

Ξ33 = −γInw
,

Ξ41 = Cp1,iRi +Dp12,i[D̂k2,i Ĉk,i ],

Ξ42 = (Cp1,i +Dp12,iD̂k,iCp2,i)

[
In1

0

]
,

Ξ43 = Dp11,i +Dp12,iD̂k1,iDp21,i,

Ξ44 = −γInz
,

µRi ∗ ∗ ∗
µ[In1

0] µSi ∗ ∗

Ri

[
In1

0

]
Rj ∗

[∆̂1,ij ∆̂2,ij ] S1,j [In1
0] S1,j

 > 0, (12)

[
Ri ∗

[In1
0] S1,i

]
> 0. (13)

因此,通过以下算法可以得到降阶控制器系数矩阵:

1) 分块矩阵

Ri =

[
R1,i R2,i

RT
2,i R3,i

]
, R−1

i =

[
R̃1,i R̃2,i

R̃T
2,i R̃3,i

]
.

在R1,i, R̃1,i ∈ Sn1×n1
+ , R2,i, R̃2,i ∈ Rn1×n2 , R3,i,
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R̃3,i ∈ Sn2×n2
+ , 让S3,i = R̃3,i+(R̃2,i−S2,i)

T(S1,i −
R̃1,i)

−1(R̃2,i − S2,i)对于所有的i ∈ I[1, Np],本文有

Si =

[
S1,i S2,i

ST
2,i S3,i

]
> 0. 注意,矩阵S1,i − R̃1,i由引理

2.1可得[16].
2) 求解Ni ∈ Rn×n1对于所有的i ∈ I[1Np]通过

因式分解Si−R−1
i = NiQiN

T
i ,其中Qi ∈ Rn1×n1 ,定

义Mi = −RiNiQi,所以Mi, Ni满足独立的SiRi +

NiM
T
i = In. 此外,本文还划分了Mi, Ni: Mi =[

M1,i

M2,i

]
, Ni =

[
N1,i

N2,i

]
,所以M1,i, N1,i ∈ Rn1×n1是

可逆的. 并且M2,i, N2,i ∈ Rn2×n1 .
3) 计算控制器系数矩阵Ak,i, Bk1,i, Bk2,i, Ck,i,

Dk1,i, Dk2,i和∆1,ij,∆2,ij . 对于所有的j ∈ I[1Np]和

i ̸= j,

Dk1,i = D̂k1,i,

[Dk2,i Ck,i] = {[D̂k2,i C̃k,i]−Dk1,iC̄p2,iRi}Ω−1
i ,

Bk1,i = N−1
1,i {B̂k1,i − [S1,i S2,i]Bp2,i −Dk1,i},

[Bk2,i Ak,i] =

N−1
1,i {[B̂k2,i Âk,i]− [S1,i S2,i]× (Ap,iRi+

Bp2,iDk1,iC̄p2,iRi +Bp2,i[Dk2,i Ck,i]Ωi)−
N1,iBk,iC̄p2,iRi}Ω−1

i ,

[∆1,ij ∆2,ij] =

N−1
1,j {[∆̂1,ij ∆̂1,ij]− [S1,j S2,j]Ri}Ω−1

i ,
(14)

其中

Ωi =

[
RT

2,i R3,i

MT
1,i MT

2,i

]
.

证证证 为了保证GUAS稳定性和满足闭环系统(10)
的加权l2增益性能,本文将相关的Lyapunov函数定义
为Vi = xT

clPixcl在i ∈ I[1, Np].

关于闭环系统状态中的xp1, xp2和xk的维数

xcl = [xT
p1 xT

p2 xT
k ]

T,

本文分解Lyapunov矩阵Pi:

Pi =

[
Si Ni

NT
i X−1

i

]
=

 S1,i S2,i N1,i

ST
2 S3,i N2,i

NT
1,i NT

2,i X−1
i

 ,

并指定

Z1,i =

 Ri

In1

0

MT
i 0

 =

R1,i R2,i In1

RT
2,i R3,i 0

MT
1,i MT

2,i 0

 ,

Z2,i =

In1
0 S1,i

0 In2
ST
2,i

0 0 NT
1,i

 ,

使PiZ1,i = Z2,i和NiM
T
i = In − SiRi. 有

X−1
i MT

i = −NT
i Ri.

本文首先在条件 (8)上进行同等变换,矩阵
diag{Z1,i, Inw, Inz},并得到以下结果:

ZT
1,iPiZ1,i =

R1,i R2,i In1

RT
2,i R3,i 0

MT
1,i MT

2,i 0


T In1 0 S1,i

0 In2 ST
2,i

0 0 NT
1,i

 =

R1,i R2,i In1

RT
2,i R3,i 0

In1 0 S1,i

 ,

ZT
1,iPiAcl,iZ1,i =


Ap,iRi +Bp2,i[D̂k2,i Ĉk,i] (Ap,i +Bp2,iD̂k1,iC̄p2,i)

[
In1

0

]

[B̂k2,i Âk,i ] ([S1,i S2,i]Ap,i + B̂k1,iC̄p2,i)

[
In1

0

]
 ,

ZT
1,iPiBcl,i =

[
Bp1,i +Bp2,iD̂k1,iD̄p21,i

[S1,i S2,i]Bp1,i + B̂k1,iD̄p21,i

]
, ZT

1,iC
T
cl,i =

[
RiC

T
p1,i + [D̂k2,i Ĉk,i]

T
DT

p12,i

[In1 0](CT
p1,i + C̄T

p2,iD̂
T
k1,iD

T
p12,i)

]
,

其中:

D̂k1,i = Dk1,i,

[D̂k2,i Ĉk,i] = Dk1,iC̄p2,iRi + [Dk2,i Ck,i]Ωi,

B̂k1,i = N1,iBk1,i + [S1,i S2,i]Bp2,iDk1,i,

[B̂k2,i Âk,i] =
[S1,i S2,i](Ap,iRi +Bp2,iDk1,iC̄p2,iRi+

Bp2,i[Dk2,i Ck,i]Ωi)+

N1,iBk,iC̄p2,iRi +N1,i[Bk2,i Ak,i]Ωi.
(15)

由于Z1,i是非奇异的,所以Lyapunov矩阵Pi > 0可以

由式(13)确定. 另外,在同等变换后,式(11)还可以得
到上述结果的条件.因此,通过执行矩阵diag{Z1,i,

Z1,j}的同等变换得到了

ZT
1,jPjAr,ijZ1,i =

 R1,i R2,i In1
RT

2,i R3,i 0

∆̂1,ij ∆̂2,ij S1,j

 ,

其中
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[∆̂1,ij ∆̂2,ij ] = [S1,j S2,j ]Ri+N1,j[∆1,ij ∆2,ij ]Ωi.

(16)
因此,式(12)可以通过LMI计算出来,式(14)所示控制
器的系数矩阵也可以通过式(15)和式(16)反推导出来.
证毕.
根据定理1的结果,通过求解下列给定的LMI优化

问题,可以确定降阶控制情况下最小加权l2的增益.
(λ0, µ):

min γ,

s.t.式(11) − (13).
(17)

4 数数数值值值算算算例例例

本文给出的算例是文献[18]中的例子,通过采样
周期T = 0.5 s而得到的离散系统.考虑图2中的双罐
系统.其中流体通过两个水槽,状态向量值选为两个
水库水位值.假定流量的控制和水平面的测量能在两
个水箱中任意切换.在没有控制的情形下,流入与流
出的流体为常数且等于标称值.当输入与输出矩阵切
换时,该系统的状态矩阵仍然没有明显的改变.本文
选择如下的系统模型:

x(k+1)=

[
0.6839 0.3161

0.3161 0.6839

]
x(k)+Biu(k)+wi(k),

y(k) = Cix(k),

其中A中的矩阵是通过采样周期离散化得到;而输入
和输出矩阵分别是

B1 =

[
0.06200

0.4080

]
, B2 =

[
−0.09200

−0.4080

]
,

C1 = [1.500 1.000], C2 = [1.000 1.500].

本文讨论了外部干扰抑制问题,其中选择加权函
数为

w1(k) =

[
1/10 1

1 1/10

]
, w2(k) =

[
1/10 1

1 1/10

]
.

通过求解式(17)的优化问题,本文得到了一个具
有最优值γ = 0.7625的降阶输出反馈控制器(9).

K1 =

[
Ak1 Bk1

Ck1 Dk1

]
=

−5.019 −31.84 −218.8 3.536

−0.04600 −7.066 66.32 −0.1833

−0.02540 0.6688 −13.12 0.04860

1.077 7.764 41.45 −0.8174

 ,

K2 =

[
Ak2 Bk2

Ck2 Dk2

]
=

−23.80 68.50 1209 5.900

0 −2.200 97.30 0

0 0 −14.20 0

8.200 −24.40 −436.3 −2.100

 .

如图3所示,降阶控制反馈的受控输出响应具有很
快的暂态过程和很好的静态特性. 同时,在图4中,降
阶控制输出反馈的控制力很小.

图 2 双灌系统

Fig. 2 The two tank

图 3 系统的输出

Fig. 3 The controlled output

图 4 控制器的输出

Fig. 4 The controller output

5 结结结论论论

针对具有平均驻留时间的切换离散时间线性控制

系统,提出了一种降阶输出反馈控制方法. 该方法
将边界条件加入到综合控制问题中. 利用多重二次
Lyapunov函数,在统一的框架下,建立了具有保证稳
定性和最优加权l2增益性能的降阶控制器. 并将综合
条件表述为一组具有给定的驻留时间参数的LMIs. 为
具有ADT切换的离散时间线性控制系统的综合提供
了一种有效的、系统的方法.
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