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摘要:针对现有符号回归方法仅关注拟合误差而忽略模型简化的问题,提出了一种基于多目标的人工鱼群算法,
将拟合误差与模型复杂度同时作为目标函数进行优化. 以二叉堆对语法树编码,优良分支得以稳定地遗传和继承,
也更易解码. 在引入蒙版、邻域、小生境、拥挤度等概念的基础上,设计和定义了适用于二叉堆编码的随机游动、觅
食、追尾、逃脱等人工鱼行为算子. 详尽的实验表明,提出算法在符号回归过程中能获取高质量的Pareto解. 此外,对
从Pareto前沿上选取折衷解及降低算法内存开销的方法也进行了讨论.
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Abstract: Aiming at the issue that the existing methods for symbolic regression focus on minimizing the fitting error
merely while ignore the model simplification, a multi-objective artificial fish school algorithm is proposed for minimizing
the fitting error and the model complexity simultaneously during symbolic regression. The parse tree is encoded as the
form of binary heap, such that fine branches of the parse tree could be stably inherited, and suchlike binary heap-based
representation is easier to decode. By introducing the conceptions such as mask, neighborhood, niche, and crowding
degree, several behavior operators performed by the artificial fish, including randomly moving, foraging, following, and
escaping, are defined. Exhaustive simulation results show that the proposed algorithm is capable of obtaining high-quality
Pareto solutions during symbolic regression. Besides, the method of determining a trade-off solution from the obtained
Pareto front and that of reducing the memory overhead are also discussed.
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1 引引引言言言

数据是信息的载体,从数据中发掘相关事物的内
在联系、掌握未知系统的运行规律,一直是人们获取
知识的重要手段. 根据观测数据辨识和构建多个变量
间耦合关系的过程被称为数据驱动建模. 目前,数据
驱动建模大致有3类实现方法: 回归分析[1–4]、神经网

络[5–6],以及符号回归[7–8].
回归分析要求预先给出模型假设(model assump-

tion),然后根据观测数据确定各回归系数. 给出模型

假设的前提是具备与变量耦合关系相关的先验知识.
对于一个完全未知的“黑盒子(black box)”来说,难
以给出恰当的模型假设,而不合理的模型假设往往导
致过拟合(over-fitting),从而限制了回归分析的应用场
景.

神经网络以调整神经节点连接权值的方式拟合观

测数据,因而不要求模型假设,但其所建模型也是以
连接权值的形式存在,因而无法以明确的代数解析表
达式对变量之间的耦合关系进行实质刻画. 所以,神
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经网络本质上是为一个“黑盒子”找到另一个等效

的“黑盒子”,这对模型的理解和数据的解释造成了
困难.例如,文献[9]就指出在煤矿双电机驱动带式输
送机的能耗建模中前馈(back propagation, BP)神经网
络得到的模型不具备外推性,而基于解析表达式的输
送机能耗模型才更为合理. 此外,当变量耦合关系比
较复杂时,神经网络也存在过拟合的现象.

符号回归以语法树(parse tree)对模型进行表达,例
如著名的质能方程E = M · C2可表示成图1所示语
法树,质量M与光速C以图中所示语法树的连接关系

耦合,从而得出能量E. 不同的语法树对应不同的模
型,以优化语法树结构的方式最小化其模型在观测数
据上的拟合误差,就是符号回归的过程. 换言之,符号
回归是一个优化问题.由于符号回归得到的模型是对
语法树优化的结果,所以不要求预先给出模型假设,
而语法树对变量耦合关系的清晰刻画也使“黑盒

子”得以“白化”. 因此,以符号回归的方式构建的模
型在合理性与可解释性两个方面均显著优于回归分

析和神经网络.

图 1 语法树示例

Fig. 1 Diagram of a parse tree

1992年, John Koza[10]开创性地提出了遗传规划

(genetic programming, GP),通过重新定义遗传算法
(genetic algorithm, GA)中的交叉和变异实现了语法
树的优化,奠定了符号回归的基础. 针对GP易出现代
码膨胀(code bloat)及产生无效语法树的问题[11–12],
Ferrira提出了基因表达式规划 (gene expression pro-
gramming, GEP)[12]. GEP同样以语法树表示模型,但
是对语法树以开放式阅读框架(open reading frame,
ORF)进行编码,使GEP对语法树的遗传操作灵活而安
全. 得益于此, GEP在解决符号回归问题时的效率比
GP高4个数量级[12]. 在此之后,以GEP为蓝本的各种
变体算法也被相继提出[13–15]. Li X等人[13]采用前缀

记号法对GEP的ORF进行存储,显著提高了GEP的收
敛速度. Zhong J等人[14]提出了一种自学习GEP (self-
learning GEP, SL–GEP),通过在ORF串中实行子函数
嵌套机制提高了对复杂模型的构造能力. Peng Y等

人[15]则通过引入堆栈技术进行解码进一步提高了

GEP的解码效率.近年来,群智能算法在符号回归中
的应用同样引人关注[16–18]. Qi F等人[18]利用收敛速

度更快的粒子群算法 (particle swarm optimization,
PSO)实现了对语法树的演化,在收敛时间和平均收敛
代数方面均优于传统GP. Karaboga D等人则将蜂群算
法(artificial bee colony, ABC)[17]应用于符号回归,具
有比传统GP更好的灵活性与鲁棒性. 不过,由于Qi F
和Karaboga D等人[17–18]的研究均直接沿用了GP中的
语法树作为模型表达,因而仍然存在代码膨胀及产生
无效语法树的问题.鉴于此, Liu Q等人[16]将GEP中的
ORF串和鱼群算法 (artificial fish school algorithm,
AFSA)的优化框架进行了结合,取得了在拟合误差与
求解速度方面均优于GEP的结果.

目前,已报道的各类符号回归算法不少,但都忽略
了一个基本问题.符号回归的核心任务是建模,其目
的在于解释数据,从而揭示规律,进而预测趋势. 已有
算法仅聚焦于模型拟合误差的最小化,得到的模型往
往十分复杂. 奥卡姆剃刀(Occam’s razor)准则是一个
被物理学、天文学等自然科学领域广为沿用的基础性

原则,它主张保留与经验观察一致的最简单假设. 尽
管在机器学习领域中对什么是“最简单”尚存争议,
但这一思想在机器学习领域已被广为接受和运用. 实
际上,形式简洁的模型往往更有效. 一方面,简洁的模
型不会过度解释噪声,有利于避免过拟合;另一方面,
简洁的模型也更易理解. 因此,本文将符号回归考虑
成一个同时对模型拟合误差和模型复杂度最小化的

多目标优化问题,并提出了一种基于二叉堆的多目
标鱼群算法(multi-objective artificial fish school algori-
thm, MO–AFSA)对其求解. 详尽的算法描述及仿真在
随后小节给出.

2 拟拟拟合合合误误误差差差与与与模模模型型型复复复杂杂杂度度度的的的量量量化化化

符号回归本质上是一个组合优化的过程,决策变
量是+,－,×,÷, sin(·), exp(·)等运算符以及x, y,
π等变量或常量,要得到的模型y = ϕ(x)就是定义在

由这些运算符、变量或常量构成的符号集合S上的一

个最优映射ϕ(·).
在本文考虑的优化框架下,评价模型y = ϕ(x)需

从拟合误差f1与模型复杂度f2两个方面进行评价. 本
节给出量化这两个指标的方法.

2.1 拟拟拟合合合误误误差差差

本文以平均绝对误差对模型y = ϕ(x)的拟合误差

进行量化. 也就是说,拟合误差f1是关于映射ϕ(·)的
函数,具体根据式(1)进行计算:

f1(ϕ) =
1

n
·

n∑
i=1

|ϕ(xi)− yi|, (1)
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其中: n表示训练样本的个数; (xi, yi)表示第i个训练

样本.

2.2 模模模型型型复复复杂杂杂度度度

在回归分析和神经网络中,正则化是实现模型约
简的普遍做法,有助于提高模型的泛化能力. 然而,符
号回归以语法树对模型进行描述,正则化并不适用.
实际上,语法树上语义节点的多寡,与模型表达式的
复杂程度直接相关.因此,本文以语法树节点个数对
其进行量化,即f2 = Nnode. 例如,图2(a)–(b)分别给
出了2个语法树,其语义节点数分别为9和16,它们分
别具有形如式(2)–(3)的模型表达式. 显然,式(2)具有
比式(3)更为简洁的表达式结构.

f(x) = sin(x+ a) + x sin x, (2)

f(x) = sin(x+ a)(sin(x+ a) + sinx(x+ a)).

(3)

图 2两个具有不同节点数的语法树示例

Fig. 2 Two parse trees with different number of nodes

3 用用用于于于符符符号号号回回回归归归的的的多多多目目目标标标人人人工工工鱼鱼鱼群群群算算算法法法

3.1 人人人工工工鱼鱼鱼编编编码码码

利用AFSA优化语法树,关键是要将语法树映射为

一个便于算法操作的线性串. GEP中的ORF串结构是
符号回归常采用的映射形式. 本节在分析ORF的基础
上提出一种基于二叉堆的全新编码.

3.1.1 ORF串串串的的的缺缺缺点点点

ORF串具有一段长度可变的非编码区,该区域不
产生任何语法表达.非编码区是一种有益的编码冗余,
其意义在于确保操作ORF串的安全性,弱化了对ORF
串的操作限制.这一点在文献[16]报道的工作中得到
了确认. 但笔者也发现, ORF串对语法树的映射表达
并不稳定. 现以图3所示的3个语法树为例进行说明.

根据ORF编码规则,将语法树上的语义节点按自
上而下、从左至右的次序逐个排列,构成ORF的编码
区,其后补足一定数量的非运算节点作为非编码区.
表1列出了图3各语法树对应的ORF串,其中: s表示
sin(·)算子,各ORF串的非编码区以下划线标出. ORF–
2仅1个符号位与ORF–1不同(以框线标出),这解释了
二者语法树结构的近似,见图3(a)–(b);但情况并非总
是如此, ORF–3也仅有 1个符号位与ORF–1不同(以
框线标出),但二者语法树的结构却差异巨大.这说明,
相近的ORF串不一定表达相近的语法树. 从进化计算
的角度看,该现象违背了模式块定理的前提假设[19].

分析易得,即便只对ORF串做轻微操作,如修改
ORF串的某1个符号位,作为表现型的语法树也可能
发生巨大变化. ORF串对语法树映射表达时的这种不
稳定性,不利于优良分支结构的继承,从而影响符号
回归的效果.此外, ORF串具有可变长的非编码区,将
其解码为语法树时须首先确定其有效编码长度,这需
要执行专门的算法[16, 20]. 符号回归是一个迭代最优化
过程,期间会对ORF频繁解码,确定ORF有效长度的
运算会显著劣化符号回归的效率.

图 3 语法树示例

Fig. 3 Diagram of parse tree
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表 1 ORF串(下划线部分为非编码区)
Table 1 ORF-string (the underlined part is

the non-coding region)

ORF串

ORF–1 + s × + s + x a x x a x x

ORF–2 + s × + s s x a x x a x x

ORF–3 s s × + s + x a x x a x x

3.1.2 二二二叉叉叉堆堆堆编编编码码码

针对ORF的前述缺点,本文设计了一种基于二叉
堆(binary heap, BH)的全新编码. 具体说来,二叉堆
BH中键值为 i的节点BH[i]总有BH[2i+1]与BH[2i+2]两

个后继节点. 利用这一性质,本文设计了灵活的映射
规则.
现以图4举例说明,语法树的根节点‘+’在二叉

堆中的键值为0,即BH[0] =‘+’,其后继节点则分别
对应二叉堆节点BH[1] =‘s’与BH[2] =‘×’;虽然
BH[1] =‘s’具有BH[3] =‘+’和BH[4] =‘×’两个
后继,但BH[1] =‘s’表示的sin(·)是一个单目运算
符,因而在语法树中并不对其右子树进行语法表达,
故在图4中以虚线表示,同理的还有BH[5] =‘s’的右

子树;更进一步,若将BH[1] =‘s’修改为诸如‘x’

或‘a’这样的非运算节点,可将其视作0目运算符,
则BH[1]在语法树中的左、右子树均不进行语法表达.

另外,本文规定由(2k + 1)个语义节点构成的二叉

堆编码中,从BH[k]至BH[2k]的(k + 1)个语义节点只

接受非运算节点的赋值以确保映射的语法树叶节点

上不出现单目或双目运算.

图 4 二叉堆与语法树的对应关系
Fig. 4 Correspondence relationship between binary heap and

parse tree

在语法表达的稳定性方面,二叉堆编码明显优于
ORF串.实际上,图4语法树去掉虚线部分就是图3(a)
所示的ORF–1语法树. 将表 1中的ORF–1根节点从
‘+’替换为‘s’即得到ORF–3,前面笔者已经知道
这一操作使得ORF–1的语法树发生了巨大的拓扑变
化. 作为对比,在图4所示的二叉堆编码上进行同样操
作,将根节点对应的BH[0] =‘+’替换为‘s’. 根据

二叉堆编码映射规则,可得图5语法树(实线部分). 显
然,新得到的语法树的确继承了图4语法树的拓扑,这
与表1中ORF–1被修改后发生的语法树拓扑的巨大变
化形成了明显对比. 二叉堆编码在表达语法树时优良
的稳定性符合模式定理的前提假设,有利于合理语法
分支的继承. 此外,由于可从二叉堆编码的任意键值i

处根据(2i+ 1)和(2i+ 2)直接索引后继节点,因而解
码可以从根节点出发并以递归方式完成,避免了采用
ORF串时必须首先确定其有效编码长度的计算负担.

图 5 修改图4语法树的根节点后得到的语法树
Fig. 5 Parse tree obtained by altering the root of the original

parse tree shown in Fig. 4

3.1.3 蒙蒙蒙版版版

本文在二叉堆编码的基础上进一步提出蒙版

(mask)的概念,以下给出其具体定义及相关性质.

定定定义义义 1 蒙版(mask)是二叉堆编码BH中各语义节
点是否进行语法表达的状态刻画,可视作对BH的一
种假想覆盖,用一段与BH等长的0–1码串表示,且满
足:

mask[i] = 0时,语义节点BH[i]被蒙版覆盖不表达

语法;

mask[i] = 1时,语义节点BH[i]未被覆盖进而表达

语法.

例如,图4中二叉堆编码与其蒙版的关系如图6所
示.

关于蒙版状态的确定,并不需要专门的算法. 根据
第3.1.2节中所述的二叉堆编码规则,在以递归方式
将1个二叉堆解码为一个语法树时,易将蒙版状态同
步带回,此处不再赘述.
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图 6 二叉堆编码与其对应蒙版关系示例

Fig. 6 Diagram of binary heap and its corresponding mask

根据蒙版的定义,可得到以下性质及推论:
性性性质质质 1 二叉堆编码表达的语法树节点个数等于

其蒙版状态之和.
该性质可用式(4)表示:

f2 = Nnode =
2k+1∑
i=0

mask[i]. (4)

性性性质质质 2 对于二叉堆编码上的任意语义节点

BH[i]:
a) mask[i] = 0时,对BH[i]作任意修改,语法树保

持不变;
b) mask[i] = 1时,以同目运算符替换BH[i],语法

树改变但结构保持不变;以异目运算符替换BH[i],语
法树结构也改变.
性性性质质质2的的的推推推论论论 表达相同结构语法树的任意二叉

堆编码具有相同的蒙版状态.

3.2 人人人工工工鱼鱼鱼行行行为为为算算算子子子与与与外外外部部部档档档案案案维维维护护护

AFSA是由国内学者在模拟自然水域中鱼群游弋
过程的基础上提出的一种群体智能优化算法,人工鱼
(artificial fish, AF)通过执行随机游动、觅食、追尾等
行为算子实现对问题解空间的搜索[21]. 利用AFSA求
解本文问题的关键是如何在二叉堆编码上定义搜索

邻域、拥挤度并实现相关行为算子,本小节对此展开
讨论.
定定定义义义 2 任意人工鱼AF–x的搜索邻域可定义为

与其二叉堆编码具有相同蒙版状态的所有AF的集合.
定定定义义义 3 规模为Pn的人工鱼种群若以图7所示队

列表示,则以任意人工鱼AFi为中心、从AFi−r至

AFi+r的(2r + 1)条人工鱼构成一个小生境(niche),
(2r+1)为其容量. 特别地,对于下标为s ∈ [i−r, i+r]

(0 < i < Pn−1)的任意人工鱼,若s < 0, s取s+Pn

的和;若s > 0, s取s除以Pn的余数. 该操作使AF0与

AFPn−1在逻辑上相连,构成一个逻辑上的环状拓扑.
这样一来,人工鱼种群中就有Pn个容量为(2r + 1)的

小生境.

图 7 人工鱼小生境示例

Fig. 7 Diagram of AF niche

定定定义义义 4 人工鱼AF–x所在的容量为(2r + 1)的小

生境中,若有n条人工鱼进入了AF–x的搜索邻域,则

δ(x) =
n

2r + 1
称为人工鱼AF–x搜索邻域的拥挤度.

一条任意人工鱼AF–x通过执行各行为算子搜索
问题的解空间,其本质是对语法树的搜索,语法树以
二叉堆编码的形式存在,因而各行为算子的实质是对
二叉堆编码的操作.一条任意人工鱼AF–x的各个行
为算子可描述如下:

1) 随机游动 (randomly moving),人工鱼AF–x在
其搜索邻域内随机移动rs个海明距离的行为.

根据定义2, AF–x在随机游动后,其二叉堆编码的
蒙版状态不能发生改变.否则,意味着AF–x进入了新
的搜索邻域.因此,该行为的实现方式是从AF–x的二
叉堆编码BH中任选rs个满足mask[i] = 1的BH[i]以同

目运算符进行替换,取步长rs=min{rnd, AF–x.f2},
其中rnd为区间[minStep, maxStep]上的随机整数.

2) 觅食(foraging),人工鱼AF–x对其搜索邻域进
行抽样和感知,从而向更优位置游动的行为.

人工鱼AF–x对其所在搜索邻域进行随机抽样,将
得到的抽样状态 y与AF–x进行比较,若AF–x ≺ y

(AF–x受y支配),则以y更新AF–x并结束觅食;否则,
AF–x继续对邻域进行抽样,直到连续Tn次抽样后均

未获得可支配AF–x的抽样状态y,则觅食行为结束.

需要解释的是, AF–x对其搜索邻域进行抽样得到
状态y的过程,可通过复制AF–x的副本并以调用随机
游动的方式模拟实现.

3) 追尾(following),人工鱼AF–x向其所在小生境
内的非支配解y移动rs个海明距离的行为.

计算人工鱼AF–x所在小生境内的所有非支配解
在目标空间中的拥挤距离Cd(crowding distance)[22]

(与定义4中拥挤度无关).设拥挤距离最大的非支配解
为AF–y,若Cd(AF–x)<Cd(AF–y),则从AF–y的二叉
堆编码中随机选rs个语义节点BH[i]对AF–x的对应位
置进行替换,要求步长rs = min{rnd, ∥mask− x&

mask− y∥1}且选取的rs个位置须满足mask−x[i]=

1, mask−y[i]=1,其中rnd取区间[minStep, maxStep]
上的随机整数;若Cd(AF–x) > Cd(AF–y),则AF–x转
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而执行随机游动行为.追尾行为执行后蒙版状态可能
发生改变,因此需对蒙版状态进行及时更新.

4) 逃脱(escaping),人工鱼AF–x所在搜索邻域过
于拥挤时,移动rs个海明距离以逃脱所在邻域的行为.

判断人工鱼AF–x所在搜索邻域是否过于拥挤的
依据是定义4给出的拥挤度δ(x)是否大于一个可容忍

的拥挤程度上限Uc. 若δ(x) > Uc,表明AF–x的搜索
邻域过于拥挤,则AF–x执行逃脱行为.根据定义 2,
AF–x逃脱所在邻域意味其二叉堆编码的蒙版状态在
行为执行后必须发生改变,否则AF–x未逃出所在邻
域.因此,该行为的实现方式是从AF–x的二叉堆编码
BH中任选rs个满足mask[i] = 1的语义节点BH[i],对

其中BH[i](i ∈ [0, k − 1])的语义节点以任意异目运算

符替换,对BH[i](i ∈ [k, 2k])的语义节点以任意0目运

算符替换,取步长rs=min{rnd,AF–x.f2},其中rnd

为区间[minStep, maxStep]上的随机整数.

该行为执行后蒙版状态必然发生改变,因此需对
蒙版状态进行及时更新.

5) 维护外部档案(external archive maintainance),
更新与维护外部档案的目的是确保人工鱼种群在状

态更新时能得到多样性好且分布均匀的Pareto前沿.
本文采用基于格密度的维护策略[23],对目标空间以
8×8的方式分块,则格密度取值等于各块内的人工鱼
个数. 每次迭代所得Pareto非劣解集与外部档案集进
行合并,并剔除其中的被支配解.

3.3 算算算法法法步步步骤骤骤

前面小节详细描述了各行为算子的实现方法及外

部档案的维护策略,本节以伪代码的形式给出多目标
AFSA的执行步骤.

MO–AFSA算法伪代码:

0)输入符号回归数据集;

1)初始化AF种群并评价每条人工鱼AF;

2)初始化每条人工鱼AF的蒙版mask;

3)设置人工鱼外部档案集external archive;

4) for iter← 1 to MaxIteration

for x← 1 to Pn

if δ(AF–x)> Uc

AF–x.escaping(·);
AF–x.update(mask–x);

end

AF–i.foraging(·);
if ∃ AF–y ∈ Niche–x ≻ AF–x

AF–x.following(AF–y);

AF–x.update(mask–x);

else

AF–x.randomly moving(·);
end

AF–x.update(external archive)

end

end

5)输出外部档案集external archive.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

笔者以C++对所提算法MO–AFSA进行编程,在
配置为Intel Core i7–6700 CPU 3.4 GHz, 8 GB RAM的
计算平台上对其进行仿真. 算例取自文献[24],要求被
测算法将从函数y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex上随

机选取的20个点(见表2)作为训练样本进行函数建模.
由于该函数在x = 0处存在“尖点”(cusp),因而不易
建模,现已成为考察数据驱动建模方法的benchmark
算例并被广泛使用[15–16, 24–25]. 本文算法MO–AFSA的
参数按表3设定. 作为对比,本文对回归分析、神经网
络、GEP[24]、SL–GEP[14]、AFSA[16]等已有数据驱动

建模方法也进行了仿真. 此外,为了考察本文算法
MO–AFSA得到的Pareto前沿的质量,本文还将符号
回归中已广泛运用的GP[10]与经典的NSGA[26]的多目

标优化框架相结合,编程实现了多目标优化版本的
GP,记作NSGP,将其作为评价参考.

表 2 训练样本集: y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex上

随机选取的20个点

Table 2 Training set: 20 points randomly chosen from

the function y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex

序号 x y

1 – 0.2639725157548009 3.194980662652764
2 0.0578905532656938 1.990520017259985
3 0.3340252901096346 8.396637039972868
4 – 0.2363345775644623 3.070889769728257
5 – 0.8557443825668047 5.879467636957033
6 – 0.0194437136332785 – 0.7753263223284588
7 – 0.1921343881833043 2.834702257744086
8 0.5293079101246271 12.21547266421373
9 – 0.007889741187284598 – 2.498039834186359

10 0.4389698049506311 10.40717348588088
11 – 0.1075592926980396 2.09413635645908
12 – 0.2745569943771633 3.239272780108398
13 – 0.05953332196045281 1.197012847673475
14 0.3844929939583523 9.355807691898551
15 – 0.8749230207363339 6.006424530013026
16 – 0.236546636250546 3.071897290438372
17 – 0.1678759417045577 2.674400531309863
18 0.9506821818220914 22.48196398441491
19 0.9469791595773622 22.37501611873555
20 0.6393399100595915 14.5701285332337



346 控 制 理 论 与 应 用 第 37卷

表 3 本文算法MO–AFSA参数设置
Table 3 Parameter setting of the proposed MO–AFSA

Pn 40
r 3
Tn 5000
Uc 0.6

minStep 3
maxStep 6

k 212 − 1

MaxIteration 104

+, −, *, /, ln, exp, sin, cos, sqrt, sq,
运算符&终止符 cub, pow10, abs, x, 0.811, 0.618,

π, 1.112, 2, 0.5

图8(a)–(b)分别展示了多项式回归与高斯回归两
种回归分析方法在仿真算例上的建模结果.作为对比,
函数y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex的真实曲线也在

图8(a)–(b)中进行了显示. 可以看出,不论如何调整多
项式的阶次或高斯函数项数,均无法获得满意的拟合
效果,所得模型与仿真算例函数的真实曲线明显悖离.
其原因在于预先给出的模型假设(model assumption)
并非算例函数中变量耦合关系的真实反映,尽管通过
优化回归系数可以最小化拟合误差,但模型假设的先
天不足导致回归模型始终处于欠拟合(under-fitting)或
过拟合(over-fitting)的状态.

图9展示了神经网络对测试算例的拟合情况. 本文
使用的4个神经网络均为3层网络,包括1个输入层、1
个输出层、1个隐层. 4个神经网络的隐层分别具有10,
20, 30, 40个神经元,激活函数采用Sigmoid函数. 为避
免过拟合,本文还使用了Bayes正则化技术. 从图9可
以看出,较之回归分析,神经网络的拟合效果并未见
有显著改善,拟合曲线仍明显有悖于仿真算例函数的
真实曲线,尤其在训练样本分布稀疏的部分可靠性较
差.

图 8(a) 基于多项式回归模型的回归分析

Fig. 8(a) Regression analysis based on polynomial model

图 8(b) 基于高斯回归模型的回归分析

Fig. 8(b) Regression analysis based on Gaussian model

图 9 神经网络建模

Fig. 9 Neural network modeling

表4列出了本文算法MO–AFSA以多目标优化的
方式对仿真算例y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex进行

符号回归所得到的10个非支配解,这10个函数模型对
训练样本的拟合精度从上到下依次提高,而函数模型
的复杂度则自下而上依次降低. 将这10个非支配解模
型以函数曲线的形式绘于图10,通过与算例函数y =

4.251x2 + lnx2 + 7.243ex的真实曲线进行比较,可
以看出它们对算例样本的拟合效果均显著优于图8–9
中回归分析和神经网络得到的结果.图10所示结果不
仅表明了本文算法的有效性,同时印证了符号回归相
对于回归分析和神经网络的优越性. 此外,为了将本
文算法MO–AFSA与其他符号回归算法进行对比,本
文还在表4中列出了GEP[24], SL–GEP[14], AFSA[16],
NSGP等算法得到的结果,其中: GEP和AFSA所得结
果分别在文献[24]和文献[16]中有报道, SL–GEP和
NSGP所得结果则是对算法进行编程实现后的实测结
果.
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表 4 各符号回归算法根据表2中训练样本集得到的函数模型
Table 4 Functional models obtained by each compared symbolic regression algorithm based on

the training set listed in Table 2

对比算法 f1 f2 模型表达式

MO–AFSA

0.2273 15 y = 10cos 1.112 · (10sin x + 0.5) + π + lnx2;
0.1290 16 y = π + ((esin x)2 · 22 + ln |x2| − x);
0.0670 18 y = (ex − (sin(sinx)3 − |0.618|))3 + e1.112 + lnx2;

0.0506 20 y = ln(x · x · cos 0.5) + x2

|0.52|
+ ex · e2; •

0.0492 22 y = (ex + (cos(0.811)2 · x)2) · (|0.811|+ 1.112)3 + ln(1.112 + |x2|); �

0.0446 23 y = (ln 10x)2 + e2+x − sin | ln 1.112 + x3|
0.618

+ ln(x2);

0.0332 25 y =
ex · (0.5 + 0.5

π
) · 10cos 0.5 + x2 · π

cos 0.811
+ ln(sinx2);

0.0111 26 y = ex+2 + ln(sinx2) +

x3

(sin 0.5)2

x
− eln 1.112−2+x;

0.0084 28 y = ln(e
0.8112·x2

0.618 · x)2 +
(|π|+ 0.618− ln(lnπ)) · ex

0.5
;

0.0048 36 y = ln(x2) + (
π · |x · x

ex
|

cos((
cos 2

0.618
)2)

+ cos(ln 0.5) + 100.811) · ex + sin(
x

1.112
)2;

SL–GEP[14] 0.0065 33 y = sin(x · sin 0.618 + e5−π − 2) + ln(x · x) + |1 · (|x+ x|2 + e2+x)|+ 0.811;

AFSA[16] 0.0140 34 y = ln(x2)− ((e
0.618

eln(0.618)
3 ) · (sin 1.112

π

ex

− x2

100.618−0.811−0.811
)− e2+x);

GEP[24] 0.0441 25 y = (ln(10(x+0.613) · x2

0.203
)) + e(x

2+0.811) + 10sin x + 10sin(sin x);

NSGP

0.0839 21 y = ln(

√√√√√ e10
1.112

(100.811−10x)2
· π

2
− x · x2);

0.0618 23 y =
ee

sin x+2

2 +

√
(
0.618

0.811
)2√

sin
√
π

+ lnx2;

0.0577 29 y = (ln(x2 · (10|e
x|)2) +

π√
0.618

) ·
√

|
√
cos 0.811| · (x+ e|x|) + 0.52;

0.0354 35 y = ln(
x · (cos(0.618

1.112
))3

0.5
· 10

√
0.811

|0.811| )2 + (ln 100.811·(sin
x

1.112−| ln 0.618|)+sin 2)3;

0.0343 39
y = cos(π − 2− 0.618

π3
− (10π ·

√
π)3) + (1.112 · x+ sin 2)3 · 22 · 0.618+

lnx2 + e1.112
2

+ 1.112;

0.0112 43 y = ln

(sinx)2

cos
√
0.618

x+ e0.5 · 0.5
|0.53|
cosx

+ cos 0.618

10x
2

+ ex−ln |(|0.618−0.5|)| + (0.8112)2;

0.0088 48 y = ln |x2 · (10
e0.618

0.811 − π)| −
ln
∣∣∣| cos x3|3 ∣∣∣
sin 2

+ (sin(cos(cosx)) + x) · |e1.112|·

(x+ |1.1122 + x|+ (0.811 + cosπ)2);

0.0078 57 y = (10x − cos(1.112 · sin(cos(10π + 0.8112))− 10(
√
0.5)3 · x)) · (e

(ln 0.5)2

0.811 ·

(cos
x

100.811+0.618−x2 )
3) + ln(|x| · 1.112 · (

√
2− (0.811− 2)) · π · π)2.
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图 10 基于本文算法MO–AFSA的符号回归建模
Fig. 10 Symbolic regression modeling based on the proposed

MO–AFSA

由于GEP, SL–GEP, AFSA仅考虑了最小化拟合误
差而未对模型复杂度加以考虑,因而得到的模型结构
较为复杂,尤其是SL–GEP和AFSA得到的函数模型,
虽然拟合误差很小,但是复杂的模型结构难于解释和
理解. 本文算法MO–AFSA以多目标优化的方式进行
符号回归,兼顾了拟合误差和模型复杂度,有助于发
现反映变量真实耦合关系的模型. 例如表4中由本
文算法MO–AFSA获得的两个分别标注了“•”和
“�”的函数模型,不仅具有较小的拟合误差,同时具
有较小的模型复杂度.若将这两个函数模型中出现的
所有常数化为数值形式,则分别得到

• → y = 4x2 + ln 0.8776x2 + 7.3891ex,

�→ y = 4.4537x2 + ln 1.112x2 + 7.1111ex.

不难发现,以上两个函数已经十分接近仿真算例
的真实函数关系 y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex. 尽
管NSGP同样以多目标优化的方式进行符号回归,但
其并未得到复杂度与本文算法MO–AFSA所得模型相
当的结果. NSGP得到的8个非支配解中有5个在模型
复杂度的指标上甚至劣于SL–GEP和AFSA.究其原
因,主要在于NSGP对语法树的交叉和变异操作容易
造成代码膨胀(code bloat),进而导致模型复杂度的大
幅增加[11]. 这是GP系算法的固有问题,仅通过多目
标优化无法从根本上解决,也反证了本文算法MO–
AFSA在简化模型结构方面的优越性能.在对算例y =

4.251x2 + lnx2 + 7.243ex的仿真测试中, GEP, SL–
GEP, AFSA, NSGP等算法得到的函数模型均具有较
满意的拟合误差,但多数模型的结构较为复杂,虽无
明确证据表明这些复杂的模型出现了过拟合,但与仿
真算例的真实函数关系确有明显悖离.
图11展示了MO–AFSA得到的Pareto前沿与GEP,

SL–GEP, AFSA, NSGP等对比算法得到的函数模型在
由目标函数f1和f2张成的目标空间中的分布情况. 由
图可见,在MO–AFSA得到的Pareto前沿上总能找出
一个或多个函数模型分别支配GEP, AFSA,或NSGP
得到的结果;尽管SL–GEP能够得到一个不劣于MO–

AFSA的结果,但仅得到一个模型显然无法比拟MO–
AFSA提供的模型多样性及可选择性. 本质上, MO–
AFSA得到的Pareto前沿是对潜在函数模型的批量输
出,通过在Pareto前沿上进行合理选取,能够得到更易
解释的高质量函数模型.

图 11 符号回归算法对算例y = 4.251x2 + lnx2 +7.243ex的
所得模型在目标空间的比较

Fig. 11 Comparison of the models obtained by the symbol
regression algorithms for the example y =

4.251x2 + lnx2 + 7.243ex in the objective-space

前文仿真算例y = 4.251x2 + lnx2 + 7.243ex的

建模难点主要在于x = 0处存在“尖点”(cusp),而尖
点两侧函数瓣的非线性程度并不高. 为考察本文算法
MO–AFSA对强非线性模型的逼近性能,从函数
y=sin(x · cos(5x))的曲线上随机选取15个点(见表5)
作为训练样本构造了新的仿真算例,并且同样与回归
分析、神经网络、GEP, SL–GEP, AFSA, NSGP等已有
的数据驱动建模方法进行了对比.

表 5 训练样本集: y = sin(x · cos(5x))
上随机选取的15个点

Table 5 Training set: 15 points randomly chosen
from the function y = sin(x · cos(5x))

序号 x y 序号 x y

1 0.005 0.005 9 1.391 0.8860
2 0.498 – 0.3857 10 1.578 – 0.0568
3 0.611 – 0.5718 11 1.597 – 0.2071
4 0.698 – 0.6100 12 1.610 – 0.3085
5 0.897 – 0.2008 13 1.682 – 0.7246
6 0.942 – 0.0023 14 1.810 – 0.9936
7 1.331 0.9458 15 1.952 – 0.9631
8 1.385 0.8954

图12和图13分别展示了两种回归分析方法和神经
网络对y = sin(x · cos(5x))的逼近结果.相较而言,
高斯回归具有更好的逼近效果.令人意外的是,尽管
采用了Bayes正则化技术,拥有40个隐层节点的神经
网络依然出现了严重的过拟合,原因主要在于40个隐
层节点的神经网络要求更多的训练样本,而测试算例
中的15个训练样本数量显然太少.
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图 12(a) 基于多项式回归模型的回归分析
Fig. 12(a) Regression analysis based on polynomial model

图 12(b) 基于高斯回归模型的回归分析
Fig. 12(b) Regression analysis based on Gaussian model

图 13 神经网络建模
Fig. 13 Neural network modeling

表6列出了各算法对算例y = sin(x · cos(5x))的

建模结果.将表6中由本文算法MO–AFSA得到的6

个非劣解模型以函数曲线的形式绘制于图14,通过与

算例函数y = sin(x · cos(5x))真实曲线的比较,可以

看出本文算法MO–AFSA的拟合效果显著优于两种回

归分析方法和神经网络,同时也印证了MO–AFSA对

强非线性模型良好的逼近性能.例如表6中由本文算

法MO–AFSA获得的两个分别标注了“•”和“�”的

函数模型,不仅具有较小的拟合误差,同时具有较小

的模型复杂度.若将这两个函数模型中出现的所有常

数化为数值形式,则分别得到:

• → y = sin(1.05x · cos(5.06x)),

�→ y = cos(1.612− x · cos(5x)),

其中: 模型• → y = sin(1.05x · cos(5.06x))与算例
的真实函数模型y = sin(x · cos(5x))已经十分接近;

而�→ y = cos(1.612− x · cos(5x))中1.612 ≈ π/2,

根据诱导公式cos(π/2− α) = sinα,该模型甚至在数

学本质上已经与算例函数模型具有完全一致的形式.

图 14 基于本文算法MO–AFSA的符号回归建模

Fig. 14 Symbolic regression modeling based on the proposed

MO–AFSA

图15对GEP, SL–GEP, AFSA, NSGP等符号回归

方法进行了比较,将各算法得到的模型在由目标函数

f1和f2张成的目标空间中进行了展示. 相较于GEP,

SL–GEP, AFSA, NSGP等符号回归算法, MO–AFSA

得到的函数模型普遍具有更为简洁的模型结构,有利

于模型的理解和解释. 对算例函数

y = sin(x · cos(5x))

进行的仿真表明,本文算法MO–AFSA不仅具备对强

非线性模型的表达能力,而且在简化模型结构方面具

有显著优势.
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表 6 各符号回归算法根据表5中训练样本集得到的函数模型
Table 6 Functional models obtained by each compared symbolic regression algorithm based on

the training set listed in Table 5

对比算法 f1 f2 模型表达式

MO–AFSA

0.0587 14 y = sin(
√
1.112 · x · cos(1.112 + π + 0.811) · x); •

0.0296 17 y = cos(1.112 + 0.5− x · cos(x · 2 + x+ x · 2)); �

0.0107 21 y = ln e

sin(
cos( x·

√
2

cos
√

e0.5
)

1.112
x

ln e1.112

)

;

0.00618744 22 y = ln esin(cos((x·(2
3−2))−x)·(x+0.5·

√√
(sinπ)3));

0.00618501 24 y = sin (|x+ ln ee
2·| sinπ·22|| · cos( x

0.5

2

+ x));

0.0050 40 y = sin(ln e
(cos(22·∥x∥+x)+

√
sin esin (sin 0.5)−(

√
∥0.618∥2
0.618

)2)·(ln cos
((0.618)2)3

π
x

+x)
);

SL–GEP[14] 0.0061693 40 y = sin (x · cos(0.618× 1.112 + ln | cos 0.811|+ x

0.618− 0.811
+

ln |0.811 · (0.5− x)|
π

x
x · x + π · 1.112

));

AFSA[16] 0.0062 48 y = sin((
|0.811|+

√
cos (0.5 + 0.618)

1.112
· |
(
√

((1.112)3)3 − 10(0.811−0.811)2) · x
0.811

|)·

cos
x

(2 · (
√
0.5)2 + sinπ)3

10 · ((cosπ)2)3 · 0.5

);

GEP[24] 0.0581 40 y = sin (sin (
cos (x · 0.5 ·

√
102)− (101.112 · e(

√√
π−π3

2
))

|
√
0.811

(
√
x)2

| · e
√

(cos (cos 0.618))3 · 0.618
));

NSGP

0.0649 27 y = cos (x · 1.112 · ln (sin (e2 + cosπ))2) · x · cos (sin (e1.112 · cos ln(x3 + 1.112)));

0.0538 43 y = sin(x · (cos(0.618 + (x · (
√

ln 2 + sin 0.618 + (1.112 + 1.112) · (10cos 0.811)2∥+

π + ln 0.811)− cos (cos (sin (ln 0.811)))))− e(ln x−2)3));

0.0529164 50 y =

sin (ln
ecos x·ln2 · 2
(
√

(ex)3)3
)

1.112
·
| sin (x · (

(

ln 10|1.112|

0.618
10π · ln |0.811|

cosx

)3

0.618
− cos (0.5 · sin 1.112)))|

0.811
;

0.0141512 59 y = sin(cos

x3

|
√

10ln ( 1.1122

10π
(x+1.112))|

|(( 0.811

cos ln 1.112
)3 + 0.618 + cos |x| − π

0.618
)2|

· x · cos((1.112|x| · eπ
2

−

|(|
√
1.112 + π|)3|) · x)).

为进一步考察本文算法MO–AFSA的收敛情况,
本文以表7列出的4个常用算例对算法进行测试,并以
反向世代距离(inverted generational distance, IGD)作
为量化算法收敛性能的指标对算法收敛性能进行考

察. 由于表7中算例问题的真实Pareto前沿无从知晓,
因而本文算法MO–AFSA对各算例分别独立运行30
次,并以所得的30个Pareto前沿中的所有非支配解作

为参考前沿 (reference front),据此计算各次运行的
IGD.

图16以盒图的形式展示了本文算法MO–AFSA在
4个算例问题上的IGD分布情况. 从图16可以看出,本
文算法MO–AFSA在各算例上的IGD分布仅产生较少
的离群点(outlier),特别是在对F1, F2, F4三个算例盒
图出现短“须”(whisker),说明IGD序列的上四分位
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数至上止点的分布也比较集中,进一步表明本文算法
MO–AFSA具有较好的收敛一致性.

图 15 符号回归算法对算例y = sin(x · cos(5x))的所得模型
在目标空间的比较

Fig. 15 Comparison of the models obtained by the symbol
regression algorithms for the example y =

sin(x · cos(5x)) in the objective-space

表 7 用于收敛性测试的符号回归标准算例
Table 7 Symbolic regression benchmarks for

convergence test

P 真实函数关系 训练样本

F1
y = 3 · (x+ 1)3 + 2 · (x+ 1)2+

(x+ 1)
U [−1, 1, 200]

F2 y = ln (x+ 1) + ln (x2 + 1) U [−1, 1, 200]

F3 y = sin x+ sin(x+ x2) U [−1, 1, 200]

F4 y =
√
x U [0, 4, 200]

备注 U [a, b, c]表示从区间[a, b]上以均匀分布从函数上

随机选取c个样本

图 16 MO–AFSA对表7中4个benchmark问题的IGD值
Fig. 16 Corresponding IGD-value of MO-AFSA when

solving the benchmarks listed in Table 7

5 讨讨讨论论论

5.1 模模模型型型的的的选选选择择择

本文算法MO–AFSA是以多目标优化的方式对能
够拟合训练样本的潜在函数模型进行批量输出,与
GEP, SL–GEP, AFSA等已有符号回归算法相比,其显
著优势在于MO–AFSA能够批量输出高质量的潜在函
数模型以供选择.然而,如何从获得的Pareto前沿上选
取一个折衷解仍是一个开放性的问题.本节提出一个
可能的折衷解的选取方法并就此进行讨论.

在Pareto前沿上的非支配解中,一些潜在函数模型
通过容忍较大的拟合误差来简化模型结构,另一些则
通过提高模型复杂度来抑制拟合误差. 本文倾向于选
择2个目标函数间最划算的折衷. 根据边际效用递减
规律,任何一个目标函数都不应被过分偏好.由于整
个目标空间被其原点(0, 0)支配,可将目标空间原点
(0, 0)视作一个基准点. 当一个潜在函数模型仅倾向于
最小化一个优化目标而不是对两个优化目标进行平

衡,则该潜在函数模型一定远离基准点. 基于这样的
认知,本文建议在Pareto前沿上选取距离目标空间原
点(0, 0)欧式距离最短的非支配解作为最终模型输出.
考虑到拟合误差与模型复杂度在量级上的显著差异

可能会影响对两个目标的偏好,笔者建议在使用前述
方法对非支配解进行选取之前应首先根据式(5)对目
标空间进行归一化,其中: Tright表示Pareto前沿最右
侧的解, Tleft表示Pareto前沿最左侧的解, Ti表示要归

一化的解.

需要强调的是,如何从Pareto前沿上选取一个合适
的折衷解在很大程度上取决于具体的应用场景. 上述
方法仅作为一个通用的可替换方案给出.

F1(Ti) =
f1(Ti)− f1(Tleft)

f1(Tright)− f1(Tleft)
,

F2(Ti) =
f2(Ti)− f2(Tright)

f2(Tleft)− f2(Tright)
.

(5)

5.2 内内内存存存开开开销销销的的的降降降低低低

本文算法MO–AFSA在对语法树进行编码表达时
采用了二叉堆结构. 该结构在表达语法树时具有优良
的遗传稳定性,有利于合理语法分支的遗传和继承.
此外,由于从二叉堆编码的任意键值i处可直接根据

(2i+ 1)和(2i+ 2)访问其后继节点,因而解码可从根
节点出发并以递归方式完成,避免了采用ORF串时必
须首先确定有效串长的计算负担. 以上优点是以较大
的内存开销为代价. 具体说来,要得到一个深度为h的

语法树,需要一个容量为V = (2h− 1)的二叉堆. 同
样深度的语法树,采用二叉堆编码的内存开销高于
ORF串编码. 针对这一问题,本文的观点是: 一方面,
目前各种计算平台的内存资源已十分富余,不会造成
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资源瓶颈;另一方面,即使对于内存资源稀缺的应用
场景,亦可采取多树表达策略(multi-tree-based expre-
ssion)减缓二叉堆编码对内存的消耗,即: 利用多个语
法树以级联耦合的方式实现深度语法树的表达.这一
策略已在GEP[12]中广泛应用,因而可在本文算法
MO–AFSA中直接使用,从而显著降低算法的内存开
销.

5.3 参参参数数数的的的选选选择择择

本文提出的MO–AFSA涉及多个参数,本小节就
这些参数的设置进行简要讨论.

1) 种群规模Pn.

MO–AFSA对解空间的搜索依赖于人工鱼个体间
的协作,因而要求人工鱼种群具备一定的规模. 以表7
中F1为算例,分别测试本文算法MO–AFSA在种群规
模Pn分别取8, 14, 20, 40, 60, 80, 100时的收敛性能.
具体做法是保持其余参数不变,对种群规模Pn的不

同取值,将本文算法分别独立运行30次并计算本文算
法在不同Pn下的IGD值.图17以盒图的形式对测的
结果进行了展示. 可以看出,种群规模Pn小于20的情
况下,收敛性能不佳,这是因为过小的种群规模难以
有效形成群体智能;而当种群规模Pn取值达到20以
上时,算法能够保证较好的收敛性能.不过,考虑到过
大的种群规模同时会增加算法耗时, Pn的合理取值

范围一般在20至60之间.

图 17 MO–AFSA的参数Pn对算法收敛性能的影响

Fig. 17 Influence of parameter Pn of MO–AFSA on

convergence performance

2) 抽样次数Tn.

Tn是人工鱼对其所在邻域进行随机抽样搜索的次

数上限.为讨论Tn对本文算法MO–AFSA收敛性能的
影响,同样以表7中F1为算例,测试算法在Tn各取值

下的IGD值,如图18所示. 不难看出,当Tn较小时,人
工鱼对其所在邻域的勘探并不十分充分,因而算法未
能达到较好的收敛性能;而当Tn > 3000时,算法收敛
性能较好,这主要得益于人工鱼对其所在邻域勘探强
度的提高. 需要强调的是, Tn只是抽样次数的上限,并

不是实际抽样次数,种群中多数人工鱼在觅食过程中
进行随机抽样的次数实际远小于Tn次. 根据经验,
Tn合理的取值范围在3000至6000之间.

图 18 MO–AFSA的参数Tn对算法收敛性能的影响

Fig. 18 Influence of parameter Tn of MO–AFSA on

convergence performance

3) 随机步长范围[minStep, maxStep].

随机步长范围本质上是两个参数,分别限定了人
工鱼移动步长的上、下限.为了验证随机步长范围对
本文算法MO–AFSA收敛性能的影响,仍以表7中F1
为算例,将算法在不同步长范围下的IGD分布情况以
盒图形式绘制于图19. 可以看出,算法在随机步长范
围取[1, 2], [2, 4], [3, 6]时较好,这与最优化理论的一
般性结论相吻合,即: 小步长的细粒度搜索有利于获
得高质量解,而大步长的粗粒度搜索则易使算法在极
值区域震荡并停滞. 不过,考虑到过小的步长可能减
缓的收敛速度,本文倾向于将步长范围设在区间[3, 6],
即minStep = 3和maxStep = 6.

图 19 MO–AFSA的随机步长范围[minStep, maxStep]对算法
收敛性能的影响

Fig. 19 Influence of stepsize range [minStep, maxStep] of

MO–AFSA on convergence performance

4) 小生境容量(2r + 1).

小生境的存在有助于提高局部种群的多样性. 图
20以盒图形式展示了在小生境容量(2r + 1)的不同取
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值下本文算法MO–AFSA对表7中F1算例进行求解时
的IGD分布情况. 可以看出,当取(2r + 1) 6 7时,也
即当r = 3时,算法收敛性能较好.仿真中Pn = 40,
因此小生境容量约为种群规模的1/6.

图 20 MO–AFSA的小生境容量(2r + 1)对算法收敛

性能的影响

Fig. 20 Influence of niche volume (2r + 1) of MO–AFSA on

convergence performance

尽管本文提出的MO–AFSA在编码方法、行为
算子的实现方法等诸多方面已显著区别于传统

AFSA[21],并且引入了蒙版、小生境等概念,但并未颠
覆传统AFSA的一般范式,算法仍然通过个体底层行
为的执行涌现群体智能,因而其参数设置原则与一般
AFSA并无显著不同.此外,提出的MO–AFSA对其参
数并不十分敏感,因此可在相对宽泛的范围内取值.

6 结结结论论论

本文聚焦于现有符号回归算法仅最小化拟合误差

而忽略模型结构简化的问题,提出了一种基于多目标
人工鱼群算法的符号回归方法. 算法将拟合误差与模
型复杂度同时作为目标函数对模型进行优化. 针对
ORF串编码对语法树表达不稳定且在解码时需预先
计算有效编码长度等缺点,采用二叉堆结构对语法树
进行存储与表达,不仅使语法树的优良分支得以稳定
地遗传和继承,而且方便了解码. 本文在引入蒙版、邻
域、小生境、拥挤度等概念的基础上,定义了随机游
动、觅食、追尾、逃脱等人工鱼行为算子. 通过详实的
算例测试及横向对比,验证了提出算法解决符号回归
问题的有效性和优越性. 此外,本文也对从Pareto前沿
上选取折衷解的方法以及降低算法内存开销的方法

进行了讨论.本文研究适用于根据观测数据对变量间
耦合关系进行辨识和构建,从而发现系统运行规律或
事物内在联系的数据驱动建模场景.
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