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摘要:针对非线性机械臂系统中难以权衡控制能量与控制误差比重的最优控制问题,本文提出一种基于自适应
径向基函数(RBF)神经网络二阶段叠加优化的双二次泛函最优求解模型,实现在非线性机械臂控制系统中用不大
的控制能量来保持较小的控制误差的综合最优控制.在本文所提模型中,首先设计一种线性误差函数,作用于非线
性控制方程,并采用自适应RBF网络逼近非线性控制方程中存在的不确定项,构成闭环反馈系统,实现对非线性系
统的最优控制;其次,将待求参数复合成双二次泛函的解域,并设计一种新型的类递归神经网络求解该带约束条件
的双二次型模型,实现模型求解的快速收敛并得其解.通过理论分析及数值仿真实例验证了所提模型能有效提高非
线性系统的控制精度、稳定性、鲁棒性及自适应性,从而实现非线性系统的综合最优控制.
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Adaptive radial basis function neural network bi-quadratic functional
optimal control for manipulators
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Abstract: In this paper, a double quadratic optimal functional solution model based on neural network two-stage su-
perposition optimization is proposed to solve the optimal control problem in non-linear manipulator systems where it is
difficult to balance the control energy and the proportion of control errors. In the non-linear manipulator control system,
the comprehensive optimal control is realized, which uses little control energy to keep the smaller control error. In the
model proposed in this paper,firstly, a linear error function is designed to act on the non-linear governing equation, and the
uncertainties in the non-linear governing equation are approximated by radial basis function(RBF) network adaptively to
form a closed-loop feedback system to realize the optimal control of the non-linear system. Secondly, the parameters to be
solved are combined into the solution domain of the bi-quadratic functional, and a new type of recursive neural network is
designed to solve the bi-quadratic model with constraints, so as to realize the fast convergence and obtain the solution of
the model. The results of theoretical analysis and numerical simulation show that the proposed model can effectively im-
prove the control accuracy, stability, robustness and self-adaptability of the non-linear system, thus realizing the integrated
optimal control of the non-linear system.
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1 引引引言言言

随着工业自动化的不断发展,动态系统的最优控
制得到了迅速发展并取得了显著成效. 最优控制是使
被控系统的性能指标实现最优化的一种综合策略,可
概括为:对一个受控的动力学系统或运动学过程,设

计最佳的控制策略,使系统的运动在由某个初始状态
转移到指定的目标状态的同时,其性能指标(称为泛
函)值为最优. 最优控制问题广泛存在实际的生产中,
例如,对于行星着陆器的动力下降阶段的控制问题,
期望对参考轨迹的跟踪效果优良以及燃料消耗最少;
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对于机械臂系统的控制问题,期望机械臂系统的跟踪
误差越小越好[1]等.
针对非线性双二次型目标泛函由跟踪误差及控制

动作规律共同决定的问题,其控制规律具有时变、多
输入变量、强耦合及动态震荡等特性,如何在系统控
制过程中使用不大的控制量来保持较小的跟踪误差

成为了影响控制系统泛函关键因素之一.近年来,针
对非线性系统的控制规律的设计成为了国内外学者

研究热点,如精确线性化[2–3]、自适应控制[4–5]、滑模

控制[6–7]、模糊控制[8–9]、反演控制[10] 及神经网络控

制[11–13]等. 文献[14]针对单输入单输出非线性系统,
提出自适应最优控制法,实现自适应动态规划及动态
面技术,文献[15–16]针对非线性系统设计自适应神经
网络前馈控制器,解决状态反馈最优控制问题,等等.
以上文献提高了控制器的自适应最优控制.而文献
[17–18],通过引入额外的神经元,并作用于动态拉格
朗日乘子,实现约束二次型优化问题的最优求解;文
献[19–20]使用不连续的硬限制激活函数,实现对二次
规划模型的优化求解. 但以上所述文献未对双二次型
泛函中二次项系数权衡比重问题展开研究,即控制能
量和控制误差的权值比重问题.本文针对机械臂控制
系统最优问题提出一种新型的二阶段叠加优化的双

二次型最优泛函求解模型,在控制精度、收敛性、计算
复杂度及数值稳定性等方面进行了优化,同时实现非
线性系统中用不大的控制量来保持较小的控制误差

的最优控制目标.
在本文中,如图1所示为基于非线性多关节机械臂

系统.

图 1 多关节机械臂系统

Fig. 1 Multi-joint robotic arm system

首先,在控制器的设计方面,设计一种线性误差函
数,作用于非线性控制方程,并采用径向基函数(RBF)
神经网络自适应逼近非线性控制方程中存在的不确

定项,构成闭环最优反馈系统.在自适应激励函数
的设计上,本文对比分析了常见的Gaussian函数、
Sigmoid函数及Tan-Sigmoid函数,理论分析及数值验
证了激励函数为Gaussian函数的RBF网络能有效避免
局部极值,提高自适应稳定性;其次,引入一种新型的
类递归神经网络[21]求解带约束条件的双二次规划问

题,对比现有求解模型,例如基于拉格朗日神经网
络[22]、基于梯度的神经网络[23]及双神经网络[24]

等. 本文理论分析及数值实例仿真验证了所提模型有
效提高非线性系统的控制精度、稳定性、鲁棒性及自

适应性. 实现在非线性系统中用不大的控制量来保持
较小的控制误差的非线性双二次型泛函最优控制.

本文的主要贡献有:

1) 针对实现最优控制的核心问题,主要实现以下
3个目的: 其一,保持系统从初始态到末端态时系统实
际状态紧跟系统理想状态变化,即保持跟踪误差趋于
0值附近的控制跟踪目的;其二,通过限制系统控制动
作矢量的幅值及平滑性来保证系统的稳定运行,即降
低系统实现代价的节能目的;其三,设计自适应逼近
控制律及双二次型求解模型,实现稳定逼近及快速收
敛,即系统控制律的稳定逼近及快速收敛的目的.

2) 针对非线性机械臂控制系统,设计一种线性误
差函数,作用于非线性控制方程,并采用一种基于神
经网络自适应逼近控制器,构成全局稳定的闭环反馈
系统,实现线性函数对非线性系统的控制目的.

3) 对比不同的激励函数自适应算法逼近控制律,
理论说明及数值仿真验证了采用基于Gaussian函数
RBF神经网络,可以达到快速学习并避免局部极值的
目的,有效提高系统的控制精度、稳定性、鲁棒性及自
适应性.

4) 设计复合双二次规划模型,将待求参数复合成
一个未知矢量,同时本文设计一种新型的类递归神经
网络求解法[21]求解待带约束的双二次规划模型,有效
提高了有限时间收敛速度,实现本文所述模型对非线
性系统的最优控制目的.

本文行文组织结构为:首先,双二次型目标泛函最
优控制描述及机械臂动力学方程的建立;其次,神经
网络自适应逼近控制器的设计;再次,双二次型泛函
模型的构建与求解;最后,基于二关节机械臂控制系
统数值仿真验证本文所提模型.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 双双双二二二次次次型型型最最最优优优控控控制制制描描描述述述及及及机机机械械械臂臂臂动动动力力力学学学方方方程程程

的的的建建建立立立

1) 连续时间非线性双二次型目标泛函为

J =
1

2

w tf

t0
[ëT(t)M1ë(t) + uT(t)M2u(t)]dt, (1)

式中: M1∈Rn×n, M2∈Rn×n且M1 = MT
1 > 0, M2

= MT
2 > 0为加权矩阵; ë(t) ∈ Rn×1为跟踪误差矢

量; u(t) ∈ Rn×1为最优控制动作矢量; t0和tf分别表

示初始状态时刻及末端状态时刻; ëT(t)M1ë(t)表示

控制过程中状态偏差; uT(t)M2u(t)表示控制过程中

所消耗的控制能量.

2) 设计n关节机械臂动力学方程为
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W (θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ +G(θ) + Ff(θ̇) + τd = τ ∗,

(2)

式中: θ ∈ Rn为广义节点位置坐标矢量; θ̇ ∈ Rn, θ̈ ∈
Rn分别为广义速度矢量及加速度矢量; W ∈ Rn×n为

关节空间动力学模型的惯性矩阵; C ∈ Rn×n表示离

心力、法向力和哥氏力之和; G ∈ Rn×1表示为重力

项; τd ∈ Rn×1为其他未知外加扰动; τ ∗ ∈ Rn为动力

学控制输入.

2.2 自自自适适适应应应神神神经经经网网网络络络逼逼逼近近近控控控制制制器器器设设设计计计

1) 控制器的设计.

定义θ的跟踪函数为

e(t) = θd(t)− θ(t), (3)

式中θd(t)为理想状态下的广义节点位置坐标矢量,则
ė(t) = θ̇d(t)− θ̇(t), ë(t) = θ̈d(t)− θ̈(t).

定义线性误差函数为

r(t) = Kdė(t) +Kpe(t), (4)

式中Kd = KT
d > 0, Kp = KT

p > 0为增益矩阵. 联
立式(1)–(4)得

θ̇ = θ̇d −K−1
d r +K−1

d Kpe, (5a)

WK−1
d ṙ =

WK−1
d (Kdθ̈d +Kpė−Kdθ̈) =

W (θ̈d +K−1
d Kpė) + C(θ̇d +K−1

d Kpe) +

G+ Ff − CK−1
d r − τd − τ ∗. (5b)

令f(q)为

f(q) = W (θ̈d +K−1
d Kpė) + C(θ̇d +

K−1
d Kpe) +G+ Ff , (6)

式中q = [e ė θd θ̇d θ̈d]
T为系统输入量.

设计控制律为

τ ∗ = f̂ +Kvr, (7)

式中f̂为采用RBF神经网络对f进行自适应逼近值.联
立式(6)及式(7),则式(5b)可化为

WK−1
p ṙ = (f − f̂)− (CK−1

d +Kv)r + τd. (8)

设计定义Lyapunov函数为

L =
1

2
rTWK−1

d r, (9)

得

L̇ = rTWK−1
p ṙ +

1

2
rTẆK−1

p r =

1

2
rT(ẆK−1

p r − 2CK−1
d − 2Kv)r +

rT(f − f̂ + τd). (10)

则可知系统稳定性主要取决于f − f̂ + τd,即f̂对

f的逼近误差及其他干扰项τd的大小.

2) 自适应RBF神经网络逼近及稳定性分析.

注注注 1 正则化径向基函数神经网络由3层组成: 第1层

是由输入节点组成,输入节点的个数等于输入向量x的维数;

第2层为隐含层,是由直接与输入节点相连接的节点组成,一

个隐含节点对应一个训练数据点,其个数与训练数据点的个

数相同;第3层为输出层,包括若干个线性单元,每个线性单

元与所有的隐含节点相连,即表示为网络的最终输出是由各

个隐含节点输出的线性加权和.其网络如图2所示.

图 2 RBF神经网络结构

Fig. 2 RBF neural network structure

设计激励函数为Gaussion函数的RBF神经网络对
式控制系统进行RBF自适应逼近,如图3所示,基于
Gaussion函数的RBF神经网络算法为

y = Γδ(x) =
n∑

i=1

Υijϕ(∥x− ci∥2), j = 1, · · · , p, (11a)

ϕ(∥x− ci∥) = e−
∥x−ci∥2

2σ2 . (11b)

式中: x为RBF神经网络的输入信号, ci和σ分别为

RBF网络隐节点中心向量及标准化常数.

图 3 采用RBF自适应逼近

Fig. 3 Using RBF adaptive approximation

采用基于Gaussion函数为激励函数的RBF神经网
络自适应逼近训练式(6)中f(q),则输出自适应逼近
值f̂(q)为

f̂(q) = Γ̂Tδ(q). (12)

将式(12)代入式(7)得逼近控制律为

τ̂ = Γ̂Tδ(q) +Kvr + s. (13)

式中: Γ̃ = Γ − Γ̂ ,上标“∧”符号表示自适应逼近值;
s为采用RBF神经网络逼近所产生的误差. 将τ̂代入
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式(8)可化为

WK−1
p ṙ =

[f − Γ̂Tδ(q)]− (CK−1
d +Kv)r + τd − s.

(14)

令Lyapunov函数为

L =
1

2
rWK−1

p r +
1

2
tr(Γ̃TF−1Γ̃ ), (15)

则

L̇ =

rWK−1
p ṙ +

1

2
rTẆK−1

p r + tr(ΓTF−1 ˙̃Γ ) =

1

2
rT(ẆK−1

p − 2V K−1
d )r − rTKvr +

rT(τd − s) + trΓ̃T(F−1 ˙̃W + δrT). (16)

设计RBF网络自适应律为
˙̃Γ = −ZδrT,

˙̂
Γ = ZδrT, (17)

式中: 缩放因子Z = diag{z1, z2, · · · , zn}, z1, z2,
· · · , zn为常量,则

tr Γ̃T(Z−1 ˙̃W + δrT) = 0. (18)

设计控制误差s = (sn + sd)sgn r,则式(16)可化
为

L̇ = −rTKvr +
1

2
rT(ẆK−1

p − 2CK−1
d )r +

rT[(τd − (sn + sd)sgn r] < 0. (19)

根据LaSalle不变集原理, Lyapunov函数收敛,得
证系统稳定.

3) 针对f(q)整体中各项分别自适应RBF逼近.

控制律如式(13)所示,其中被控对象中f(q)如式

(6)所示,采用RBF网络对f(q)中各项分别进行逼近,
得

Ŵ (θ) = ΓT
WδM(θ), Ĉ(θ, θ̇) = ΓT

C δC(θ, θ̇),

Ĝ(θ) = ΓT
G δG(θ, θ̇), F̂ (θ̇) = ΓT

F δF(θ̇),
(20)

式中: ΓΘ为网络自适应律, δΘ为其激活函数,如式
(11b)所示,其Θ分别代表M ,C,G,F ,求得自适应逼
近估计值分别为M̂ , Ĉ, Ĝ, F̂ ;此处神经网络输入信号
为x = θ, x = θ̇或(θ, θ̇),求得其自适应逼近值.则式
(6)中f(q)的自适应逼近值f̂(q)为

f̂(q) = Ŵ (K−1
p Kdθ̈d + ė) +

Ĉ(θ̇d +K−1
d Kpe) + Ĝ+ F̂ . (21)

综上所述,控制系统逼近控制律如式(13)所示,
RBF网络自适应逼近律如式(17)所示,则自适应逼近
状态下的机械臂动力学方程式(2)可化为

Ŵ (θ)θ̈ + Ĉ(θ, θ̇)θ̇ + Ĝ(θ) + F̂f(θ̇) + τd = τ̂ .

(22)

4) BP网络及RBF网络设计逼近器对比.

从理论上而言, BP网络和RBF网络类似,都可以
任意精度逼近任何非线性函数,两者的主要区别为在
非线性映射上采用了不同的作用函数,其逼近性能也
不同.

若设计基于Sigmoid函数或Tan-Sigmoid作为激活
函数的BP网络,则式(11b)变更为

ϕSigmoid(x) =
1

1 + e−x
(23a)

或

ϕTan-Sigmoid(x) =
2

1 + e−2x
− 1. (23b)

如图4所示, Sigmoid函数的特点是将(−∞,+∞)

范围内的数据映射到有限区间(0, 1), Sigmoid函数将
偏离原点区域的数据压缩,而靠近原点区域的数据则
被放大,经Sigmoid函数处理之后,绝对值大的数据变
为更加接近,而绝对值较小的数据则由于区间被放大
显着更为稀疏.而Tan-Sigmoid函数将输出限定在有
限区间(−1, 1)之内(如图4所示). 从理论上来看, BP
网络中激励函数采用Sigmoid函数或Tan-Sigmoid函
数,其两者函数值在输入空间中无限大范围内为非零
值,即作用函数为全局的. 而RBF网络采用的激励函
数为Gaussion函数(如图4所示),其函数在无限大范围
内趋近于零,即作用函数是局部的. 综上所述,通过如
图4所示对比可知,采用Gaussion函数作为隐含层激
励函数的RBF网络具备收敛速度快、稳定性好、唯一
逼近、无局部极小值等优点.

(a) 原始数据

(b) 经Sigmoid激活函数处理后

(c) 经Tan-Sigmoid激活函数处理后
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(d) 经Gaussian激活函数处理后

图 4 Sigmoid函数、Tan-Sigmoid函数及Gaussian函数训练原
始数据对比效果

Fig. 4 Contrast effect of training original data of Sigmoid

function, Tan-Sigmoid function and Gauss function

2.3 双双双二二二次次次型型型性性性能能能泛泛泛函函函指指指标标标

1) 二次型目标泛函约束方程的建立.
设计自由度为n的多机械臂系统控制方程为

τj = Pu,其中u为如式(1)所示的最优控制动作矢量
(待求矢量), P ∈ R1×n为将控制动作矢量u映射到广

义空间的线性变换.则:
机械系统参考控制动作值为

τ̂ = Pu+ FTλ1, (24)

式中: F为如注2所示,由动力学机械系统约束引起的
雅可比约束; λ1为比例缩放因子. 联立式(22)和式(24)
并代入ë(t) = θ̈d(t)− θ̈(t)得

Ŵ (θ)θ̈d + Ĉ(θ, θ̇)θ̇ + Ĝ(θ) + F̂f(θ̇) + τd =

Ŵ (θ)ë+ Pu+ FTλ1. (25)

注注注 2 以二关节机械臂系统为例,关节末端节点位置
直角坐标(x, y)与关节角位置(θ1, θ2)关系,即速度级(正向)运
动学方程及逆运动学方程 [25].

如图5所示为二关节为例的运动学示意图,其运动学方程
为 {

x = l1 cos θ1 + l2 cos(θ1 + θ2),

y = l1 sin θ1 + l2 sin(θ1 + θ2).
(26)

图 5 二关节机械臂运行学示意图
Fig. 5 Operational schematic diagram of two-joint

manipulator

1) 加速度级运动学方程.

对式(26)两边分别对时间t求导得其操作速度和广义关节

速度关系为

[
ẋ

ẏ

]
=

[
−l1 sin θ1−l2 sin(θ1+θ2),−l2 sin(θ1+θ2)

l1 cos θ1+l2 cos(θ1+θ2), l2 cos(θ1+θ2)

][
θ̇1

θ̇2

]
,

(27a)

即速度级(正向)运动学方程为Ẋ = F q̇,此处Ẋ为末端(x, y)

速度矢量, F为雅可比矩阵, q̇为关节速度.则雅可比矩阵F为

F =

[
−l1 sin θ1 − l2 sin(θ1 + θ2),−l2 sin(θ1 + θ2)

l1 cos θ1 + l2 cos(θ1 + θ2), l2 cos(θ1 + θ2)

]
.

(27b)

2) 逆运动学方程.

对式(26)求其平方和:

x2 + y2 = l21 + l22 + 2l1l2 cos θ2, (27c)

得

θ2 = cos−1(
x2 + y2 − l21 − l22

2l1l2
). (27d)

令

p1 = arctan
y

x
, p2 = arccos

x2 + y2 + l21 − l22

2l2
√

x2 + y2
, (27e)

则

θ1 =

{
p1 − p2, θ2 > 0,

p1 + p2, θ2 6 0.
(27f)

如注2所示,根据机器人学动力学相关理论[25]可

得: 对于n自由度, m个末端运动参数(n > m)的机械

臂运动系统,其加速度级运动学方程为

Ẍ = F θ̈ + Ḟ θ̇. (28)

在本控制系统设计中,其机械臂关节末端速度
(vx, vy)保持匀速运动,令机械臂关节末端加速度
Ẍ = (v̇x, v̇y) = 0,则设计系统正向运动学方程为

F θ̈ + Ḟ θ̇ = 0. (29)

联立ë = θ̈d − θ̈,得

F ë = F θ̈d − Ḟ θ̇. (30)

由式(1)连续时间非线性双二次型目标泛函得
dJ

dt
=

1

2
ëT(t)M1ë(t) +

1

2
uT(t)M2u(t). (31)

1) 等式约束条件为
Ŵ (θ)ë+ Pu+ FTλ1 =

Ŵ (θ)θ̈d + Ĉ(θ, θ̇)θ̇ + Ĝ(θ) + F̂f(θ̇) + τd,

F (θ)ë = F (θ)θ̈d − Ḟ (θ)θ̇,

(32)

式中ë, u分别为如式(1)中所示跟踪误差矢量及最优控
制动作矢量.

2) 不等式约束条件为

0 6 Pu+ FTλ2 6 τ̂ = f̂ +Kvr − s. (33)

其物理意义为机械系统非零控制动作矢量与电机

正常反应和摩擦力所引起的动作矢量应小于控制律,
通过限制系统控制动作矢量的幅值间接体现最优控
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制的目的. 其中τ̂为式(13)所求数值.

2) 双二次型性能泛函指标模型的建立.

连续时间非线性双二次型性能目标泛函可抽象为

二次规划的复合(双二次型)求解问题
min

1

2
xTMx,

s.t. Ax = b,

l 6 Ex 6 h,

(34)

式中: M ∈ Rn为正定矩阵; Ax = b为等式约束, A ∈
Rm×n, b ∈ Rn; l 6 Ex 6 h为 不 等 式 约 束, E ∈
Rj×n, h ∈ Rl, l ∈ Rj, h∈Rj, m<n, h> l; x=[ëT

uT λT]T. 则

A =

[
Ŵ P κ1F

T

F 0 0

]
,

b =

[
Ŵ θ̈ + Ĉθ̇ + Ĝ+ F̂f + τd

F θ̈d + Ḟ θ̇

]
,

E = [0 P κ2F
T], l = [0], h = [f̂ +Kvr − s].

式中: κ1, κ2为调节比例因子, 0为零向量.

3) 双二次型模型的求解.

根据其拉格朗日乘子法KKT条件[26],式(34)中不
等式约束条件等价于l − Ex < 0, Ex− h < 0,则求
解式(34)等价于求解

Mx+ATλ+ETµ = 0,

Ax = b,

Ex = l, µ < 0,

l 6 Ex 6 h, µ = 0,

Ex = h, µ > 0.

(35)

设存在饱和函数g(ρEx+ µ),使得∃ρ > 0,使得

ρEx = g(ρEx+ µ) =


ρl, x > ρl,

ρEx, ρl 6 x 6 ρh,

ρh, x < ρh.

(36)

令M为正定矩阵且矩阵A满秩,求解拉格朗日方
程可得

x =

−[M−1 −M−1AT(AM−1AT)−1AM−1]ETµ+

M−1AT(AM−1AT)−1b,

λ =

−(AT)−1µ− (AT)−1WA−1 =

−[(AM−1AT)−1AM−1ETµ+ (AM−1AT)−1b].

(37)

由式(37)可知AM−1AT可逆,则 rank(AM−1AT) =

rank(A)且满秩. 令

{
S1 = M−1 −M−1AT(AM−1AT)−1AM−1,

S2 = M−1AT(AM−1AT)−1b,

(38)

得
x = −S1E

Tµ+ S2. (39)

将式(39)代入饱和函数式(36)得

g(ρEx+ µ) =

g[(I − ρES1E
T)µ+ ρES2] =

ρES1E
Tµ+ ρES2. (40)

使用一层神经网络训练式(40)得关于µ的状态方

程为

εµ̇ = −sigr{g[(I − ρES1E
T)µ+ ρES2] +

ρES1E
Tµ− ρES2}, (41)

式中: ε为比例缩放因子, sigr定义为

y = sigr(x) =


−|x|r, x < 0,

0, x = 0,

|x|r, x > 0,

(42)

式中: r ∈ R, 0 < r < 1;当r = 1时, y = x为一次函

数;当r = 0时, y = sgnx为符号函数.

注注注 3 如图6所示为y = x, y = sgnx, y = sigr(x),其

中: r=0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8; sgnx意为符号函数. 当x>0时,

sgnx = 1;当x = 0时, sgnx=0;当x<0时, sgnx=−1. y =

sigr(x)函数在0 < r < 1为连续光滑函数,且其发散速度随

着r的增大而加快;当r → 0时, yr→0 = sigr(x)接近于不连

续的符号函数sgnx;当r = 0时,该函数为符号函数.

图 6 y = x, y = sgnx和y = sigr(x), r =

0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8的对比

Fig. 6 Comparisons of y = x, y = sgnx and y = sigr(x),

r = 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8
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引引引理理理 1 [27] 假设M ∈Rn×n且M ≻ 0, A ∈ Rm×n

(m < n)且A满秩,即rank(A) = m, E ∈ Rj×n,则
式(38)存在

E(M−1 −M−1AT(AM−1AT)−1AM−1)ET > 0.

(43)

4) 双二次型收敛性分析.

引引引理理理 2 [21] 设ES1E
T的最大及最小特征值分别

为ε1, εq,式中: E ∈ Rj×n, S1 = ST
1 ∈ Rn×n. 令

A = D(I − ρES1E
T) + ρES1E

T, (44)

式中: D = diag{d1, d2, · · · , dq} ∈ Rq×q且di ∈ R, 0
6 di 6 1 (i = 1, 2, · · · , q); I为适当维度的单位矩阵;
ρ ∈ R, 0 6 ρ 6 2/εq,则

A+AT > ρε1I

及

x(A+AT)x > ρε1x
Tx, ∀x ∈ Rn

成立,并且x(A+AT)x = 0, S1E
Tx = 0成立. 综上,

当ε > 0, 0 < r < 1, 0 6 ρ 6 2/εq时, Lyapunov函数

收敛,得证系统稳定. 若µ0为

g[(I − ρES1E
T)µ+ ρES2]+

ρES1E
Tµ− ρES2 = 0 (45)

的解,则该神经网络收敛.

如果矩阵ES1E
T满足满秩条件,则该神经网络会

收敛,收敛时间不超过

2ε
∥∥g[(I − ρES1E

T)µ+ ρES2)] + ρES1E
Tµ− ρES2

∥∥1−r

1+r

ρε1(1− r)
. (46)

3 仿仿仿真真真实实实例例例与与与分分分析析析

3.1 仿仿仿真真真实实实例例例

二关节机械臂系统动力学方程为

W (θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ +G(θ) + Ff(θ̇) + τd = τ,

其中:

W (θ) =

[
a1 + 2a2 cos θ2 a3 + a2 cos θ2

a3 + a2 cos θ2 a4

]
,

C(θ, θ̇) =

[
−a2θ̇2 sin θ2 −a2(θ̇1 + θ̇2) sin θ2

a2θ̇1 sin θ2 0

]
,

G(θ) =

[
a5g cos θ1 + a6g cos(θ1 + θ2)

a6g cos(θ1 + θ2)

]
,

Ff(θ̇) = 0.2θ̇ + 0.3sgn θ̇,

τd = [0.05 sin t 0.05 sin t]T.

式中: g = 9.8为重力加速度; A = [a1 a2 a3 a4 a5

a6],其值的大小是与臂长臂重有关的物理量,取A =

[3.6 0.5 1.3 0.7 6.0 0.7];取自适应RBF网络中c, σ
分别为

c =
−0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

−0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

−0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

−0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

−0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

 ,

2σ2 = 9.

取自适应RBF网络输入θd为

θd = [0.2cos t 0.2sin t]T,

则输入

{
θ̇d = [−0.2sin t 0.2cos t]T,

θ̈d = [−0.2cos t − 0.2sin t]T.

系统广义节点位置实际坐标矢量θ初始值为随机

生成,在此取θt=0 = [0.2 0]T,则θ̇t=0 = [−0.2 0]T;
取自适应律因子Z = diag{z1, z2, · · · , zn}中z1 =

z2 = · · · = zn = 1.5,此处n = 9,该值与c取值有关,
控制律参数取

Kd = diag{2, 2}, Kp = diag{3, 3},
Kv = diag{5, 5}.

误差项s中取εN = 0.2, εd = 0.1,雅可比约束矩
阵为

F =[
−b1 sin θ1−b2 sin(θ1+θ2) −b2 sin(θ1+θ2)

b1 cos θ1+b2 cos(θ1+θ2) b2 cos(θ1+θ2)

]
,

式中B = [b1 b2]为与二杆机械臂臂长有关的物理量,
取B = [1.0 1.2].

在二次模型求解中,取κ1 = 1, κ2 = 1.6,取

W = diag{w1I2×2, w2I2×2, w3I2×2}.

取w1=w2=w3=1,取状态方程比例因子 ε=10−9,

r = 0.8, ρ = 0.03进行数值模拟仿真.

如图7所示为关节1和关节2的角度跟踪及角速度
跟踪. 初始阶段,随机初始状态角度及角速度产生了
震荡状态,在本实例仿真中,产生较大扰动震幅的主
要原因是RBF网络隐含节点的中心向量ci及标准化常

数σi的取值相关联,而中心向量和标准化常数的取值
及求解问题,目前作为一个困难问题[28],本文未对其
展开讨论;随后阶段,当趋势趋于平稳状态时与理想
值趋于吻合,验证了系统的稳定性.
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(a) 关节1的角度跟踪 (b) 关节2的角度跟踪

(c) 关节1的角速度跟踪 (d) 关节2的角速度跟踪

图 7 关节1及关节2的角度跟踪和角速度跟踪

Fig. 7 Position tracking and speed tracking for link 1 and 2

如图8所示为如式(2)所示机械臂动力学方程中
W , C, G, Ff的理想状态下输入及如式(22)所示基于
Gaussian的RBF网络自适应逼近输入数值跟踪曲线,

通过图8可以看出,其各参数、各维度趋于平稳状态
时,其理想数值吻合度较好,再次验证了本文所述
系统模型的稳定性.
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图 8 动力学方程中W矩阵、C矩阵、G矩阵、Ff矩阵数值跟踪

Fig. 8 The numerical tracking of W matrix, C matrix, G matrix, Ff matrix in kinetic equation

通过如图9所示为关节1和关节2的动力学方程的
控制输入,其曲线趋于平稳.

如图10所示为f(q)跟踪及RBF自适应逼近f̂(q),
其曲线自适应逼近效果良好.通过图 9和图 10表明采
用激活函数为Gaussion函数的RBF网络对非线性函数
具有较好的自适应逼近性能,其所设计出的控制器具
备良好的泛化能力,实现对未知干扰项具有较好的自
适应逼近,有效提高控制精度、稳定性、鲁棒性及自适
应性.

如图11所示,对于选取不同的激励函数所设计出
的控制律有不同的自适应逼近性能,通过对比采用
Sigmoid函数、Tan-Sigmoid函数及Gaussian函所设计
出的控制器拟合曲线可知,采用Gaussian函数作为隐
含层中激励函数的RBF网络具备收敛速度快、稳定性
好、唯一逼近、无局部极小值等优点,可以实现快速学
习并避免局部极小值等特性.

(a) 关节1的控制输入

(b) 关节2的控制输入

图 9 关节1及关节2动力学控制输入
Fig. 9 Kinetic control input for link 1 and link 2
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图 10 f(q)跟踪及RBF自适应逼近
Fig. 10 f(q) tracking and RBF adaptive approximation

(a) f(q)及其LonSig-BP自适应逼近f(q)

(b) f(q)及其LonSig-BP逼近与RBF逼近f(q)对比

(c) f(q)及其TanSig-BP自适应逼近f(q)

(d) f(q)及其TanSig-BP逼近与RBF逼近f(q)对比

图 11 基于Sigmoid函数、Tan-Sigmoid函数及Gaussian函数
自适应逼近f(q)效果对比

Fig. 11 Comparison of the effect of adaptive approximation of
f(q) based on Sigmoid function, Tan-Sigmoid function

and Gaussian function

对于双二次型模型的性能指标泛函指标的求解,
选取r = 0.8,仿真时间为7× 10−8 s, µ0为随机输入,
取

µ0 = [−27.930 − 3.675]T.

如图12所示,其数值在有限时间内稳定收敛,验
证了所采用的新型类递归神经网络求解法能在求解

双二次型泛函问题上具备较快的收敛速度;如图
13所示,各项数值在有限时间趋于稳定,其数值仿
真输出为

x =

[0.3342 −0.6164 63.810 6.735 −2.992 0.6496]T.

图 12 双二次型泛函状态方程µ收敛时间

Fig. 12 Di-quadratic functional state equation µ convergence

time

图 13 双二次型性能泛函各项指标输出ë, u, λ

Fig. 13 Di-quadratic performance functional indicators output

ë, u, λ

综上所得: 求得其式(1)中最优跟踪误差和最优
控制动作律分别为
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ë(t) = [0.3342 − 0.6164]T,

u(t) = [63.810 6.735]T.

即为式(1)所示待求参数,实现基于机械臂系统的最
优控制.

通过数值模拟仿真验证了双二次型性能最优泛

函本质: 使用不大的控制量,来保持较小的控制误
差,以达到所耗费的能量和控制误差的综合最优.

3.2 比比比较较较分分分析析析

针对本文所提模型,主要从两大方面进行对比
分析,其一:神经网络自适应逼近算法中激励函数
的设计对比;其二: 带约束条件的复合双二次型模
型的解法对比.

1) 激励方式从选取Gaussion函数(本文模型所
提RBF网络)Sigmoid函数或Tan-Sigmoid函数(后两
者称为BP网络)等方面在自适应性(收敛性)及其收
敛时间、计算复杂度方面的对比如表1所示.

表 1 激励函数模型各项指标对比
Table 1 Comparison of indicators of excitation

function model

自适应逼近模型 自适应性 收敛时间 复杂度

不设计激励函数 无 — —
Gaussion函数 全局 5 s e−n

Sigmoid函数 局部(15∼30 s波动) 7 s en

Tan-Sigmoid函数 局部(15∼30 s波动) 7 s e2n

2) 对于带约束条件的复合双二次型模型的求
解,对比现有求解模型在理论误差、空间复杂度及
收敛时间等方面性能对比如表2所示.

表 2 复合双二次型模型的求解各项指标对比
Table 2 Comparison of index for solving composite

bi-quadratic model

求解模型 理论误差 空间复杂度 收敛时间/s

拉格朗日模型[22] ¬ 0 n+m+ 4q +∞
梯度模型[23] 0 n +∞
双神经模型[24] 0 m+ q +∞
本文模型 0 q +3× 10−7

通过表1及表2在两个主要方面对比可知,本文
所提模型在自适应性、收敛性及收敛时间、理论误

差、计算复杂度及空间复杂度等方面性能得到改善,
理论分析及数值仿真验证了本文所提模型.

4 结结结论论论

本文针对非线性机械臂系统中权衡控制能量与

控制误差比重的最优控制问题,通过以下3个方面
出发进行讨论说明,即: 1)保持跟踪误差趋于0值附

近的跟踪问题; 2)限制系统控制动作矢量达到降低
系统实现代价的节能问题; 3)设计自适应逼近控制
律及优化复合双二次型求解模型，实现稳定快速收

敛问题.针对以上3个方面,本文提出了一种基于神
经网络二阶段叠加优化的双二次型最优泛函求解模

型,实现在非线性机械臂控制系统中用不大的控制
能量来保证较小的控制误差的综合最优控制.首先,
设计一种线性误差函数,实现对非线性控制方程的
控制,设计基于RBF网络以任意精度自适应逼近非
线性方程，实现对非线性系统的最优控制;其次,
设计复合双二次型模型,将待求参数复合成一个未
知矢量,并设计一种新型的类递归神经网络求解带
约束条件的双二次规划问题,实现模型求解的快速
收敛;最后,通过理论分析及数值仿真验证了所提
模型有效提高非线性系统的自适应性、控制精

度、稳定性及鲁棒性等,实现非线性系统的综合最
优控制.
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