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1 引引引言言言

反常扩散是一种具有时间非线性的扩散系

统[1],通常用分数阶微积分描述,由此产生的分数阶反
应–扩散系统(fractional reaction-diffusion systems, FR-
DS)[2–3]成为重要的研究对象.最近几年, FRDS边界
控制问题引起了研究者的关注[4–9]. 受经典 (整数阶)
反应扩散系统(reaction-diffusion systems, RDS)边界
控制[10–11]的启发, Ge等[4] 基于反步法研究了具有

Dirichlet和Neumann边界的FRDS边界控制问题.随
后, Chen等[5]研究了Robin和混合边界条件下FRDS的
边界反馈镇定问题,后又考虑了带有空间依赖扩散系
数的情形[6]. Zhou等[7]利用Riesz基和分数阶Lyapunov
方法研究了不稳定的FRDS的边界镇定问题.相关结
果还被推广到FRDS带有观测器的输出反馈控制[8]和

事件触发控制[9]等.

在包含多个分量的(F)RDS中,各分量在扩散的同
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时发生反应并相互转化,形成耦合(F)RDS.近年来,许
多学者对整数阶耦合RDS的边界控制问题进行了深
入研究[12–16]. 这些研究同样利用了反步控制方法[10–11].
相关研究对象从常系数耦合RDS[12, 14]推广到系数随

空间变化(空间依赖)的情形[15–16],并进一步扩展到对
流反应扩散方程[15]和偏积分微分方程[16]. 控制方法
也从状态反馈控制[12, 15–16]发展到带有观测器的输出

反馈控制[13–14]. 其中, Baccoli等[12]将基于反步法的

边界控制方法[10]应用于常系数耦合RDS,针对扩散系
数相同和相异两种情况分别设计了使系统稳定的边

界控制器,并得到了核函数矩阵的级数解. 随后, Vaz-
quez等[15]研究了系数随空间变化的耦合RDS边界控
制问题.在此基础上,最近, Ge等[17]利用反步法研究

了具有空间依赖参数的耦合分数阶半线性系统镇定

问题,通过基于观测器的输出反馈控制,实现了闭环
系统的Mittag-Leffler稳定性[18–19]. 其中通过假设核函
数矩阵为对角阵,获得了核函数矩阵的解析解,但同
时对控制器参数的选择提出了较高的要求. 总的来说,
对耦合分数阶系统边界控制的研究还很少,很多问题
有待深入研究.

鉴于以上考虑,本文针对具有空间依赖反应项系
数的耦合FRDS,设计基于反步法的状态反馈控制
器(Robin边界反馈控制器),并借助分数阶Lyapunov
方法证明闭环系统的Mittag-Leffler稳定性. 最后,利
用数值方法直接求解核函数矩阵方程,得到控制增益,
并通过数值仿真验证本文的理论结果.

2 数数数学学学模模模型型型和和和问问问题题题描描描述述述

考虑n个分量之间存在耦合反应项构成的分数阶

反应–扩散系统
C
0D

α
t Z(x, t) = AZxx(x, t) + Φ(x)Z(x, t),

(x, t) ∈ (0, 1)× (0,∞), (1a)

Z(x, 0) = Z0(x), x ∈ [0, 1], (1b)

其中

Z(x, t)=[z1(x, t) · · · zn(x, t)]
T ∈ [L2(0, 1)]

n

为系统状态. 这里L2(0, 1)表示所有的平方可积函数

z(x, t), x ∈ [0, 1], t∈ [0,∞)组成的Hilbert空间,其范
数定义为

∥z(x, t)∥ := (
w 1

0
z2(x, t) dx)

1
2 .

[L2(0, 1)]
n为n个L2(0, 1)空间的直积空间,其范数定

义为

∥Z(x, t)∥2,n := (
n∑

i=1

∥zi(x, t)∥2)
1
2 .

Caputo时间分数阶导数C
0D

α
t (·)定义为[20]

C
0D

α
t z(x, t)=

1

Γ (1− α)

w t

0

1

(t− τ)α
∂z(x, τ)

∂τ
dτ ,

其中阶次α ∈ (0, 1)为给定常数, Γ (·)为Gamma函数,

x ∈ (0, 1), t ∈ (0,∞). 扩散系数矩阵A=aI∈ Rn×n,
a > 0为常数, I为适当维数的单位阵. 耦合反应项系
数(矩阵)

Φ(x) = [ϕij(x)]n×n ∈ [C1[0, 1]]n×n,

其中: ϕij(x) ∈ C1[0, 1]表示系统状态分量zj(x, t)对

zi(x, t)的耦合作用, i, j = 1, · · · , n. Z(x, 0)=Z0(x)

∈ [L2(0, 1)]
n表示非零的系统初值.系统(1)具有Robin

边界条件

Zx(0, t)−BZ(0, t) = 0, t > 0, (2a)

Zx(1, t) +DZ(1, t) = U(t), t > 0, (2b)

其中: n× n矩阵B = bI , D = dI; b > 0, d > 0均为

常数; U(t) = [u1(t) · · · un(t)]
T ∈ Rn表示作用于

系统边界上的控制输入;开环条件下(U(t) = 0),耦合
反应项Φ(x)Z(x, t)可导致系统(1)–(2)不稳定[4, 12]. 本
文利用反步法[11]研究该系统的稳定问题.

考虑积分变换

W (x, t) = Z(x, t) +
w x

0
K(x, y)Z(y, t)dy, (3)

其中K(x, y) = [kij(x, y)]n×n为增益核函数矩阵. 适
当选取增益核函数矩阵K(x, y)可将原系统(1)–(2)转
换为目标系统

C
0D

α
t W (x, t) = AWxx(x, t)− CW (x, t),

(x, t)∈(0, 1)×(0,∞), (4a)

W (x, 0) = W0(x), x ∈ [0, 1] (4b)

及边界条件

Wx(0, t)−BsW (0, t) = 0, t > 0, (5a)

Wx(1, t) +DsW (1, t) = 0, t > 0, (5b)

其中:

W (x, t)=[w1(x, t) · · · wn(x, t)]
T ∈ [L2(0, 1)]

n

为目标系统状态,矩阵C ∈ Rn×n为设计参数,且系统
初值

W0(x) = Z0(x) +
w x

0
K(x, y)Z0(y)dy.

矩阵Bs=bsI , Ds=dsI ,其中bs, ds > 0均为常数. 本
文的目标是适当选取矩阵C以保证系统(4)–(5)是稳定
的,从而得到闭环稳定的系统(1)–(2).

为进一步讨论上述分数阶系统的稳定性,首先引
入Mittag-Leffler稳定性的定义.

定定定义义义 1 (Mittag-Leffler稳定性[18–19].) 系统

C
0D

α
t z(t) = f(t, z) (6)

的解被称为Mittag-Leffler稳定的,如果

∥z(t)∥ 6
(
m[z(t0)]Eα(−ρ(t− t0)

α)
)b
,

其中: t0为初始时刻, α ∈ (0, 1), ρ > 0, b > 0, m(0)

= 0, m(z) > 0,并且m(z)在z∈ Rn上关于z满足局部
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Lipschitz条件, Lipschitz常数为m0, Eα为Mittag-Leff-
ler函数

Eα(t) :=
∞∑
k=0

tk

Γ (kα+ 1)
, ∀α > 0, t ∈ R. (7)

注注注 1 由定义1,当t→∞时, Eα(−ρ(t− t0)
α)→0. 这

意味着 lim
t→∞

∥z(t)∥ = 0,因此系统(6)是渐近稳定的,从而也

是Lyapunov稳定的[5, 21]. Mittag-Leffler函数Eα(t)在分数阶

系统的稳定性中发挥了极其重要的作用,因此, Mittag-Lef-

fler稳定性也被称作分数阶Lyapunov稳定性.

3 边边边界界界控控控制制制

根据变换(3)和边界条件(5b)可得边界反馈控制

U(t)=(D−Ds−K(1, 1))Z(1, t)−
w 1

0
(Kx(1, y)+

DsK(1, y))Z(y, t)dy, t > 0, (8)

其中Kx(1, y) = Kx(x, y)|x=1. 可见,要得到具体的
边界控制(8),需要求解核函数矩阵K(x, y).

3.1 核核核函函函数数数矩矩矩阵阵阵方方方程程程

对积分变换(3)两边取α阶Caputo时间分数阶导数,
并利用分部积分,可得

C
0D

α
t W (x, t) =

AZxx(x, t) + Φ(x)Z(x, t)+w x

0
K(x, y)(AZyy(y, t) + Φ(y)Z(y, t))dy =

AZxx(x, t) + Φ(x)Z(x, t) +K(x, x)AZx(x, t)−
K(x, 0)AZx(0, t)−Ky(x, x)AZ(x, t)+

Ky(x, 0)AZ(0, t) +
w x

0
Kyy(x, y)AZ(y, t)dy+w x

0
K(x, y)Φ(y)Z(y, t)dy. (9)

利用Leibniz微分法则
d

dx

w x

0
f(x, y)dy = f(x, x) +

w x

0
fx(x, y)dy,

由积分变换(3)对x求导数,得到

Wx(x, t) =Zx(x, t) +K(x, x)Z(x, t)+w x

0
Kx(x, y)Z(y, t)dy. (10)

将式(10)再次对x求导,并引入记号
d

dx
K(x, x) = Kx(x, x) +Ky(x, x),

且

Kx(x, x) =
∂

∂x
K(x, y)|y=x,

Ky(x, x) =
∂

∂x
K(x, y)|y=x,

可得

Wxx =Zxx(x, t) +
d

dx
K(x, x)Z(x, t)+

K(x, x)Zx(x, t) +Kx(x, x)Z(x, t)+

w x

0
Kxx(x, y)Z(y, t)dy. (11)

根据式(9)(11)并利用边界条件(2a),可得
C
0D

α
t W (x, t)−AWxx(x, t) + CW (x, t) =(

Φ(x) + C −AKx(x, x)−Ky(x, x)A−

A
d

dx
K(x, x)

)
Z(x, t)+w x

0

(
Kyy(x, y)A−AKxx(x, y)+

K(x, y)Φ(y) + CK(x, y)
)
Z(y, t)dy+(

K(x, x)A−AK(x, x)
)
Zx(x, t)+(

Ky(x, 0)A−K(x, 0)AB
)
Z(0, t). (12)

显然,系统(4a)要求式(12)对任意的Z(x, t)恒等于零.
于是,再由A = aI , B = bI , Bs = bsI ,可导出核函数
矩阵K(x, y), 0 6 y6 x6 1,应满足以下偏微分方程
(partial differential equation, PDE):

Kxx(x, y)−Kyy(x, y) =

1

a

(
K(x, y)Φ(y) + CK(x, y)

)
, (13a)

2a
d

dx
K(x, x) = Φ(x) + C, (13b)

Ky(x, 0) = bK(x, 0). (13c)

根据式(3)(10),结合边界条件(2a)和条件(5a),可知系
统初值K(0, 0) = Bs −B = (bs − b)I .

关于核函数矩阵方程(13)的适定性,有以下结果:

引引引理理理 1 设Φ(x) ∈ [C1[0, 1]]n×n,则核函数矩阵
PDE(13)具有唯一解,该解有界且在0 6 y 6 x 6 1上

二次连续可微.

引理1的证明可参考文献[5, 12]的证明方法(详见
附录).

注注注 2 本文受文献[12]的启发,将文献[5]中的核函数
PDE及其适定性推广到耦合FRDS,核函数从标量推广到矩阵
形式. 对比文献[12],本文中核函数PDE(13)是由分数阶系统
和Robin边界控制导出的,并且耦合反应项系数Φ(x)是空间

依赖的,同时包含K(0, 0) ̸= 0的情形. 当Φ(x) = Φ为常数矩

阵且K(0, 0) = 0, Bs = B = 0, Ds = D = 0时,核函数PDE
(13)退化到文献[12]中Neumann边界控制的形式,其级数解
为[12]

K(x, y)=
∞∑
i=0

( (x2 − y2)i(2x)

i!(i+ 1)!(4a)i+1

i∑
j=0

(i
j

)
Cj(Φ+ C)Φi−j

)
,

其中0 6 y 6 x 6 1. 若同时满足ΦC = CΦ,则有

K(x, y) =
∞∑
i=0

(x2 − y2)i(2x)

i!(i+ 1)!
(
Φ+ C

4a
)i+1,

其中0 6 y 6 x 6 1.

3.2 Mittag-Leffler稳稳稳定定定性性性
首先给出Caputo分数阶动态系统平衡点的定义.

定定定义义义 2 (平衡点[19]) 常数z0是Caputo分数阶动
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态系统C
0D

α
t z(t)=f(t, z)的平衡点,当且仅当f(t, z0)

= 0.

由定义2可知, Z(x, ·) = 0是系统(1a)的平衡点.

为讨论系统(4)–(5)的稳定性,先给出两个引理.

引引引理理理 2[22] 若z(t) ∈ R是连续且可微函数,对任
意时刻t > 0,有

1

2
C
0D

α
t z

2(t) 6 z(t)C0D
α
t z(t), 0 < α < 1.

引引引理理理 3 对任意的x ∈ (0, 1),函数W (x, t)在t∈
[0,∞)上是连续可微的.

证证证 采用文献[5]类似的方法证明. 因为Z(x, t)

满足方程(1)和Caputo时间分数阶导数,可知Z(x, t)

在t ∈ [0,∞)上连续且可微.由此经过积分变换(3)可
得W (x, t)在t ∈ [0,∞)上连续可微.又因为W (x, t)

满足方程(9),根据Caputo时间分数阶导数的定义[20]可

知W (x, t)在t∈ [0,∞)上也是连续可微的. 证毕.

下面用H1(0, 1)表示所有标量函数z(x, t)组成的

Sobolev空间, x ∈ [0, 1], t > 0,其范数定义为

∥z(x, t)∥H1 =(z2(0, t)+z2(1, t)+
w 1

0
z2x(x, t) dx)

1
2 .

[H1(0, 1)]n是n个H1(0, 1)空间的直积,其范数定义
为

∥Z(x, t)∥H1,n :=
( n∑
i=1

∥zi∥2H1

) 1
2 .

对任意方阵A,记S[A] :=
A+AT

2
为其对称部分.

关于目标系统(4)–(5)的稳定性,有以下结果:

定定定理理理 1 若S[C]为正定矩阵,则系统(4)–(5)满足

i) 在空间[L2(0, 1)]n上是Mittag-Leffler稳定的;

ii) 在空间[H1(0, 1)]n上是Mittag-Leffler稳定的.

证证证 i) 考虑如下Lyapunov函数:

V1(t,W (x, t))=
1

2

w 1

0
WT(x, t)W (x, t) dx. (14)

应用引理2和系统(4)–(5),可得
C
0D

α
t V1(t,W (x, t)) =

1

2

w 1

0

C
0D

α
t (

n∑
i=1

w2
i (x, t)) dx 6

w 1

0
WT(x, t)C0D

α
t W (x, t) dx =

−WT(1, t)ADsW (1, t)−WT(0, t)ABsW (0, t)−w 1

0
WT

x (x, t)AWx(x,t) dx−w 1

0
WT(x, t)CW (x, t) dx 6

− ads∥W (1, t)∥22,n − abs∥W (0, t)∥22,n−
a∥Wx(x, t)∥22,n − 2λmin(S[C])V1(t,W (x, t)),

其中λmin(S[C])为S[C]的最小特征值.再由a > 0, bs

> 0, ds > 0和式(14),最后得到
C
0D

α
t V1(t,W (x, t))6−2λmin(S[C])V1(t,W (x, t)).

(15)

根据引理3可知W (x, t)在t ∈ [0,∞)上是连续可

微的,因此V (t,W (x, t))也是连续可微的. 基于文献
[18]的证明,针对不等式(15)取非负函数R(t),有

C
0D

α
t V1(t,W (x, t)) +R(t) =

− 2λmin(S[C])V1(t,W (x, t)). (16)

因为WT(·, t)W (·, t)的Laplace变换存在,所以V1(t,

W (x, t))和R(t)关于t的Laplace变换也存在. 于是,对
式(16)进行Laplace变换,得到

sαV1(s)−sα−1V1(0) +R(s)=−2λmin(S[C])V1(s),

(17)

其中:

V1(0) =
1

2

w 1

0
WT(x, 0)W (x, 0) dx > 0,

V1(s)= L {V1(t,W (x, t))}和R(s)= L {R(t)}分别
是V1(x,W (x, t))和R(t)的Laplace变换.由等式(17)
可得

V1(s) =
sα−1V (0)−R(s)

sα + 2λmin(S[C])
. (18)

由式(14),显然V1(t,W (x, t))关于W (x, t)满足局部

Lipschitz条件.其满足分数阶微分方程的解存在唯一
性定理[23]. 进而V1(s)的Laplace逆变换,也是方程(16)
的唯一解,可表示为

V1(t) = V1(0)Eα(−2λmin(S[C])tα)−
R(t) ∗ [tα−1Eα,α(−2λmin(S[C])tα)],

其中: t>0, Eα,α(t) :=
∞∑
k=0

tk

Γ ((k + 1)α)
,符号“∗”为

卷积运算符.显然,对任意α∈ (0, 1), λ > 0,总有tα−1

> 0, Eα,α(−2λtα) > 0,故有

V1(t) 6 V1(0)Eα(−2λmin(S[C])tα). (19)

根据不等式(19)可知

∥W (x, t)∥2,n 6
(
2V1(0)Eα(−2λmin(S[C])tα)

) 1
2 ,

(20)
其中: V1(0)=V1(0,W (x, 0))>0当W (x, 0) ̸=0,而
V1(0) = 0当且仅当W (x, 0) = 0;并且V1(t,W (x, t))

关于W (x, t)满足了局部Lipschitz条件,故V1(0)关于

W (x, 0)也满足局部Lipschitz条件,当W (x, 0)= 0时

V1(0)=0. 根据定义1,系统(4)–(5)是Mittag-Leffler稳
定的,结论i)得证.

ii) 下面证明目标系统(4)–(5)在[H1(0, 1)]n空间

上Mittag-Leffler稳定. 定义Lyapunov函数如下:

V2(t,W (x, t)) =
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0
WT

x (x, t)Wx(x, t) dx+

bsWT(0, t)W (0, t) + dsWT(1, t)W (1, t). (21)

应用引理2,可得
C
0D

α
t V2(t,W (x, t)) =w 1

0

C
0D

α
t (

n∑
i=1

w2
ix(x, t)) dx+

bsC0D
α
t (

n∑
i=1

w2
i (0, t)) + dsC0D

α
t (

n∑
i=1

w2
i (1, t)) 6

2
w 1

0
WT

x (x, t)C0D
α
t Wx(x, t) dx+ 2bsWT(0, t)×

C
0D

α
t W (0, t) + 2dsWT(1, t)C0D

α
t W (1, t). (22)

用Wxx(x, t)乘以式(4a)并利用分部积分从0到1积

分,然后代入边界条件(5a)和(5b),可以得到w 1

0
WT

xx(x, t)
C
0D

α
t W (x, t) dx =

− dsWT(1, t)C0D
α
t W (1, t)− bsWT(0, t)×

C
0D

α
t W (0, t)−

w 1

0
WT

x (x, t)C0D
α
t Wx(x, t) dx. (23)

将式(23)改写为w 1

0
WT

x (x, t)C0D
α
t Wx(x, t) dx =

−
w 1

0
WT

xx(x, t)
C
0D

α
t W (x, t) dx− dsWT(1, t)×

C
0D

α
t W (1, t)− bsWT(0, t)C0D

α
t W (0, t). (24)

因为W (x, t) ∈ [H1(0, 1)]n满足状态方程(4a),应用
分部积分并代入边界条件(5a)和条件(5b),可得w 1

0
WT

xx(x, t)
C
0D

α
t W (x, t) dx =

a
w 1

0
WT

xx(x, t)Wxx(x, t) dx+

dsWT(1, t)CW (1, t) + bsWT(0, t)CW (0, t)+w 1

0
WT

x (x, t)CWx(x, t) dx >

a
w 1

0
WT

xx(x, t)Wxx(x, t) dx+

λmin(S[C])V2(t,W (x, t)). (25)

将式(24)–(25)应用于不等式(22),可得
C
0D

α
t V2(t,W (x, t))6−2λmin(S[C])V2(t,W (x, t)).

(26)

应用与结论i)类似的证明方法,由不等式(26)可得

V2(t) 6 V2(0)Eα(−2λmin(S[C])tα), ∀t > 0, (27)

其中: V2(t)=V2(t,W (x, t)), V2(0)=V2(0,W (x, 0)).
再由V2(t,W (x, t))关于W (x, t)满足局部Lipschitz条
件以及定义1,可知目标系统(4)–(5)在[H1(0, 1)]n空

间上是Mittag-Leffler稳定的,结论ii)得证. 证毕.

下面说明变换(3)是可逆的. 假设其逆变换为
Z(x, t) = W (x, t)−

w x

0
L(x, y)W (y, t)dy. (28)

采用导出核函数矩阵PDE(13)类似的方法,可以得到
以下PDE:

Lxx(x, y)− Lyy(x, y) =

− 1

a

(
L(x, y)C + Φ(x)L(x, y)

)
, (29a)

2a
d

dx
L(x, x) = Φ(x) + C, (29b)

Ly(x, 0) = bsL(x, 0). (29c)

根据初始条件(2a)(5a)及逆变换(28)可知初始条件为
L(0, 0) = B −Bs. 对比方程(13)和方程(29),若将Φ

和C分别替换为−C和−Φ,且令bs = b,则可以得到
L(x, y) = −K(x, y). 若将两个方程的解分别记为

L(x, y) :=L(x, y;C,Φ), K(x, y) :=K(x, y;Φ,C),

容易验证,代换

L(x, y;C,Φ) = −K(x, y;−Φ,−C).

将式(29)转换为式(13). 由此可知,变换(3)是可逆的.
于是,根据文献[24],存在正常数β, γ使得{

∥Z(x, t)∥2,n 6 β∥W (x, t)∥2,n,
∥W (x, 0)∥2,n 6 β∥Z(x, 0)∥2,n,

(30){
∥Z(x, t)∥H1,n 6 γ∥W (x, t)∥H1,n ,

∥W (x, 0)∥H1,n 6 γ∥Z(x, 0)∥H1,n .
(31)

于是,关于系统(1)–(2)的稳定性有以下结果:

定定定理理理 2 若存在矩阵C使S[C]正定,那么,在边
界控制(8)作用下,系统(1)–(2)有唯一解且其平衡点
(Z(x, ·) = 0)在空间[L2(0, 1)]

n和[H1(0, 1)]n上都是

Mittag-Leffler稳定的,其中K(x, y)由方程(13)的解给
出.

证证证 首先利用反步法证明系统(1)–(2)解的存在唯
一性. 根据积分变换(3)以及其逆变换(28)可知系统
(4)–(5)与系统(1)–(2)是等价的. 故只需要证明目标系
统(4)–(5)的解存在唯一.考虑积分变换

W (x, t) = Q(x, t) +
w x

0
P (x, y)Q(y, t)dy, (32)

其中: 系统状态Q(x, t) = [q1(x, t) · · · qn(x, t)]
T;

核函数P (x, y)=[pij(x, y)]n×n, 0 6 y 6 x 6 1,满足
方程

Pxx(x, y)−Pyy(x, y)=
1

a
CP (x, y)− 1

a
P (x, y)S,

P (x, x) = Bs +
1

2a
(C − S)x, Py(x, 0) = 0,

其中n阶方阵S = sI , s > 0为常数. 于是,根据文献
[12],上述核函数方程是适定的,且变换(32)是可逆的.
利用该变换,可将目标系统(4)–(5)变换为

C
0D

α
t Q(x, t) = AQxx(x, t)− SQ(x, t),

Qx(0, t) = Qx(1, t) = 0,

Q(x, 0) = Q0(x),
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即n个系统

C
0D

α
t qi(x, t) = aqixx(x, t)− sqi(x, t), (33a)

qix(0, t) = qix(1, t) = 0, (33b)

qi(x, 0) = qi0(x), (33c)

其中i=1, · · · , n.根据文献[7],若qi0(x) ∈ L2(0, 1), i
= 1, · · · , n,每个系统(33a)–(33c)都具有唯一解.因
此,目标系统(4)–(5)以及与之等价的系统(1)–(2)的解
存在且唯一.

根据定理1可知系统(4)–(5)在[L2(0, 1)]
n空间上

是稳定的,且满足式(20),即

∥W (x, t)∥22,n6∥W (x, 0)∥22,nEα(−2λmin(S[C])tα).

结合不等式(30),可得

∥Z(x, t)∥22,n6β4∥Z(x, 0)∥22,nEα(−2λmin(S[C])tα),

其中: x∈ [0, 1], t ∈ [0,∞). 根据定义1,可知系统(1)–
(2)在[L2(0, 1)]

n上是Mittag-Leffler稳定的.

类似地,因为W (x, t)∈ [H1(0, 1)]n,结合式(27)和
不等式(31)可得

∥Z(x, t)∥2H1,n 6
T2∥Z(x, 0)∥2H1,n × Eα(−2λmin(S[C])tα),

其中:

T2 =
M

m
γ4, m = min{1, bs, ds},

M = max{1, bs, ds}, x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞).

根据定义1可知系统(1)–(2)在[H1(0, 1)]n上是Mi-
ttag-Leffler稳定的. 定理2结论得证. 证毕.

注注注 3 定理2将文献[5]的结果推广到耦合的FRDS.对

比文献[12],本文针对分数阶系统且具有空间依赖的耦合系

数. 另外, Robin边界控制也使结果更具一般性,因为当Bs =

B = 0, Ds = D = 0时,结论即退化为Neumann边界控制.另

外,在文献[17]中,假设核函数矩阵K(x, y)为对角阵,在一定

条件下得到核函数的解析解[10–11]. 本文无此约束,针对多数

无法求得解析解的情况均可采用数值解,这也使得控制参数

矩阵C的选取更加灵活(见仿真2).

最后,针对可化为单一核函数的耦合FRDS边界控
制问题给出一个算例.

例例例 1 若耦合FRDS(1)–(2)满足Φ(x)= ϕ(x)I+

P ,其中P为常数矩阵. 那么选取C=cI−P ,其中设计
参数c>λmax(S[P ])可使S[C]正定,其中λmax(S[P ])

为S[P ]的最大特征值.令核函数矩阵K(x, y) = I×

k(x, y),记µ(·) := 1

a
(ϕ(·) + c),可将方程(13)化为n

个相同的PDE
kxx(x, y)− kyy(x, y) = µ(y)k(x, y), (34a)

k(x, x) = k(0, 0) +
µ(x)

2
x, (34b)

ky(x, 0) = bk(x, 0), (34c)

k(0, 0) = bs − b. (34d)

根据定理2可知, Robin边界控制

U(t) =− k(1, 1)Z(1, t)−
w 1

0

(
kx(1, y)+

dsk(1, y)
)
Z(y, t)dy (35)

可使系统(1)–(2)Mittag-Leffler稳定,其中核函数k(1, y)

和kx(1, y)可根据文献[10]给出的数值方法求解方程
(34)得到. 特别地,当ϕ(x) = 0, bs = b时,取

c > max{0, λmax(S[P ])}.

根据文献[10],可解得核函数

k(x, y)=
−µb√
µ+ b2

w x−y

0
e−

bτ
2 sinh(

√
µ+ b2

2
τ)×

I0
(√

µ(x+ y)(x− y − τ)
)
dτ+

µx
I1
(√

µ(x2 − y2)
)√

µ(x2 − y2)
, (36)

其中In(·)表示修正的n阶Bessel函数,并且

k(1, y)=
−µb√
µ+ b2

w 1−y

0
e−

bτ
2 sinh(

√
µ+ b2

2
τ)×

I0
(√

µ(1 + y)(1− y − τ)
)
dτ+

µ
I1
(√

µ(1− y2)
)√

µ(1− y2)
, (37)

kx(1, y) =

− µb√
µ+ b2

(
e−

b(1−y)
2 sinh(

√
µ+ b2

2
(1−y))×

I0(0) +
w 1−y

0
e−

bτ
2 sinh(

√
µ+ b2

2
τ)×

I1(
√
µ(1 + y)(1− y − τ))√
µ(1 + y)(1− y − τ)

(µ− µτ

2
) dτ

)
+

µ√
µ(1− y2)

I1(
√
µ(1− y2))+

µ

1− y2
I2(

√
µ(1− y2)). (38)

4 数数数值值值仿仿仿真真真

本文采用有限差分法求解Caputo时间分数阶反应
扩散方程[25]. 将时间域[0, T ]和空间域[0, L]分别均匀

划分为N和M个区间. 以下仿真中,取

T = 5, N = 500, L = 1, M = 100.

系统参数取

α = 0.7, a = 1, b = bs = 1, d = ds = 2.
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4.1 仿仿仿真真真 1: 可可可化化化为为为单单单一一一核核核函函函数数数的的的情情情形形形
考虑包含两个 (n = 2) FRDS的耦合系统 (1)–(2),

耦合反应项系数矩阵

Φ(x) = Φ =

[
1 1

1 2

]
为常数矩阵. 系统初值为

z1(x, 0) = 2 + x(1− x), z2(x, 0) = 2 cos(πx).

当没有控制输入(u1(t) = u2(t) = 0)时,开环系统是
不稳定的. 具体情形如图1–3所示.

(a) 开环系统

(b) 闭环系统

图 1 开环和闭环系统的状态L2范数

Fig. 1 State L2 norm of open-loop and close-loop systems

(a) 核函数k(1, y)和kx(1, y)

(b) 控制输入U(t)

图 2 核函数和控制输入

Fig. 2 Kernel function and control input

(a) 系统状态z1(x, t)

(b) 系统状态z2(x, t)

图 3 Robin边界控制作用下的系统状态

Fig. 3 System states with Robin boundary control

从图1(a)中可以看出,开环系统的状态L2范数是

发散的. 采用边界控制器(35)(37)–(38),取控制参数
c = 3,可以得到

C = cI − Φ, λmin(S[C]) = 0.382 > 0,

满足定理2条件.根据例1可知核函数矩阵为K(x, y)

= k(x, y)I ,其中k(x, y)由式(36)给出.图2给出了核
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函数和边界控制输入. 图1(b)显示闭环系统的状态L2

范数逐渐收敛到0,图3进一步展示了两个耦合系统的
时空状态演化. 从中可以看出,本文提出的Robin边界
控制可使被控系统Mittag-Leffler稳定.

注注注 4 用式(37)–(38)计算k(1, 1)和kx(1, 1)时,为避免

除数为零导致错误,可分别用k(1, 1−10−15)和kx(1, 1−10−15)

代替.从图2(a)可以看出两者在y = 1处均是连续的.

4.2 仿仿仿真真真2: 非非非常常常系系系数数数耦耦耦合合合的的的情情情形形形
非常系数耦合的情形如图4–6所示.

(a) 开环系统

(b) 闭环系统

图 4 开环和闭环系统的状态L2范数

Fig. 4 State L2 norm of open-loop and close-loop systems

(a) K(1, y)

(b) Kx(1, y)

图 5 核函数

Fig. 5 Kernel functions

(a) 系统状态z1(x, t)

(b) 系统状态z2(x, t)

图 6 Robin边界控制作用下的系统状态

Fig. 6 System states with Robin boundary control

考虑由两个(n = 2)分数阶反应–扩散过程组成的
耦合系统(1)–(2),其中

Φ(x) =

2 + sin(2πx) 2 + cos(2πx)

1 + x(1− x) 3 + (x− 1

2
)2

 .

系统初值为

z1(x, 0)=3+3x(1− x), z2(x, 0)=π+cos(2πx).
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该系统在开环条件下(u1(t)=u2(t)=0)是不稳定的,
如图4(a)所示,系统状态范数∥z1(·, t)∥2, ∥z2(·, t)∥2都
是发散的. 选取矩阵C = I(满足定理2条件).利用文

献[10]给出的方法,求得核函数矩阵PDE(13)的数值
解

K(1, y)=K(x, y)|x=1, Kx(1, y)=Kx(x, y)|x=1,

如图5所示. 图4(b)和图6给出了闭环系统的状态L2范

数和系统状态. 可见闭环系统的状态L2范数收敛到0,
这说明基于反步法的Robin边界控制(8)使系统稳定到
平衡点.

5 结结结论论论

本文针对具有空间依赖耦合反应项的耦合分数阶

反应–扩散系统,利用反步法设计了Robin边界状态反
馈控制器,使得在该控制器作用下的闭环系统Mittag-
Leffler稳定,解决了系统的边界反馈镇定问题.同时,
借助分数阶Lyapunov方法证明了闭环系统的稳定性.
最后,通过数值求解核函数矩阵PDE,解决了具有非
常系数反应项的FRDS数值仿真问题.对于耦合FRDS
仍有很多问题有待研究,今后可考虑耦合FRDS的输
出反馈控制和输出调节问题.
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附附附录录录:

为证明引理1,首先引入以下引理:

引引引理理理 A[26] 对于n ∈ N, n > 0,满足

1) 当0 6 η 6 ξ,有

2
w η

0

w τ

0
(sτ)n dsdτ +

w ξ

η

w η

0
(sτ)n ds dτ =

(ξη)n+1

(n+ 1)2
.
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2) 当η > 0,有

w η

0

w τ

0
(s+ τ)snτn ds dτ =

η2n+3

(n+ 1)(n+ 2)
.

3) 当η > 0,有

w η

ξ

w η

0
(s+ τ)snτn ds dτ=

ξn+1ηn+1(ξ + η)− 2η2n+3

(n+ 1)(n+ 2)
.

证证证 证明分3步:
第第第1步步步 利用变量替换将核函数矩阵PDE转换为积分方

程并求解. 引入变量替换ξ = x+ y, η = x− y,并定义

G(ξ, η) = K(x, y) = K(
ξ + η

2
,
ξ − η

2
),

核函数矩阵PDE(13)可转换为G(ξ, η)的积分方程

Gξη(ξ, η) =
1

4a
(G(ξ, η)Φ(

ξ − η

2
) + CG(ξ, η)), (A1)

Gξ(ξ, ξ)−Gη(ξ, ξ) = bG(ξ, ξ), (A2)

Gξ(ξ, 0) =
1

4a
(Φ(

ξ

2
) + C). (A3)

注意到G(0, 0) = K(0, 0) = (bs − b)In×n,由式(A1)对变量
η从0到ξ积分可得

Gξ(ξ, ξ) =
1

4a
(Φ(

ξ

2
) + C) +

w ξ

0

( 1

4a
G(ξ, s)×

Φ(
ξ − s

2
) +

1

4a
CG(ξ, s)

)
ds. (A4)

根据式(A2),有

d

dξ
G(ξ, ξ) = 2Gξ(ξ, ξ)−G(ξ, ξ)b. (A5)

利用式(A4),将式(A5)改写为

d

dξ
G(ξ, ξ) =

1

2a
(Φ(

ξ

2
) + C)−G(ξ, ξ)b+

1

2a

w ξ

0

(
G(ξ, s)Φ(

ξ − s

2
) + CG(ξ, s)

)
ds.

(A6)

对式(A6)积分并利用式(A3)可得

G(ξ, ξ) =(bs − b)e−bξI +
1

2a

( w ξ

0
e−b(ξ−τ)×

(Φ(
τ

2
) + C) dτ +

w ξ

0
e−b(ξ−τ)

w τ

0
(G(τ, s)×

Φ(
τ − s

2
) + CG(τ, s)) ds dτ

)
.

同理可得G(η, η)如下:

G(η, η) =(bs − b)e−bηI +
1

2a

(w η

0
e−b(η−τ)×

(Φ(
τ

2
) + C) dτ +

w η

0
e−b(η−τ)

w τ

0
(G(τ, s)×

Φ(
τ − s

2
) + CG(τ, s)) ds dτ

)
. (A7)

对式(A1)中变量η从0到η积分并代入式(A3),有

Gξ(ξ, η) =
1

4a
(Φ(

ξ

2
) + C) +

w η

0

( 1

4a
G(ξ, s)Φ(

ξ − s

2
)+

1

4a
CG(ξ, s)

)
ds. (A8)

再对式(A8)中的变量ξ从η到ξ积分并代入式(A7),可得

G(ξ, η)=(bs − b)e−bηI +
1

2a

w η

0
e−b(η−τ)(Φ(

τ

2
) + C) dτ+

1

2a

w η

0
e−b(η−τ)

w τ

0

(
G(τ, s)Φ(

τ − s

2
)+

CG(τ, s)
)
ds dτ +

w ξ

η

1

4a
(Φ(

τ

2
) + C) dτ+

w ξ

η

w η

0

( 1

4a
G(τ, s)Φ(

τ − s

2
) + CG(τ, s)

)
ds dτ .

(A9)

显然,满足方程(A1)–(A3)的解G(ξ, η)同时满足式(A9).
第第第2步步步 利用逐次逼近和数学归纳法证明解(A9)的有界

性. 令

G0(ξ, η) = 0, (A10)

Gn+1(ξ, η) =

(bs − b)e−bηI +
1

2a

w η

0
e−b(η−τ)×

(Φ(
τ

2
) + C) dτ +

1

2a

w η

0
e−b(η−τ)

w τ

0

(
Gn(τ, s)×

Φ(
τ − s

2
)+CGn(τ, s)

)
ds dτ+

w ξ

η

1

4a
(Φ(

τ

2
)+C) dτ+

1

4a

w ξ

η

w η

0

(
Gn(τ, s)Φ(

τ − s

2
) + CGn(τ, s)

)
ds dτ .

(A11)

若级数Gn(ξ, η)收敛,则有

G(ξ, η) = lim
n→∞

Gn(ξ, η). (A12)

定义级数中相邻两项之差为

∆Gn(ξ, η) = Gn+1(ξ, η)−Gn(ξ, η). (A13)

于是式(A12)–(A13)可改写为

G(ξ, η) =
∞∑

n=0
∆Gn(ξ, η), (A14)

其中

∆Gn(ξ, η) =
1

2a

w η

0
e−b(η−τ)

w τ

0

(
∆Gn−1(τ, s)×

Φ(
τ − s

2
) + C∆Gn−1(τ, s)

)
dsdτ+

1

4a

w ξ

η

w η

0

(
∆Gn−1(τ, s)Φ(

τ − s

2
)+

C∆Gn−1(τ, s)
)
ds dτ . (A15)

根据式(A13),有

∆G0(ξ, η) =(bs − b)e−bηIn×n +
1

2a

w η

0
e−b(η−τ)×

(Φ(
τ

2
) + C) dτ +

1

4a

w ξ

η
(Φ(

τ

2
) + C) dτ .

(A16)

记

M := max∥Φ(x)∥, L := |bs − b|,
Q := M + ∥C∥ > ∥Φ(x)∥+ ∥C∥ > ∥Φ(x) + C∥,
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得估计

∥∆G0(ξ, η)∥ 6 L+
Q

4a
(ξ + η). (A17)

假设

∥∆Gn(ξ, η)∥6L(
Q

4a
ξη)n

1

(n!)2
+ (

Q

4a
)n+1 (ξ + η)(ξη)n

(n+ 1)!n!
.

(A18)

考虑到对任意的τ 6 η, b > 0都有e−b(η−τ) 6 1,应用引理
A得到估计

∥∆Gn+1(ξ, η)∥ =

∥Gn+2(ξ, η)−Gn+1(ξ, η)∥ 6

L(
Q

4a
ξη)n+1(

1

(n+ 1)!
)2 + (

Q

4a
)n+2 (ξ + η)(ξη)n+1

(n+ 2)!(n+ 1)!
.

(A19)

于是,利用归纳法可知式(A18)得证. 由估计式(A17)–(A19)
可知,级数(A14)在0 6 η 6 ξ 6 2上一致收敛,而且G(ξ, η)是

式(A9)二次连续可微的解.
根据式(A14)(A18),可将G(ξ, η)的界改写为

∥G(ξ, η)∥ 6L
∞∑

n=0

1

n!
· Qn

ann!
+

Q

4a
(ξ + η)

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
· Qn

ann!
. (A20)

因为数列
1

n!
和

1

(n+ 1)!
都是收敛的,故也是有界的,即存在

正常数E和F使得对所有n > 0有
1

n!
6 E和

1

(n+ 1)!
6 F .

于是,可以得到

∥G(ξ, η)∥ 6 LEe
Q
a +

Q

4a
(ξ + η)F e

Q
a . (A21)

第第第3步步步 证明解的唯一性. 假设式(A9)有两个解,分别记

作G1(ξ, η)和G2(ξ, η),则有

∥G1(ξ, η)−G2(ξ, η)∥ 6 2LEe
Q
a +

Q

2
(ξ + η)F e

Q
a .

(A22)

记∆G′(ξ, η) = ∥G1(ξ, η)−G2(ξ, η)∥. 利用不等式(A22)替
换式(A18)中的式(A13),然后采用证明∆G(ξ, η)有界性同样

的步骤,可以得到以下估计:

∆G′(ξ, η) 6

2LEe
Q
a (

Q

4a
ξη)n

1

(n!)2
+

2F e
Q
a (

Q

4a
)n+1 (ξ + η)(ξη)n

n!(n+ 1)!
−→

0, ∀n ∈ R, 当n → ∞. (A23)

于是, G1(ξ, η)−G2(ξ, η) ≡ 0,故可知方程(A9)具有唯一解.

综上可知,方程(A9)或方程(A1)–(A3)的解是唯一且有界
的,这意味着核函数矩阵方程(13)的解也是唯一且有界的.
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