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摘要:直线倒立摆作为一种典型的非线性系统,是一种经典的控制理论研究对象.本文将状态依赖的Riccati方程
(SDRE)方法与极点配置方法结合,进行倒立摆非线性控制的研究.该方法与SDRE相比,不再需要实时计算Riccati
方程,同时克服了线性最优控制(LQR),线性鲁棒(H∞)控制等控制域不足的问题,可实现几乎任意初始摆角的稳定
控制,而且在稳定点附近保持与某期望的线性控制方法完全相同.实验表明了该控制方法的有效性和对扰动的鲁棒
性. 最后讨论了SDRE进行一致性起摆控制的硬件可行性,以及系统对于传感器零点漂移的鲁棒性.
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Consistent nonlinear state-dependent Riccati equation control
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Abstract: The inverted pendulum is a typical nonlinear system and a traditional test object on control theories. This
study combines the state-dependent Riccati equation (SDRE) method and the pole placement method to give a consistent
swinging-up and stabilization control on the inverted pendulum. This method exempts the controller from real-time calcu-
lation of the Riccati equations, meanwhile, overcomes the problem that linear quadratic regulator (LQR) controls and linear
robust controls have limited control domain. Therefore, this method can accomplish stable control given almost arbitrary
initial pendulum angles. Meanwhile, this method converges to the expected linear control near the stable point. Test results
validates the feasibility and robustness of this control method. Finally, this paper gives the discussion about consistent
swinging-up control and the robustness to the zero drift of sensors.
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1 引引引言言言

倒立摆是一种典型的非线性系统,广泛应用于控
制理论的教学、实验和研究.倒立摆模型也可以应用
于其他工程控制领域,如机器人控制和模式生成
等[1–3]. 因而,研究倒立摆对于控制理论的发展和实践
均有重要意义.

倒立摆研究可以分为起摆控制和稳态控制两部分.
起摆控制即为将摆杆从自然下垂位置启动到垂直倒

立位置附近.常用的起摆控制有能量控制[4–5]、遗传算

法控制[6–7]、以及事件驱动的控制[8–9]等,也可以将摆

动控制和滑模预测变结构控制结合[10]. 含有起摆策略
的研究一般按照倒立摆与倒立垂直位置的夹角ϕ划分

不同控制方法的作用域.如|ϕ| > 0.2时能量控制或事

件驱动控制等起摆控制生效,而|ϕ| 6 0.2时线性最优

控制(linear quadratic regulator, LQR), H∞等稳态控制

生效,即分段使用不同控制策略.

针对稳态控制部分,整体可以划分为线性控制和
非线性控制两大类. 稳态控制即为将倒立摆维持在垂
直倒立静不稳定点的控制,如PID控制、线性最优控
制(LQR)[11–12]、线性鲁棒控制(H∞) [13]以及模糊控
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制[14–16]等. 研究文献[14]建立了倒立摆的二维模糊控
制器,其利用虚拟角方法耦合两级级联的模糊控制器,
实现了倒立摆的稳定控制. LQR控制拥有最优化目标
函数的能力,可以用于高阶倒立摆的控制,如张永立
等进行的三级倒立摆LQR控制研究[17],其使用了动态
增益的线性二次控制方法,并将三级摆的起摆问题整
定为两点边值问题. H∞无穷控制能够抑制输入扰动

或参数扰动的影响,从而实现对系统参数和输入扰动
的鲁棒性[13, 18]. 研究文献[18]使用Riccati方程设计线
性鲁棒控制器,使得控制器对于倒立摆系统参数误差
的容忍度大幅上升. 但线性控制器仅在倒立平衡点附
近小范围内生效,这是由近似线性化的特征决定的.
因而,也出现了基于强化学习、模糊控制以及事件驱
动控制等非线性控制[19],这些非线性控制拥有更大的
作用域.但基于强化学习或模糊控制的方案控制效果
更多为经验性结论,难以数学论证.

本文提出了状态依赖Riccati方程(state-dependent
Riccati equation, SDRE)和极点配置方法相结合的非
线性控制方法. 相对于已有倒立摆控制方法的优势在
于3点: 1)本文提出的基于SDRE的控制方法实现了
倒立摆起摆阶段和稳态阶段的非线性一致性控制,期
间无需进行控制方法切换,因而可控性更强; 2)由于
其充分考虑了系统非线性,其有效控制区域不仅限于
垂直倒立点附近,稳定域更大; 3)使用模糊控制或神
经网络也可以实现起摆和稳态一致性控制的需求,相
比这种方法而言, SDRE在具备上一条优点的同时,还
能保证控制计算的精确性,并简化控制器设计流程.
在远离平衡点时, SDRE呈现非线性控制特性,而在平
衡点附近, SDRE方法可以趋近与某种线性控制器. 这
意味着本文仍然可以使用完善的线性控制器设计理

论,如线性最优控制理论和线性鲁棒控制理论等. 随
后,本文讨论了SDRE一致性起摆控制的可行性及仿
真验证. 分析了一致性起摆对于实验设备的硬件要求.
最后,本文根据倒立摆的物理特性,证明了该系统自
身对传感器的零点漂移具有一定鲁棒性. 角度传感器
误差一般不会破坏控制稳定.

2 倒倒倒立立立摆摆摆模模模型型型[20]

倒立摆(直线一级倒立摆,如图1所示)由直线运动
模块和一级摆组成,是最常见的倒立摆之一.根据牛
顿力学写出系统的运动方程:{

(M +m)ẍ+bẋ−mlϕ̈ cosϕ+mlϕ̇2 sinϕ=F,

(J +ml2)ϕ̈−mgl sinϕ = mlẍ cosϕ,

(1)

其中: m为摆杆质量, M为小车质量, b为摩擦系数,
l为摆杆转动轴心到杆质心的长度, J为摆杆以铰链为
转轴的转动惯量,对于质量均匀分布的摆杆的转动惯

量J =
ml3

3
. x为小车的位移, F为加在小车上的力,

θ为摆杆与垂直向上位置的夹角, ϕ为摆杆与竖直向下
方向的夹角. 将小车的加速度定义为新的控制输入

u = ẍ =
F − bẋ+mlϕ̈ cosϕ−mlϕ̇2 sinϕ

M +m
. (2)

方程(1)–(2)可以进一步化为仿射非线性方程{
ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x),
(3)

其中:

x = [x ẋ ϕ ϕ̇ ], h(x) =

[
x

ϕ

]
,

f(x)=


ẋ

0

ϕ̇
mgl sinϕ

J +ml2

 , g(x)=


0

1

0
ml cosϕ

J +ml2

 .
(4)

图 1 倒立摆系统简化模型

Fig. 1 Simplified model of inverted pendulum system

3 倒倒倒立立立摆摆摆的的的SDRE控控控制制制
3.1 SDRE非非非线线线性性性控控控制制制

SDRE技术在20世纪90年代逐步发展完善,是一
种较为通用的系统性设计非线性控制器的方法. 顾名
思义,该方法在状态方程中引入了可变量,延续了
LQR控制中的Riccati解法. SDRE方法常用于飞行器
控制,如导航、自动驾驶等等[21].

SDRE方法将非线性系统由标准型转化为含参数
的状态方程形式,即

ẋ= f(x) + g(x)u,

⇓
ẋ= A(x)x+B(x)u.

(5)

在式(5)表示下,系统的能控性和能观性做如下定义:
1)若非线性系统中的A(x)在x ∈ Ω中的每一点都可

控,则称A(x), B(x)是非线性系统的一种能控的参数

化表示; 2)若非线性系统中的A(x), C(x)在x ∈ Ω中

的每一点能观,则称A(x)是非线性系统的一种能观的
参数化表示[21]. 在验证了系统能控性和能观性后,利
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用SDRE设计非线性控制器有如下流程: 1)将非线性
系统化为含参数状态方程形式; 2)求解含参数的Ric-
cati方程(SDRE)

A(x)P+PA(x)−PB(x)R−1(x)BT(x)P+

Q(x)=0; (6)

3)建立非线性控制律:

u = −R−1(x)BT(x)P (x)x. (7)

3.2 建建建立立立倒倒倒立立立摆摆摆的的的含含含参参参数数数状状状态态态方方方程程程

根据式(3),并考虑量均匀分布的摆杆的转动惯量
J ,倒立摆系统可化为式(5)所示的含参数状态方程


ẋ

ẍ

ϕ̇

ϕ̈

=


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0
3g sinϕ

4lϕ
0



x

ẋ

ϕ

ϕ̇

+


0

1

0
3 cosϕ

4l

u,

y =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
x

ẋ

ϕ

ϕ̇

 ,
(8)

若使用LQR或H∞等线性控制方法,倒立摆系统在垂
直倒立位置线性化,其忽略了三角函数的非线性. 这
是也是在大摆角下线性控制失效的原因.在SDRE方
法中,系统将不再做三角函数的小角度近似. 验证系
统在不同状态的能控性和能观性. 给出能观性判据


C

CA

CA2

CA3

 =



1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

0 0
3g sinϕ

4lϕ
0

0 0 0 0

0 0 0
3g sinϕ

4lϕ


. (9)

计算能控性判据:

[ B AB A2B A3B ] =
0 1 0 0

1 0 0 0

0
3 cosϕ

4l
0

9g sinϕ cosϕ

16l2ϕ
3 cosϕ

4l
0

9g sinϕ cosϕ

16l2ϕ
0

 .
(10)

考虑到lim
ϕ→0

sinϕ

ϕ
= 1,除±0.5π两点,系统都是能观

能控的.

SDRE最为直观实现方法是实时计算Riccati方程.
然而,在每个控制周期内重新数值计算Riccati方程消
耗时间较长,这一延迟对倒立摆控制性能将产生不利
影响.由于系统特征值是决定系统动态特性的最重要
因素,因而本文使用非线性反馈配置系统特征值.要
达到配置特征值的目的,只需要令两个系统的特征多
项式相同即可, 4阶系统的特征方程中有4个系数,可
以实现匹配.

倒立摆系统含参数模型引入状态反馈的闭环控制

u=[k11 k12 k13 k14 ]
Tx之后的系统特征多项式为

ψ1(λ) = [λ4 λ3 λ2 λ1 1]×

1

k12 +
3 cosϕ

4l
k14

k11 −
3 cosϕ

4l
k13 −

3g sinϕ

4lϕ

−3g sinϕ

4lϕ
k12

−3g sinϕ

4lϕ
k11


. (11)

记期望闭环系统为

ẋ = (A0 −B0K0)x, (12)

其系统的特征多项式为

ψ0(λ) = [λ4 λ3 λ2 λ1 1]


1

ξ3
ξ2
ξ1
ξ0

 . (13)

得到一组方程

1

k12 +
3 cosϕ

4l
k14

k11 −
3 cosϕ

4l
k13 −

3g sinϕ

4lϕ

−3g sinϕ

4lϕ
k12

−3g sinϕ

4lϕ
k11


=


1

ξ3
ξ2
ξ1
ξ0

 , (14)

解得


k11
k12
k13
k14

=



− 4lϕ

3g sinϕ
ξ0

− 4lϕ

3g sinϕ
ξ1

4lϕ

3 sinϕ
(xi2 +

4lϕ

3g sinϕ
+

3g sinϕ

4lϕ
)

4l

3 cosϕ
(ξ3 +

4lϕ

3g sinϕ
ξ1)


.

(15)
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经过如此反馈后,系统的特征值是一个常数,本文
可以将系统的极点配置与某个期望系统相同.这也
是SDRE区别于其他非线性控制的特点. 在平衡点附
近,系统特性可以趋近为某个期望系统.这意味着本
文可以将SDRE在平衡点附近趋近某个线性控制.而
在控制系统的研究中,线性控制的设计分析方法以及
应用经验远丰富于非线性控制.本章使用SDRE趋近
于线性二次最优控制(LQR)由系统方程

ẋ = Ax+Bu (16)

确定控制向量的矩阵

u(t) = −K0x(t), (17)

使性能指标达到最小值:

J =
w ∞

0
(xTQx+ uTRu)dt. (18)

根据性能指标确定反应控制指标对于误差和控制损

耗的敏感程度.求解系统的Riccati方程:

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0, (19)

得到正定的P矩阵,则反馈输出设计为

K0 = R−1BTP. (20)

由此,可以得到线性系统(12)对应的特征多项式系数
ξ0, ξ1, ξ2, ξ3,将其代入式 (15)得到采用极点配置的
SDRE控制参数为

k11

k12

k13

k14

 =



ϕk01
sinϕ

ϕk02
sinϕ

4l

3 cosϕ
(
3k03
4l

+ k01−
3g

4l
− k01ϕ

sinϕ
+

3g sinϕ

4lϕ
)

4l

3 cosϕ
(
3k04
4l

+ k02 −
k02ϕ

sinϕ
)


.

(21)

当系统状态趋向于平衡点时, SDRE的反馈系数趋向
于式(20),即在平衡点附近, SDRE控制的特性与LQR
控制几乎相同.

4 算算算例例例测测测试试试

本文硬件实验使用的是由固高科技(深圳)有限公
司提供的直线倒立摆实验装置.它由驱动电机、导轨、
角度传感器、小车和摆杆等组件构成,如图2所示. 本
文的倒立摆实验系统参数如表1所示[20].

LQR采用的权矩阵如下:

Q =


1000 0 0 0

0 0 0 0

0 0 200 0

0 0 0 0

, R = 1. (22)

计算得到状态反馈参数为

K0 = [−31.62 −20.15 72.72 13.16]. (23)

采用极点配置的SDRE控制参数如下:
k11
k12
k13
k14

 =



−929.7
4lϕ

3g sinϕ

−592.4
4lϕ

3g sinϕ
4l

3 cosϕ
(157.1+929.7

4lϕ

3g sinϕ
+
3g sinϕ

4lϕ
)

4l

3 cosϕ
(19.31 + 592.4

4lϕ

3g sinϕ
)


.

(24)

实时计算Riccati方程的SDRE控制效果如图3所示.

图 2 倒立摆装置图[20]

Fig. 2 The tested inverted pendulum system[20]

表 1 测试系统参数
Table 1 Detailed parameter of test system

符号 备注 取值

M 小车质量 1.096 kg
m 摆杆质量 0.109 kg
l 摆杆转动轴心到杆质心的长度 0.25 m
J 摆杆的转动惯量 0.0034 kg ·m2

实时计算Riccati方程并给出反馈矩阵这种方式时
系统不会失稳,但出现了明显震荡. 在倒立摆实验中
一般采用小于0.005 s的控制步长,但进行一次Riccati
方程的求解需要约0.02 s,因而控制出现震荡. 这与实
践中很少使用实时求解Riccati方程的事实是吻合的.
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图 3 SDRE控制(实时计算Riccati方程)

Fig. 3 SDRE Control (solve Riccati equation online)

采用配置极点的SDRE控制方法的实验结果如
图4所示. 图4表明,在无扰动、单位正弦输入扰动和外
力撞击扰动3种场景下,倒立摆均能稳定. 这说明采用
极点配置的SDRE控制有较好的稳定性和抗干扰能力.

(a) 无扰动

(b) 加入ϵ = sin t输入扰动

(c) 加入四次外力撞击扰动

图 4 SDRE实验测试

Fig. 4 Test of SDRE control

下面采用滑模变结构控制器作为对照(如图5),比
较控制性能.作为一种非线性控制,滑模变结构控制
器能够实现将倒立摆控制到垂直倒立位置,但其控制
过程出现了明显的毛刺(这一组实验中没有加入任何
扰动).

图 5 滑模变结构控制实验测试

Fig. 5 Test of the sliding mode control

表2给出了LQR控制、基于极点配置的SDRE和滑
模变结构控制下倒立摆系统的二次性能指标.如表2
所示,可见在稳定点附近,基于极点配置的SDRE和
LQR的目标函数值相近,这与SDRE在平衡点趋近于
LQR控制的事实相符.而滑模变结构控制时系统波动
较大,指标明显大于前两者.

表 2 二次性能指标
Table 2 Value of performance index

序号 控制类型 指标值

1 LQR 22.8
2 极点配置的SDRE 21.3
3 滑模变结构控制 100

如表2所示,可见在稳定点附近,基于极点配置的
SDRE和LQR的目标函数值相近,这与SDRE在平衡
点趋近于LQR控制的事实相符.而滑模变结构控制时
系统波动较大,指标明显大于前两者.

为了对比不同控制的稳定域,本文使用仿真工具
测试不同角度初始值ϕinit下SDRE和LQR控制能否完
成控制,即将摆杆由初始角度控制到垂直倒立位置.
为标记方便,在此算例中使用角度制而不是弧度制.
取xinit, ẋinit, ϕ̇init

.
= 0,令ϕinit的取值范围为−180◦

∼ 180◦,并在控制成功与控制失败的分界点附近增加
数据点. 如图6所示, SDRE控制只有在ϕinit=±90◦

附近很小区间内控制失败,在其他位置均可以成功摆杆
控制到垂直倒立位置.对于LQR控制而言, ϕinit在−66.8◦

∼ 66.8◦范围内,可以将摆杆控制到垂直倒立位置,而
其他位置均控制失败. 倒立摆面临同双摆相似的问题,
如欠驱动、输入饱和及大摆角下线性控制失效等,特
别是在90◦和−90◦附近区域.研究文献[22]中使用的
非线性准PID控制方法对于提升倒立摆控制性能有所
帮助,可进一步缩小控制死区.

5 讨讨讨论论论: SDRE一一一致致致性性性起起起摆摆摆对对对设设设备备备的的的要要要求求求
上一节图6(a)中的仿真结果表明,本文所提方法理

论上可以实现倒立摆一致性起摆控制,即直接使用主
控制起摆.
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(a) SDRE控制

(b) LQR控制

图 6 SDRE控制器和LQR控制器的稳定域

Fig. 6 Stability region of SDRE and LQR controllers

在Simulink中仿真验证一致性起摆、稳态控制.仿
真中摆杆初始状态为{

ϕinit
.
= π,

xinit, ẋinit, ϕ̇init
.
= 0.

(25)

基于极点配置的SDRE控制器作用下的仿真结果如图
7所示. 摆杆在SDRE控制下迅速由自然下垂起摆,并
很快稳定于倒立位置.在此过程中没有进行控制切换.

图 7 SDRE一致性起摆、稳态控制

Fig. 7 Consistent swing-up and stabilization control

若希望该控制可行,需要考虑更多实际限制.从以
上分析可以看出,上述控制的起摆过程非常激烈,而
不是类似能量控制多次将摆杆摆到平衡位置附近.假
设在初始上摆时小车一直处于最大加速度am状态,同
样在小车所在的非惯性系中考虑该问题.在这个非惯
性系中,摆杆的运动是一个初始位置为π,平衡位置

为π − 2 arctan am
g

的“单摆”运动,其能摆到的最高

位置是π − 2 arctan am
g

. 在上述控制中,必须令摆杆

摆过水平位置.也即π − 2 arctan am
g

<
π

2
, am > g.

即使以最乐观的估计,希望单摆一次性到达平衡位置
所需要系统加速度也要满足am > g. 实际应用时往往
需要达到am > 5g同样做近似分析估算所需要的导轨

长度.首先将摆杆摆动周期近似为小幅单摆运动(摆动
角度已经很大,这个近似存在误差),其半周期为

T

2
= π

√
J√

g2 + a2ml
, (26)

这段时间内小车的位移是

x =
1

2
a(
T

2
)2 =

1

2
aπ2 J√

g2 + a2ml
. (27)

当a = g时,计算得到x ≈ 1.16l. 而这还没有计算
越过水平线后小车做减速运动时需要的额外距离,也
没有计算控制超调所需要的裕量. 由此可看出,使用
SDRE进行一致性起摆、稳态控制有效几乎覆盖整个
圆周,不需要切换控制,且起摆速度快,超调小. 但其
对电机转矩输出要求非常高,对于大型倒立摆实现难
度较大,但在摆杆长度较小、质量较低的场景下仍然
可能实现.

6 讨讨讨论论论: 倒倒倒立立立摆摆摆系系系统统统对对对传传传感感感器器器误误误差差差的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性
及及及倒倒倒立立立启启启动动动问问问题题题

倒立摆系统为了保证角度传感器的数值正确,往
往使用重力自准直法校准角度传感器—将摆杆在重
力下自然下垂状态下的角度和位移标记为零点. 倒立
摆自然下垂启动,可以由重力保证角度传感器的零点
正确,但若倒立启动,人眼可能无法保证倒立摆的绝
对倒立,即角度传感器归零不准.下面将讨论角度或
位移传感器归零不准带来的影响.首先本文给出两个
定理及证明.

定定定理理理 1 不存在某种控制,使得倒立摆在ϕ0 ̸=0

点稳定或以远小于ϕ0的振幅等幅震荡.

证证证 假设该控制可能成立,即摆杆在ϕ0范围内小

幅震荡, ϕ1 < ϕ < ϕ2, |ϕ2 − ϕ1| << ϕ0. 记倒立摆到
达第i个周期中的最大摆角的时间为ti. 在小车这一非
惯性参考系中考虑该问题.摆杆到达任意周期内的最
大摆角时角速度为零,则有摆杆在ti, tj期间内角冲量
的积分为零,w tj

ti
(mgl sinϕ−mal cosϕ)dt = 0, ∀i, j. (28)

由于ϕ1 < ϕ < ϕ2, |ϕ2 − ϕ1| << ϕ0,在上式积分时
可以认为ϕ为常数. 此时可得到w tj

ti
adt=

g sinϕ(tj − ti)

cosϕ
=g tanϕ(tj − ti). (29)

由于i, j是任意选取的,则当ti有限而tj → ∞时,

∆v =
w tj

ti
adt = g tan θ(tj − ti) → ∞, (30)

即小车速度无界,因此不存在此控制. 证毕.
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定定定理理理 2 若角度或位移传感器零点小幅漂移,摆
杆平衡角度ϕ0 = 0不改变,但会影响小车位移平衡点.

证证证 考虑平衡点附近情形,因而可以使用线性化
的状态方程分析该问题.记某种能够使倒立摆稳定的
控制(如LQR控制)为


ẋ

ẍ

ϕ̇

ϕ̈

 =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0
3g

4l
0



x

ẋ

ϕ

ϕ̇

+


0

1

0
3

4l

u,
u = k1x+ k2ẋ+ k3ϕ+ k4ϕ̇.

(31)

若位移传感器和角度传感器分别存在零点漂移xf , ϕf ,
即xreal = xob − xf , ϕreal = ϕob − ϕf ,其中下标real表
示真实值,下标ob表示观测值.则有


ẋob

ẍob

ϕ̇ob

ϕ̈ob

 =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0
3g

4l
0



xob−xf

ẋob

ϕob−ϕf

ϕ̇ob

+


0

1

0
3

4l

u,
u = k1xob + k2ẋob + k3ϕob + k4ϕ̇ob.

(32)

求解新系统的平衡点,即得到4个方程:

ẋ = 0,

u = 0,

ϕ̇ = 0,

3g

4l
(ϕob − ϕf) +

3

4l
u = 0.

(33)

解得 
ϕob = ϕf ,

xob = −k3
k1
ϕf ,

(34)

即 
ϕreal = ϕ0 = 0,

xreal = −k3
k1
ϕf − xf .

(35)

上式表明角度和位置传感器误差将不会改变倒立摆

摆角的平衡点,但会造成小车位移平衡点的变化.

证毕.

一般情况下,倒立摆系统中,小车位移平衡点不是
研究所关注的量. 但若整定参数中k3 ≫ k1,则会出现
位移平衡点偏离过大而造成的小车撞边问题,进而造
成控制失败.

6.1 角角角度度度传传传感感感器器器漂漂漂移移移问问问题题题

在实测系统中,传感器易发生零点漂移,倒立摆系
统涉及位移传感器和角度传感器. 而角度传感器的零
点漂移在SDRE实验中可以观察到,即观测到的平衡

角度,即ϕ0 ̸= 0. 不难理解,位移传感器的小幅零点漂
移从直观上即可判断不会对实验产生影响:仅仅是平
衡位置偏移而已. 但角度传感器的误差则会复杂很多.
由定理1,不存在某种控制,使得倒立摆在ϕ0 ̸= 0点稳

定或以远小于ϕ0的振幅等幅震荡.

事实上,传感器误差在实验中已经有所体现,在实
验测试中,传感器量测到的小车位移存在明显偏差.
在某次实验中约为9 cm. 这不可能是由传感器误差导
致的,首先位移传感器零点漂移不可能有9 cm,且位
移传感器漂移后会导致小车的实际平衡点偏离,但传
感器记录的平衡点应当仍然为0. 不同实验中传感器
显示的小车平衡位置偏离并不相同.且传感器记录的
平衡角度也不为零. 在某次实验中,倒立摆基本平衡
后得某段时间取1000个数据点做均值,计算得到

mean(ϕob) = −0.0393 rad = −2.25◦. (36)

但这1000个数据点得到的ϕob的标准差

std(ϕob) = 0.0024 rad
.
= 0.14◦. (37)

即ϕob确实不能由随机误差或震荡解释的显著偏差.
若ϕreal = ϕob,则数据与定理1矛盾,因此传感器必然
存在误差. 将式(34)稍作变形:

ϕob

xob

= −k1
k3
, (38)

由实验所用参数可得

−k1
k3

= −−31.6

72.7
= 0.435, (39)

将实测数据代入

ϕsen

xsen

=
−0.0393

−0.09
= 0.436. (40)

可见,实测数据与理论符合良好.有理由推定实验设
备的角度传感器在平衡点附近有约0.04 rad的误差.

6.2 倒倒倒立立立启启启动动动问问问题题题

倒立启动最为担心的是无法利用自准直进而角度

传感器必然发生零点漂移的问题.但由上小节所述,
倒立摆系统对于角度传感器和位移传感器的小幅误

差有一定的鲁棒性. 且证明实验系统中早已存在角度
传感器误差(约为0.04 rad). 但在实验中,系统并未出
现小车匀加速运动最终越限或大幅度的震荡的现象,
而是维持了稳定. 角度传感器的偏差将导致小车平衡
点位置的变化,而这个变化与反馈矩阵系数相关,系
统在这个位置仍能稳定. 即倒立摆的重力自准直矫正
不是必须的,倒立摆也可以采用倒立形态启动.

7 结结结论论论

直线倒立摆作为一种典型的非线性系统,是一种
经典的控制研究对象.本文使用了状态依赖的Riccati
方程(SDRE)方法结合极点配置的思路,进行倒立摆控
制的研究.该方法克服了常见LQR、控制等控制域不
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足的问题.同时具备以下优点:

1) 实现了倒立摆起摆阶段和稳态阶段的一致性
控制,期间无需进行控制方法切换,可控性更强;

2) 现有两段式倒立摆起摆方法往往使用模糊控
制或者能量控制进行起摆操作,其起摆具有动作平滑
的优势,但速度慢,达到稳态需要经历多个摆动周期.
本文提出的SDRE起摆方法在短摆杆,强动力的条件
下能够在几乎所有初始角度实现单周期起摆,以极快
的速度达到稳态;

3) 与其他可以实现一致性起摆的控制方法相比,
SDRE在具备上一条优点的同时,还能保证控制计算
的精确性,并简化控制器设计流程. 在远离平衡点时,
SDRE呈现非线性控制特性,而在稳态附近, SDRE方
法可以趋近与某种线性控制器. 这意味着本文仍然可
以使用完善的线性控制器设计理论,如线性最优控制
理论和线性鲁棒控制理论等.

最后,本文根据倒立摆的物理特性,证明了该系统
对角度和位置传感器的零点漂移具有一定鲁棒性.
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