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摘要:本文研究了静态信噪比约束下多输入离散系统均方可镇定问题,其中信道资源固定且不可任意分配,信道
被建模为加性高斯白噪声. 主要目的是借用优化序理论讨论系统可镇定时各子信道的信道容量与系统拓扑熵的关
系.本文基本思想是从供需平衡角度讨论可镇定性. 具体地,对于通信资源,每个系统输入被视为需求方,而信道被
视为供应方.信道的供应资源由其各自的均方容量刻画,网络化系统均方可镇定要求通信资源供求平衡. 因信道资
源不可配置,人们可以通过调节需求方(一定的传输机制)来满足供给方要求. 给出了网络化系统均方可镇定时的一
个充分条件和一个必要条件.最后数值算例验证所得结论.
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Abstract: In this paper, the mean square stabilization problem of multi-input discrete-time systems under stationary
signal-to-noise ratio (SNR) constraints is studied. The channel resources are fixed and cannot be arbitrarily allocated. The
channel is modeled as an additive white Gaussian noise. The main purpose is to discuss the relationship between the
channel capacity of each sub-channel and the system topology entropy when the discussed networked control system is
stabilized using majorization theory. The basic idea of this paper is to view the stabilization from the perspective of supply
and demand balance. Specifically, for communication resources, each system control input is considered as the demand
side and the channels are considered as the supply side. The supply resources of the channels are characterized by their
respective mean square capacities, and to stabilize the networked system requires the balance of supply and demand of
communication resources. Since the channel resources are not configurable, one can satisfy the supplier’s requirements by
adjusting the demand side (a certain transmission mechanism). We give a necessary condition and a sufficiency condition
for stabilizing the networked control system. Finally, numerical examples verify the conclusions.
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1 引引引言言言

网络化控制系统(networked control system, NCSs)
是系统和控制器通过共享网络进行通信的反馈控制

系统,近年引起了极大的关注. 该系统广泛应用于移
动传感器网络、高速公路系统和多智能体系统等[1–3].
很多期刊和会议都对该主题进行过专题讨论,例如文
献[4–8]等.

网络化控制的一个基本问题是输入信道信息约束

下的可镇定性. 研究中常常采用很多不同形式的信息
约束,例如数据率约束[9–10]、量化[11–12]、丢包[13–15]、

量化与丢包 [16]、信噪比受限[17–18]、时滞[19–20]等. 利
用对数量化器量化输入信号,文献[21]讨论了多输入
系统状态反馈均方可镇定问题.基于李雅普诺夫方法,
得到系统二次可镇定下最粗糙量化密度要求,该要求
可用系统的米勒测度表示,即不稳定极点的乘积.文
献[13]研究发现基于乘性随机输入信道下网络化系统
状态反馈均方可镇定的充要条件是乘性信道的均方

容量超过系统的拓扑熵,即米勒测度的对数. 这些结
果揭示了米勒测度或拓扑熵的重要作用,可以视为开
环系统不稳定度的一个度量. 文献[22]通过数据率约
束信道及系统拓扑熵研究了可观测性和最优控制之

间的联系,该结论进一步支持了上述观点.

对于多输入系统的网络化镇定问题较单输入系统

的研究变得更加复杂,网络化多输出系统状态反馈均
方可镇定时的最小网络要求条件很难得到. 幸好,文
献[23–27]取得了很大的进展.例如,基于信噪比受限
下独立平行信道,文献[26–27]讨论了离散时间多输入
多输出系统均方可镇定问题,给出系统均方可镇定的
充分必要条件,该条件涉及到不稳定极点的值及其方
向.最近,一系列研究利用信道资源分配的思想来探
寻可镇定性的最小信息要求. 凭借因信道资源可分配
而产生的额外设计自由度,已经证明多输入网络化可
镇定性所需的最小总容量可由开环系统拓扑熵刻画.
另一种方法是每个信道资源固定,而从通信理论角度
借助于多输入多输出传输机制,讨论网络化可镇定的
问题,文献[28]借助此思想,基于优化序方法给出加性
噪声信道下均方可镇定的充分必要条件.类似的方法
被推广到乘性噪声信道及更一般信道下网络化可镇

定[21, 29].

受网络化系统均方可镇定的启发,尤其是文献
[21, 28–29]中思想的启发,本文借助相应的思想建立
网络化离散系统均方可镇定与系统不稳定度的联系,
特别是借助优化序思想来给出信道资源不能任意分

配时系统均方可镇定的充分必要条件.与文献[28]和
文献[21, 29]不同之处有3点: 1)本文主要讨论的是离
散时间系统下的均方可镇定; 2) 信道容量定义不同;
3)因解决不同的问题,所得结论截然不同.

为解决信息受限下多输出网络化系统均方可镇定

问题,本文的特色:当信道资源不能分配,利用编码和
解码矩阵将问题转化成编码和控制器联合设计问题.
为达到均方可镇定,编码和控制器要适当设计.本文
给出用优化序表示的充分和必要条件,表明最小网络
要求与循环分解子系统的米勒测度有紧密联系.

值得指出的是,不管是信道/控制器联合设计还是
编码/控制器联合设计问题,都可看成是通信资源供需
平衡问题.控制一个网络化系统,每一个输入需要一
定数量的通信资源. 供需平衡可以通过两方面不同设
计.信道/控制器联合设计是调节供应来满足需求,而
编码/控制器联合设计则相反,即调节需要来满足供
应.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如图1所示网络化系统,其中离散时间多输入
线性时不变系统描述为

xk+1 =Axk +Buk, x(0) = x0, (1)

其中: xk为系统状态; uk是控制输入; A ∈ Rn×n, B ∈
Rn×m,假设(A,B)不稳定但可镇定. 设状态xk可用来

做状态反馈. 如果控制器和系统之间的通信网络是理
想的,即uk = vk,则容易设计状态反馈控制器vk =

Fxk使得闭环系统稳定. 然而,当通信网络不是理想
的,即uk为vk的失真后的信息,因系统可镇定性依赖
于通信网络传输精度,该状态反馈设计将面临着新的
问题.

图 1 网络化反馈控制系统结构图

Fig. 1 State feedback via communication network

文献[15, 30]借用网络资源可分配的思想讨论了多
输入网络化系统均方可镇定时的最小信道容量,但该
讨论基于总的资源可在任意平行信道中分配的假设.
如果总的资源是不能分配的,该问题面临着新的挑战.
针对这一问题,本文针对离散时间多输入网络化线性
系统,借助于编码控制联合设计思想来解决这一问题.
即将通信网络建模为一编码矩阵T ,加性高斯白噪声
平行信道和一解码矩阵R,如图2所示.

图 2 加性高斯白噪声及编码解码信道

Fig. 2 Communication channels with encoding and decoding

信道描述: 通信信道建模成加性白高斯噪声,信道
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输入信号qi是具有容许功率Pi的静态过程,即

E[q2i ] < Pi. (2)

信号传输被具有零均值功率谱密度为Ni的白高斯噪

声干扰. 比值
E[q2i ]

Ni

称为信噪比,记为SNRi. 本文考

虑无限带宽加性高斯白噪声这一理想情况. 该高斯白
噪声信道容量定义为[30]

Ci =
1

2
log C̃i, C̃i = 1 + SNRi. (3)

总的信道容量为C = C1 + C2 + · · ·+ Cl . 因提前设定
容许功率,则信道容量是固定的且不能任意分配与资
源可任意分配[15, 30]相反.然而,编码解码矩阵的设计
可以代替资源不可分配产生的设计局限.特别的,假
设编码和解码矩阵受以下约束:

RT = I. (4)

问题提出:当网络资源不可任意分配时,如何实现
网络化离散时间系统可镇定? 本文的目的有两个:
1)联合设计编码控制使得可镇定可以实现; 2)网络化
系统均方可镇定时各信道容量与系统拓扑熵需满足

什么关系?

3 预预预备备备知知知识识识

本节给出一些基本知识,包括H2补灵敏度、循环

分解和优化序理论等.

循环分解: 一般来说,对于任意方阵,总能进行如
下循环分解:

引引引理理理 1 [31] 对每个可镇定线性系统[A,B],其中
A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m,则存在非奇异矩阵P和Q使

得

Ã=


Ã1 0 · · · 0

0 Ã2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · Ãk

 , B̃=


b̃1 ⋆ · · · ⋆ ⋆

0 b̃2 · · · ⋆ ⋆
...

...
...

... ⋆

0 0 · · · b̃k ⋆

 ,

(5)

其中: Ãi(i = 1, 2, · · · , k)为循环子系统,其最小多项
式αi(λ)满足α1(λ) = α(λ)且αi+1(λ)|αi(λ), i=1, 2,

· · · , k − 1. αi+1(λ)|αi(λ)表示αi(λ)可以被αi+1(λ)

整除.

Ã = P−1AP, B̃ = P−1BQ,“⋆”表示在接下来

推导中用不到的矩阵块, A换成循环分解形式且子系
统[Ãi, b̃i], i = 1, 2, · · · , k可镇定.

优化序理论:一些有用的引理如下:

引引引理理理 2 [32] 优化序不等式x ≼ω y (x ≺ω y)成立,
等价于存在一向量z使得x > z(x > z),且z ≼ y.

上述引理刻画了优化序和弱优化序之间的关系.

引引引理理理 3 [32] 存在具有特征值λ1, λ2, · · · , λn和对

角元素d1, d2, · · · , dn的实对称矩阵X的充分必要条

件是
[d1 d2 · · · dn]

′ ≼ [λ1 λ2 · · · λn]
′.

当引理3中条件满足,有很多方法计算期望实矩
阵X ,可参考文献[33],更多关于优化序知识可参考文
献[32].

最优补灵敏度:考虑图2所示网络化系统,假设信
道暂时是理想的,则系统的补灵敏度函数(从信道噪
声dk到信道输入qk的传递函数)为

T (z) = F (zI −A−BF )−1B.

引引引理理理 4 [30] 假设(A,B)可镇定,则有

inf
F :A+BF is stable

1

2
log det{I + Λ} > H(A), (6)

其中Λ =
1

2π

w 2π

0
T (ejω)T (ejω)∗dω. 特别地,当m=

1,则

inf
F :A+BF is stable

∥T (z)∥22 = M(A)2 − 1. (7)

对于单输入情形,即m = 1,可参考文献[34].

4 主主主要要要结结结论论论

现有很多文献主要考虑了总的资源可分配到各平

行信道中,实际上是调节供应以满足需求. 然而,有时
可能会碰见诸如网络设备提前分配但不能任意分配

的情况,此种情况下,各个信道资源Ci提前给定但不

能分配. 接下来的问题是能否借助其它设计方式来补
偿资源分配的缺失.答案是明确的,可借助设计传
输/接收矩阵T和R,进而控制器设计问题转化成控制
器和传输联合设计问题.给出主要结论前,我们从供
需平衡角度来分析传输器设计机制.因为每个信道的
信道容量提前固定,即供应方不能再操作.而利用合
适的线性传输矩阵T ,每个信道传输所有输入的信号
线性组合信号,实际上是调节了信道需求以满足供应.
这刚好是现有方法的反面.

本节主要考虑信道模型为加性白高斯噪声下,讨
论存在合适的编码解码矩阵T和R以及反馈控制增益

矩阵F使得闭环网络化系统内部稳定(所有信号的分
布指数趋于静态分布)的充分必要条件.根据系统模
型,总的噪声d = [d1 d2 · · · dl]′为白高斯噪声向量,
其功率谱密度为N = diag{N1, N2, · · · , Nl}. 补灵敏
度函数(从信道噪声dk到信道输入qk的传递函数)为

T (z) = TF (zI −A−BRTF )−1BR =

TF (zI −A−BF )−1BR, (8)

则qi的功率谱密度为{T (ejw)NT (ejw)∗},进而qi的功

率可表示为

E[q2i ] =
1

2π

w 2π

0
{T (ejω)NT (ejω)∗}iidω,

其中{·}ii表示矩阵的第i个对角元素.因此,输入功率
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受限(2)可转化为
1

2π

w 2π

0
{T (ejω)NT (ejω)∗}iidω < Pi. (9)

考虑到式(3),此约束可进一步转化为
1

2
log{I + 1

2π

w 2π

0
T (ejω)NT (ejω)∗dω}ii < Ci.

(10)

本节的目的是找到对信道容量Ci(i = 1, 2, · · · , l)的
要求,通过联合设计编码/控制使得网络化系统在约束
条件(2)下达到网络化可镇定. 同时也提出一个编码/
控制协同设计的程序.

为了镇定网络化控制系统,每个控制输入要求一
定通信资源用来传输.因此,控制输入可看成通信资
源的需求方,而通道可看成供应方.通道的供应容量
由其信道容量刻画. 问题是信道容量提前给定,一般
情况下供需不一定平衡. 为解决这种供需不平衡,引
入编码矩阵T ,用来从不同的控制输入产生混合输入
需求. 考虑到这一点,一个有趣的想法是合理利用编
码机制,以便在混合之后,需求将被合适地重新塑造
以匹配供应.与文献[15, 30]中采用的信道资源分配完
全相反,即调节供应以满足需求. 请注意,需求塑造是
经济学中非常普遍的原则.它在工程领域也引发了许
多成功的故事,如电力系统[35]、交通运输[36]和数据网

络[37]等.

接下来作者将利用弱优化序关系解决编码/控制
协同设计问题,给出一个充分条件和一个必要条件.

定定定理理理 1 基于高斯白噪声信道下的网络化系统,
通过编码控制联合设计均方可镇定的充分条件是

[C̃1 − 1 C̃2 − 1 · · · C̃l − 1]′ ≺w

[M(Ã1)
2 − 1 ∆ · · · M(Ãk)

2 − 1 0 · · · 0]′︸ ︷︷ ︸
l

.

(11)

必要条件为

[C̃1 C̃2 · · · C̃l]
′ ≺w

[M(Ã1)
2 M(Ã2)

2 · · · M(Ãk)
2 0 · · · 0]′︸ ︷︷ ︸

l

, (12)

其中∆ = M(Ã2)
2 − 1.

证证证 为简洁起见,假设A的所有特征根在单位环

外. 该假设合理性可参考文献[15, 30].

首先证必要条件(12)成立: 注意到信道总可以重
新排列使得其信道容量按非增次序.因此,不失一般
性,假设各信道容量关系如下,即非增顺序

C̃1 > C̃2 > · · · > C̃l.

假设存在一状态反馈增益F和一对传输接收矩

阵{T,R}使得网络化系统在信噪比约束下是均方稳
定的.

根据引理1中的关系αi+1(λ)|αi(λ),易知Ãi+1的

谱总包含于Ãi的谱,因此不等式

M(Ã1)
2 > M(Ã2)

2 > · · · > M(Ãk)
2 > 0

恒成立. 优化序(12)等价于下列不等式:
l∑

i=j

C̃i >
k∑

i=j

M(Ãi)
2, j = 1, 2, · · · , k. (13)

由文献[30]定理3,信噪比约束的均方可镇定表明总的
信道资源要大于系统开环拓扑熵,即

l∑
i=1

Ci >
k∑

i=1

H(Ãi). (14)

不等式(14)可写成如下对数形式:
1

2
log

l∏
i=1

C̃i > log
k∏

i=1

M(Ãi). (15)

对式(15)进行变形并取指数函数得
l∏

i=1

C̃i >
k∏

i=1

M(Ãi)
2 =⇒

l∑
i=1

C̃i >
k∑

i=1

M(Ãi)
2,

(16)

其中式(16)成立来源于C̃i(i=1, 2, · · · , l)和M(Ãi)
2

(i = 1, 2, · · · , k)都为正实数. 因此,当j = 1,不等式
(13)成立.

为了讨论j = 2情形,本文首先对系统[A|BR]中

关于BR的第1列进行能控性分解. 换句话说,存在一
个非奇异矩阵P ∈ Rn×n和一个状态变换zk=P−1xk

使得辅助系统的动态方程变为[
z1,k+1

z2,k+1

]
=

[
Ã11 Ã12

0 Ã22

][
z1,k
z2,k

]
+[

B̃11 B̃12

0 B̃22

][
q1,k + d1,k
q̃k + d̃k

]
, (17)

其中:
zk = [z′1,k z′2,k]

′, q̃k = [q2,k q3,k · · · ql,k]
′,

d̃k = [d2,k d3,k · · · dl,k]
′.

记F̃ = TFP ,并分解为如下块矩阵:

F̃ =

[
F̃11 F̃12

F̃21 F̃22

]
. (18)

接下来考虑子系统[Ã22|B̃22],其闭环动态系统为

z2,k+1 = Ã22z2,k + B̃22d̃k + B̃22q̃k,

q̃k = F̃21z1,k + F̃22z2,k.

对上述方程取拉普拉斯变换,有

L(q̃k) = [T21(z) T22(z)]

[
L(z1,k)
L(d̃k)

]
,

其中:

T21(z)= F̃21 + F̃22(zI − Ã22 − B̃22F̃22)
−1B̃22F̃21,

T22(z)= F̃22(zI − Ã22 − B̃22F̃22)
−1B̃22.
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注意到z1,k与d̃k相互独立,有

E[(q̃i+1,k)
2] > 1

2π

w 2π

0
{T22(e

jω)P̃T22(e
jω)∗}iidω,

(19)

i=1, 2, · · · , l − 1,其中P̃ ={N2, N3, · · · , Nl}. 进行
一系列代数变换,不等式(19)可重新写为
E[q2i ]

N2
i

> 1

2π

w 2π

0
{P̃− 1

2T22(e
jω)P̃T22(e

jω)∗P̃− 1
2 }iidω.

上述方程两边同时求和,可得
l∑

i=2

Ci >

1

2
log det{I +Ω} =

1

2
log det{I + 1

2π

w 2π

0
{T̃22(e

jω)T̃22(e
jω)∗}dω} >

H(Ã22),

其中Ω =
1

2π

w 2π

0
{P̃− 1

2T22(e
jω)P̃T22(e

jω)∗P̃− 1
2 }dω.

由循环分解的性质,有H(Ã22) >
k∑

i=2

H(Ãi),进

而
l∑

i=2

Ci >
k∑

i=2

H(Ãi) =⇒
l∑

i=2

C̃i >
k∑

i=2

M(Ãi)
2.

(20)

模仿上述的过程,很容易验证当j = 3, 4, · · · , k时,式
(13)也成立. 必要条件(12)得证.

其次证明充分条件(11)成立: 为证充分条件(12)成
立,需设计一传输矩阵T ,一个接收矩阵R和一状态反

馈增益矩阵F ,使得闭环系统达到信噪比约束下均方
稳定. 不失一般性,假设[A|B]已是循环分解形式,其
中每个循环子系统[Ãi|b̃i]是维数为ni的可镇定系统.
对每个子系统[Ãi|b̃i]可设计状态反馈增益为f̃i使得

∥T̃i(z)∥22 = M(Ãi)
2 − 1,其中

T̃i(z) = f̃i(zI − Ãi − b̃if̃i)
−1b̃i.

设f̃ = diag{f̃1, f̃2, · · · , f̃k},且选取状态反馈矩阵F

如下: [
f̃

0(m−k)×n

]
.

由此, A+BF是稳定的. 特别地,设传输和接收矩阵
为

T = N
1
2UD−1, R = DU ′N− 1

2 , (21)

其中U ∈ Rm×m是待设计的酉矩阵,令

D = diag{1, η, · · · , ηm−1},

η是一正的小实数. 令

S = diag{Iñ1
, ηIñ2

, · · · , ηk−1Iñk
}, (22)

则有

T (z) = TF (zI −A−BF )−1BR =

N
1
2U(zI − Ã− B̃F̃ )−1B̃U ′N− 1

2 ,

其中

Ã = S−1AS =


Ã1 0 · · · 0

o(η) Ã2 · · · 0
...

...
...

...
o(η) o(η) · · · Ãk

 ,

B̃=S−1BD=


b̃1 o(η) · · · o(η) o(η)

0 b̃2 · · ·
...

...
...

...
... o(η) o(η)

0 · · · 0 b̃k o(η)

 ,

F̃ = D−1FS.

(23)

因当η → 0,
o(η)

η
趋向于零. 因此,有

T (z) = N
1
2Udiag Ξ︸︷︷︸

l

U ′N− 1
2 + o(η), (24)

其中Ξ = {T̃1(z), T̃2(z), · · · , T̃k(z), 0, · · · , 0},进而
可得

1

2π

w 2π

0
{N− 1

2T (ejω)NT (ejω)∗N− 1
2 }dω =

U(diag {T̃ 2
1 (z), T̃

2
2 (z), · · · , T̃ 2

k (z), 0, · · · , 0}′︸ ︷︷ ︸
l

)U ′+

o(η). (25)

类似式(10),有
E[q2i ]

Ni

={U(diag Ξ1︸︷︷︸
l

)U ′}ii + o(η) =

{U(diag Ξ2︸︷︷︸
l

)U ′}ii + o(η),

其中:

Ξ1 = [T̃ 2
1 (z) T̃ 2

2 (z) · · · T̃ 2
k (z) 0 · · · 0],

Ξ2 = [M(Ã1)
2 − 1 M(Ã2)

2 − 1 · · ·
M(Ãk)

2 − 1 0 · · · 0].

第2个等式的成立是因为∥T̃i(z)∥22 = M(Ãi)
2 − 1. 由

式(11),根据引理2,则存在一向量[γ1 γ2 · · · γl]
′使

得

[C̃1 − 1 C̃2 − 1 · · · C̃l − 1]′> [γ1 γ2 · · · γl]
′

(26)

及

[γ1 γ2 · · · γl]
′ ≼ Ξ ′

2︸︷︷︸
l

. (27)
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由引理3,总可构造一酉矩阵U使得

H + o(η) = γi, (28)

其中:

H={U(diag {T̃ 2
1 (z), · · · , T̃ 2

k (z), 0, · · · , 0}]′︸ ︷︷ ︸
l

)U ′}ii,

i = 1, 2, · · · , l. 综合上述,有
1

2
log{I +Ξ3}ii < Ci,

其中

Ξ3 =
1

2π

w 2π

0
{P̃− 1

2
q T (ejω)P̃qT (ejω)∗P̃− 1

2
q }dω.

当η取足够小的实数,有E[q2i ] < Pi. 即信噪比约束满
足,充分条件(11)得证. 证毕.

注注注 1 从弱优化条件(11)–(12),可以推断,在某些情况

下,甚至可以用比控制输入数量少的通道来镇定网络化控制

系统.实际上,镇定所需的最小通道数等于从循环分解(5)得

到的不稳定循环子系统[Ãi|b̃i]的数量. 这与文献中的早期研

究[38]镇定线性系统所需的最小控制输入数量一致.

注注注 2 由充分性条件式(11)和必要性条件式(12)可以

看出,若充分性条件成立,则必要性条件一定成立,但反之未

必成立. 当系统循环子系统个数与信道个数一致时,弱优化

条件(11)–(12)一致,即充要条件,见下面推论1–2.

由定理1,进一步可推导如下两个推论:

推推推论论论 1 如果循环分解(A,B)有l个不稳定循环

子系统,则基于加性白高斯噪声信道的网络化系统
(A,B),可通过编码控制联合设计可镇定的充分必要
条件为

[C̃1 C̃2 · · · C̃l]
′ ≺w

[M(Ã1)
2 M(Ã2)

2 · · · M(Ãl)
2]′︸ ︷︷ ︸

l

. (29)

证证证 当(A,B)有l个不稳定循环分解系统,弱优化
条件(11)–(12)分别变为

[C̃1 − 1 C̃2 − 1 · · · C̃l − 1]′ ≺w

[M(Ã1)
2 − 1 M(Ã2)

2 − 1 · · · M(Ãl)
2 − 1]′︸ ︷︷ ︸

l

(30)

和

[C̃1 C̃2 · · · C̃l]
′ ≺w

[M(Ã1)
2 M(Ã2)

2 · · · M(Ãl)
2]′︸ ︷︷ ︸

l

. (31)

则由优化序性质式(30)等价于式(31),即充分和必要
条件一致. 证毕.

易知,当l = 1时,即系统只有一个传输信道,也就
没有信道分配问题了,该结论与文献[30]中结论一致,
要求总容量大于系统开环拓扑熵,与如何分配各个渠

道的能力是不相关的.

推推推论论论 2 如果循环分解(A,B)有l个不稳定循环

子系统,且C̃1= C̃2= · · ·= C̃l= C̃ =
C̃
l

,则基于加性白

高斯噪声信道的网络化系统(A,B),可通过编码控制

联合设计可镇定的充分必要条件为C̃>
l∑

i=1

M(Ãi)
2.

证证证 当C̃1 = C̃2= · · ·= C̃l =
C̃
l

,弱优化条件(11)–

(12)分别变为

[
1

l
C̃ − 1

1

l
C̃ − 1 · · · 1

l
C̃ − 1]′ ≺w

[M(Ã1)
2−1 · · · M(Ã2)

2−1 · · · M(Ãl)
2 − 1]′︸ ︷︷ ︸

l

(32)

和

[
1

l
C̃ 1

l
C̃ · · · 1

l
C̃]′ ≺w [M(Ã1)

2 · · · M(Ãl)
2]′︸ ︷︷ ︸

l

,

(33)

则此充分必要条件即为

1

l
[C̃ C̃ · · · C̃]′ ≺w

[M(Ã1)
2 M(Ã2)

2 · · · M(Ãl)
2]′︸ ︷︷ ︸

l

, (34)

即C̃ >
l∑

i=1

M(Ãi)
2. 证毕.

推论2表明,相同容量的通信信道可以很好地帮助
彼此传输信号.同时,当l = 1时,即系统只有一个输
入信道,该结论与文献[30]中结论一致,要求总容量大
于系统开环拓扑熵.

5 仿仿仿真真真研研研究究究

本节中,给出一个数值示例来说明如何通过通道
控制器协同设计来镇定网络化控制系统.考虑一个不
稳定的系统[A|B]:

A =

4 0 0

0 2 0

0 0 2

 , B = [b1 b2] =

1 0

1 1

0 1

 . (35)

初始条件x0 = [1 1 1]′. 显然, [A|B]可镇定. 进一步
[A|B]已是循环分解形式,循环子系统为

A = diag{A1, A2}, b1 = [1 1]′, b2 = 1,

其中A1 = diag{4, 2}和A2 = 2. 系统的拓扑熵为

H(A)=H(A1)+H(A2)=log2(4× 2) + log2 2=4.

提前设定的容许功率为P 2
1 = 8, P 2

2 = 8,加性噪
声的协方差矩阵为N1 = 0.01, N2 = 0.16. 则容易验
证定理1条件满足. 由定理1,可通过编码控制联合设
计来镇定网络化系统.
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对于控制器设计问题,通过求解两个子系统
[A1 b1]和 [A2 b2]的H2最优补灵敏度函数T (z)来获

得f1 = [−6.5625 1.3125]和f2 = −1.5. 令

F = diag{f1, f2}.

至于编码器设计问题,尽管C1 < H(A1),但系统
满足弱优化条件,即

[C̃1 C̃2]
′ ≺ω [M2(A1) M 2(A2)]

′.

因此,由定理1,系统可联合设计编码控制器,取γ1 =

48和γ2 = 20,使得

[C̃1 C̃2]
′> [γ1 γ2]

′, [γ1 γ2]
′≼ [M2(A1) M 2(A2)]

′.

因M2(A1) < γ1 < γ2 < M 2(A2),矩阵U构造如下:

U =

[
−
√
γ1 −M2(A2)

√
M2(A1)− γ1√

M 2(A1)− γ1
√
γ1 −M2(A2)

]
√
M2(A1)−M2(A2)

,

因此,

U =

[
−0.3300 0.1160

0.1022 0.3218

]
.

显然,当选择合适的足够小的正数η = 0.001, U为酉
矩阵,且下面矩阵对角元素趋于γ1和γ2:

{U(diag{T̃ 2
1 (z), T̃

2
2 (z)})U ′}ii.

进一步,编码解码矩阵设计为

T =

[
−0.5000 0.8660

0.8660 0.5000

]
, R=

[
−0.5000 0.8660

0.8660 0.5000

]
.

至此,完成设计过程. 利用Simulation工具仿真,状态
协方差阵的Frobenius范数为

lim
t→∞

∥X(k)∥F = 0.6166.

根据以上结果,可得闭环系统是均方稳定的,同时,计
算出 E{q21}=7.65<P 2

1 =8, E{q22}=7.90<P 2
2 =8.

即满足信噪比约束条件.

6 结结结论论论

本文研究了离散时间网络化控制系统的可镇定问

题.信道模型为加性白高斯噪声,用于描述通信过程
中的信号失真,且信道资源提前固定不可任意分配.
通过优化序理论及线性系统中能控性理论,结合编码
与控制联合设计思想,用优化序形式给出网络化系统
均方可镇定的充分和必要条件,此条件建立了系统均
方可镇定与系统拓扑熵之间的关系,同时也给出设计
程序.最后,给出一个数值例子来验证结果的有效性.
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