
第 36卷第 11期
2019年 11月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 36 No. 11
Nov. 2019

特特特征征征迁迁迁移移移中中中投投投影影影子子子空空空间间间的的的分分分析析析与与与构构构造造造

程朝阳, 明 杨†, 洪奕光
(1. 中国科学院数学与系统科学研究院系统控制重点实验室,北京 100190; 2. 中国科学院大学,北京 100190)

摘要:近年来,针对实际应用场景中可匹配的训练数据不足的问题,科研人员发展出了迁移学习的概念,希望通
过提取源域数据的特征信息进行迁移,从而提升目标域的学习效果.本文根据迁移学习所处理的不同数据类型,构
造了两种典型的模型: 单类别投影基构造模型与监督多类别投影模型. 由于子空间投影可以在一定程度上反映原
始样本空间的特征性质. 因此,本文应用线性判别分析的技巧以及最大均值差异的思想,分别构造了上述模型的求
解算法并对相应的非线性核方法进行了推广.
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1 引引引言言言

目前,机器学习及其相关技术已广泛的应用于图
像处理[1]、目标检测[2]、自然语言处理[3]等各类科研

领域,并取得了丰富成果.其中监督学习在很多实际
场景的解决方案中发挥了关键作用. 然而在某些特定
问题中,由于隐私保护、收集成本、正负样本均匀性等
因素的制约,往往难以获取足够数量的有效数据,所
以采用通常的监督学习模型难以训练达到较好的效

果.针对这种情况,科研人员在现有算法的基础上,发
展出了迁移学习[4–5]的概念.

在迁移学习中,数据集一般被分为源域和目标域.
通过对源域内相关的数据信息进行迁移,从而提升目
标域的学习效果.根据迁移的具体内容,迁移学习一
般可以分为“基于实例的迁移学习[6]”、“基于特征

的迁移学习[7]”、“基于参数(模型)的迁移学习[8]”

和“基于相关知识的迁移学习[9]”. 在本文中,笔者主
要研究基于子空间投影的特征迁移学习.事实上,在
传统的机器学习方法中,子空间投影是一种常用的降
维技术. 当处理高维数据时,如果能构造合适的投影,
就可以在不损失有效信息的同时降低计算量. 例如,
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常用的主成分分析 (principal components analysis,
PCA)[10]即可用来构造无监督型数据的子空间投影.
在此基础上对于监督型的降维问题,科研人员提出了
线性判别分析 (linear discriminant analysis, LDA)方
法. 同时为了处理线性不可分问题,上述方法均产生
了核化版本KPCA[11], KLDA[12].

因为子空间投影可以一定程度上表征原样本空间

的性质[13–14],所以本文基于以上子空间投影方法和最
大均值差异思想(maximum mean discrepancy, MMD),
研究子空间投影在迁移学习中的应用. 在相关领域的
研究中, Pan等人[15]基于迁移学习和主成分分析提出

了迁移成分分析(transfer component analysis, TCA)方
法,分析了迁移学习的降维问题. Lu等人[16]根据线性

判别分析和神经网络的思想提出了LDADA方法,实
现有选择迭代的迁移学习算法. 而Long等人[17]运用

核方法和最大均值差异思想总结出了迁移学习的框

架模型ARTL.

本文的主要成果在于,首先根据迁移学习源域的
数据类型和目标域的标签特性,构造了两种不同的模
型: 单类别投影基构造模型与有监督多类别投影模型.
其次,在线性判别分析和迁移学习等方法的基础上,
应用最大均值差异的思想对原目标函数进行转化,构
造了以上模型的求解方法. 进一步针对源域或目标域
线性不可分样本,采用核技巧构造出了上述模型相应
的核化版本. 最后通过模拟实验,对两种模型的求解
方法进行验证,分析对比了相应的实验效果.

本文其余部分结构如下: 第2部分介绍了模型构建
以及解决方案中涉及的基础知识,包括迁移学习的基
本框架、子空间投影方法及核方法等;第3部分描述了
我们所考虑的特征迁移的问题背景和模型中涉及的

数据集的基本类型;第4部分根据上述模型中优化目
标的结构特点,提出了相应的解决方案和算法,进一
步引入核方法解决源域或目标域数据线性不可分的

情况;第5部分通过实验仿真,模拟实现以上算法,并
分析实验效果;第6部分回顾总结了本文的工作与结
果,分析了实验中遇到的困难及其原因,并指出了未
来工作方向.

2 相相相关关关研研研究究究

本节介绍了一些背景知识和相关研究,包含迁移
学习的符号与定义、最大均值差异、子空间投影的线

性判别分析与主成分分析等.

2.1 迁迁迁移移移学学学习习习

一般机器学习的两个要素是域 (domain)和任务
(task). 而域又由两个要素组成: 特征样本空间X和边
缘概率分布P (X),其中X = {x1, · · · , xn} ∈ X . 因
此,一般域可以表示为D = {X , P (X)}. 另外,给定
一个域,对应的任务也由两个要素组成: 标签空间Y

和目标预测函数f(·). 因此,任务也可以表示为T =

{Y, f(·)}.
在处理机器学习的问题时,可以在训练样本中找

出一组{xi, yi}, xi ∈ X , yi ∈ Y ,通过这组训练样本,
可以估计目标预测函数f(·),目标预测函数也可以表
示为P (y|x).
迁移学习中涉及两个域,一个是源域DS,另外一

个是目标域DT. 例如,如果源域有标签时,可以定义
源域

DS = {(xS1
, yS1

), · · · , (xSnS
, ySnS

)},

其中: xi ∈ XS为源域中的样本; yi ∈ YS为该样本对

应的标签. 当目标域有标签时,可以定义目标域

DT = {(xT1
, yT1

), · · · , (xTnT
, yTnT

)},

其中: xi ∈ XT为目标域中的样本; yi ∈ YT为该样本

对应的标签. 一般情况下,源域样本数量远大于目标
域样本数量,即0 6 nT 6 nS.
文献[4]中迁移学习的定义如下:

定定定义义义 1(迁移学习) 给定一个源域DS和源域上的

任务TS,以及一个目标域DT以及目标域上的任务TT.
迁移学习是为了提升在目标域上估计目标预测函数

fT(·)的精度,而使用源域DS和源域上的任务TS的信

息的学习方法,其中DS ̸= DT或TS ̸= TT.

上述定义强调了迁移学习的源域和目标域的样本

和任务至少有一个不相同.其中样本不相同可能是样
本域不同,即XS ̸= XT,另外也可能是样本域上的边
缘分布不同,即PS(X) ̸= PT(X). 同样的,任务不同
可能是任务域不同,即YS ̸= YT,或者任务域基于样
本的预测函数或者条件分布不同,即fS(·) ̸= fT(·)或
P (YS|XS) ̸= P (YT|XT). 当然迁移学习的源域和目
标域必须存在一定联系,才可以将源域中的信息迁移
到目标域之中.
对于迁移学习的源域和目标域上两个不同的分布,

文献[18–19]通过最大均值差异来衡量两个域中数据
分布的距离. 基于两个分布的样本,通过寻找在样本
空间上的连续函数f ,求两分布的样本在f上函数值的

均值,将两个均值作差,即可得到两个分布对应f的均

值差异.以最大均值差异作为检验统计量,从而判断
两个分布是否相同,最大均值差异是目前比较常用的
比较源域和目标域分布差异的方法.

MMD[F , p, q] := sup
f∈F

(Ex∼p[f(x)]− Ey∼q[f(y)]).

(1)

2.2 子子子空空空间间间投投投影影影

在机器学习数据的预处理中,子空间投影是一种
有效的降维技术,常用于降低处理高维数据时的计算
量并且进一步估计原样本空间的性质. 主成分分析[10]

和线性判别分析是两个常用的线性降维方法.
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主成分分析是一种无监督线性降维方法,其主要
任务是找出数据的最主要特征成分,以找到原数据的
一个低维表征. 数据集为

X =

{x1, · · · , xn} ∈ Rm×n, xi ∈ Rm, ∀i = 1, · · · , n.

笔者希望将这n个数据从m维降到m′维,并且这n

个m′维的数据尽可能代表原始数据集,即找到一个映
射(在这里为基变换矩阵P ),作用在X上得到Y =

PX . 然后投影之后的数据Y可以一定程度上表征原

样本性质,并在此基础上进行分析学习.
除了主成分分析之外,线性判别分析也是一种常

见的降维方法,只是线性判别分析是监督线性降维方
法,处理有标签的数据. 线性判别分析针对一组有类
别标签的样本,希望找到样本数据的一个投影空间,
使得样本在这个空间中的投影对不同类间数据的差

异较为敏感,而对同一类别内数据之间的差异不敏感,
即希望不同类别样本在这个投影空间上投影的距离

尽可能远,而同一类别的样本在这个投影空间中投影
的距离尽可能近,以便于对新的样本进行分类. 由此
得到目标函数:

max
W

J(W ) = max
W

tr(WTSbW )

tr(WTSwW )
. (2)

该优化目标的解W取S−1
w Sb的前d个最大特征值

对应的特征向量,其中d为低维投影空间的维度.
然而线性判别分析和主成分分析处理样本均为线

性可分的,对于线性不可分的样本,通常采用核方法
进行分析.核方法是希望找到一个高维空间,使得样
本投影到这个高维空间后得到的数据线性可分,在该
高维空间中进行分析,进而解决低维空间中数据线性
不可分的问题.
核方法首先假设存在一个高维希尔伯特空间H

和一个从样本域X到H的映射ϕ,使得样本域经过映
射ϕ后在空间H线性可分. 即ϕ将xi映射为ϕ(xi),
在该高维希尔伯特空间H中xi, xj映射后的内积为

ϕ(xi)
Tϕ(xj). 定义核函数

k(xi, xj) = ϕ(xi)
Tϕ(xj). (3)

则通过核函数,可以避免计算高维空间的内积,降
低了维度复杂度和投影选取带来的对计算方面的影

响.
同时,科研人员将核方法应用到主成分分析和线

性判别分析中也得到了KPCA和KLDA方法,以处理
样本数据线性不可分的降维问题.

3 子子子空空空间间间特特特征征征迁迁迁移移移模模模型型型

本文假设源域样本和目标域样本在同一个域中,
只是分布不同,即XS = XT, PS(X) ̸= PT(X),且XS

= XT = Rn. 同时,假设存在一个投影空间Z和一个
到该投影空间的映射φ,

φ : X → Z,

X → WTX, (4)

使得源域和目标域在该投影空间上分布相同,即
PS(φ(X)) = PT(φ(X)). 假设在该投影空间上,源域
和目标域基于样本的预测函数是相同的,即
PS(Y |φ(X)) = PT(Y |φ(X)).

本文进行迁移学习的目的是尽可能找出该投影空

间,并对目标域的预测更精确. 本文针对目标域和源
域不同数据类型,提出了两种模型,如下所示:

1) 模型1.

设源域数据集

DS = {(xS1
, yS1

), · · · , (xSnS
, ySnS

)},

其中: xSi
∈ XS, ∀i=1, · · · , nS, yi为xi的标签,可以

是离散的也可以是连续的. 目标域数据集

DT = {xT1
, · · · , xTnT

}.

目标域数据没有标签, xTi
∈ XT, ∀i = 1, · · · , nT.

2) 模型2.

考虑源域DS内有标签的数据

DS = {(xS1
, yS1

), · · · , (xSnS
, ySnS

)},

其中: xSi
∈ XS, ∀i=1, · · · , nS, yi为xi的标签,代表

的是xi的类别.目标域DT内的数据部分有标签,部分
无标签.

DT = {(xT1
, yT1

), · · · , (xTnT1
, yTnT1

),

xTnT1
+1
, · · · , xTnT1

+nT2
},

xTi
∈ XT, ∀i = 1, · · ·nT1

+ nT2
. 而目标域中的标签

也代表类别.方便起见,令

DT1
= {(xT1

, yT1
), · · · , (xTnT1

, yTnT1
)},

DT2
= {xTnT1

+1
, · · · , xTnT1

+nT2
}.

假设源域与目标域类别数目相同,类别个数均为K.

4 子子子空空空间间间投投投影影影基基基的的的构构构造造造

该部分利用线性判别分析,最大均值差异等方法
的思想,对上一部分提出的两种模型进行分析,得到
最终的优化目标和实现算法.

4.1 模模模型型型 1: 单单单类类类别别别投投投影影影基基基的的的构构构造造造
源域数据集

DS = {(xS1
, yS1

), · · · , (xSnS
, ySnS

)},

其中: xSi
∈Rm, ∀i=1, · · · , nS, yi为xi的标签. 目标

域数据集

DT = {xT1
, · · · , xTnT

}.

目标域数据没有标签, xTi
∈ Rm, ∀i = 1, · · · , nT.

在进行分析之前,先给出一些定义.定义源域样本
矩阵XS = [xS1

· · · xSnS
]和目标域样本矩阵XT =
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[xT1
· · · xTnT

]. 定义

µS =
1

nS

nS∑
i=1

xSi
, µT =

1

nT

nT∑
i=1

xTi
,

分别为源域和目标域的中心;定义

ΣWS
=

nS∑
i=1

(xSi
− µS)(xSi

− µS)
T,

ΣWT
=

nT∑
i=1

(xTi
− µT)(xTi

− µT)
T,

(5)

分别为目标域和源域的全局散度矩阵.
由于假设存在一个投影空间Z和一个到该投影空

间的映射φ,
φ : X → Z,

X → WTX, (6)

使得源域和目标域在该投影空间上分布相同,即
PS(φ(X)) = PT(φ(X)). 假设在该投影空间上,源域
和目标域基于样本的预测函数是相同的,即
PS(Y |φ(X)) = PT(Y |φ(X)).
设W = [w1 w2 · · · wd]为由X到空间Z的投影

矩阵,其中: wi ∈ Rm, ∀i = 1, 2, · · · , d,为该投影空
间各个基的向量的方向.接下来则是求出该投影矩阵,
使得源域和目标域再该投影空间上分布尽可能相同,
并且尽可能表征源域和目标域相同的性质.
现在以d = 1为例,本文的目标是: 首先,源域和

目标域二者的中心在这个投影上的距离尽可能近,即
(wT

1 µS −wT
1 µT)

2尽可能小. 其次,笔者希望源域和和
目标域各自在这个投影上内部之间各自的距离尽可

能大,以各个域内各个样本到中心点的距离来衡量,
即令

nS∑
i=1

(wT
1 xSi

− wT
1 µS)

2,
nT∑
i=1

(wT
1 xTi

− wT
1 µT)

2

都尽可能大.
首先,分析第1个目标:

(wT
1 µS − wT

1 µT)
2 =

(wT
1 µS − wT

1 µT)
T(wT

1 µS − wT
1 µT) =

wT
1 (µS − µT)(µS − µT)

Tw1. (7)

令Σb = (µS − µT)(µS − µT)
T,可得

wT
1 Σbw1 = (wT

1 µS − wT
1 µT)

2,

于是本文的目标是

min
w1

wT
1 Σbw1. (8)

另外,分析第2个目标:
nS∑
i=1

(wT
1 xSi

− wT
1 µS)

2 =

nS∑
i=1

(wT
1 xSi

− wT
1 µS)(w

T
1 xSi

− wT
1 µS)

T =

wT
1

nS∑
i=1

(xSi
− µS)(xSi

− µS)
Tw1 =

wT
1 ΣWS

w1. (9)

nT∑
i=1

(wT
1 xTi

− wT
1 µT)

2 =

nT∑
i=1

(wT
1 xTi

− wT
1 µT)(w

T
1 xTi

− wT
1 µT)

T =

wT
1

nT∑
i=1

(xTi
− µT)(xTi

− µT)
Tw1 =

wT
1 ΣWT

w1. (10)

由式(9)和式(10)得,本文的目标是希望

wT
1 (ΣWS

+ αΣWT
)w1 (11)

尽可能大.
综上,设

J(w1) =
wT

1 Σbw1

wT
1 (ΣWS

+ αΣWT
)w1

. (12)

由于笔者希望式(8)尽可能小,希望式(9)尽可能
大,所以这里是希望J(w1)尽可能小,于是可以采取
和LDA相反的解决方式得到w1的解为 (ΣWS

+ α

ΣWT
)−1Σb的最小的特征值对应的特征向量.
当d > 1时,最终的优化目标类似,为

min
W

tr(WTΣbW )

tr(WT(ΣWS
+ αΣWT

)W )
. (13)

定定定理理理 1 定义

J(W ) =
tr(WTMW )

tr(WTNW )
, (14)

则优化目标

min
W

J(W ) (15)

的解W取N−1M的前d个最小特征值对应的特征向

量.

证证证 因为W的每个向量的大小不影响最终结

果,只在意W各个分量的方向,且各个分量正交,则优
化目标(15)等价于

min
W

tr(WTMW ),

s.t. WTNW = Id.
(16)

由拉格朗日乘子法设

F (W ) = tr(WTMW ) + tr((Id −WTNW )Θ).

(17)
对F (W )中的W求导,令导数等于0,得到

MW = NWΘ. (18)

两边同乘以W ,由于WTNW = Id,则

WTMW = Θ, (19)

则Θ除了对角线外全是0.
由于笔者希望最小化tr(WTMW ),则tr(Θ)越小

越好.式(18)两边同时乘以N−1得

N−1MW = WΘ, (20)

则Θ对角线取值为N−1M对应的前d个最小的特征
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值,而W取值为N−1M的前d个最小特征值对应的特

征向量. 证毕.

由定理1知,优化目标(13)的解W的取值为(ΣWS

+ αΣWT
)−1Σb的前d个最小的特征值对应的特征向

量.
接下来,为了方便代码实现和引入核函数,将目标

函数进行变形.
令1S ∈ {0, 1}nS+nT , 1T ∈ {0, 1}nS+nT分别为源

域和目标域的指示向量,即1S的第j个分量为1当且仅
当xj ∈ XS,否则为0; 1T的第j个分量为1当且仅当xj

∈ XT,否则为 0. 定义 IS ∈ R(nS+nT)×(nS+nT)表示左

上角为nS × nS的单位向量,其余地方均为0的矩阵;
IT ∈ R(nS+nT)×(nS+nT)表示右下角为nT × nT的单位

向量,其余地方均为0的矩阵. 则

µS =
1

nS

X1S, µT =
1

nT

X1T. (21)

令

Db = (
1

nS

1S −
1

nT

1T)(
1

nS

1S −
1

nT

1T)
T, (22)

则Σb可表示为

Σb = (µS − µT)(µS − µT)
T =

(
1

nS

X1S −
1

nT

X1T)(
1

nS

X1S −
1

nT

X1T)
T =

X(
1

nS

1S −
1

nT

1T)(
1

nS

1S −
1

nT

1T)
TXT =

XDbX
T. (23)

定义
DWS

= IS −
1

nS

1S1
T
S , (24)

于是ΣWS
可以表示为

ΣWS
=

∑
x∈XS

(x− µS)(x− µS)
T =∑

x∈XS

xxT −
∑

x∈XS

xµT
S −

∑
x∈XS

µSx
T +

∑
x∈XS

µSµ
T
S =

XISX
T − nSµSµ

T
S = X(IS −

1

nS

1S1
T
S )X

T =

XDWS
XT. (25)

定义
DWT

= IT − 1

nT

1T1
T
T, (26)

则ΣWT
可以类似地表示为

ΣWT
=

∑
x∈XT

(x− µT)(x− µT)
T =∑

x∈XT

xxT−
∑

x∈XT

xµT
T−

∑
x∈XT

µTx
T+

∑
x∈XT

µTµ
T
T =

XITX
T − nTµTµ

T
T=X(IT − 1

nT

1T1
T
T)X

T =

XDWT
XT. (27)

通过以上转化,优化目标(13)可以变形为

min
W

tr(WTXDbX
TW )

tr(WTX(DWS
+ αDWT

)XTW )
, (28)

则根据定理1,最终优化目标的结果W取值为

(X(DWS
+ αDWT

)XT)−1XDbX
T

的前d个最小特征值对应的特征向量组成的矩阵. 则
模型算法实现如算法1所示.
算算算法法法 1 单类别投影基构造算法.
Input: 源域XS, YS,目标域样本XT,参数α,特征

子空间维度d

Output: 目标域标签YT

1) 根据式(22)(24)(26)计算Db, DWS
, DWT

;
2) 计算X = [XS XT];
3) 求出(X(DWS

+αDWT
)XT)−1XDbX

T的前d

个最小的特征值对应的特征向量,组成矩阵W ;
4) 在投影空间WTX上运用监督学习方法判断目

标域标签YT.

4.2 模模模型型型2: 有有有监监监督督督多多多类类类别别别投投投影影影
源域DS内的数据有标签

DS = {(xS1
, yS1

), · · · , (xSnS
, ySnS

)},

其中: xSi
∈ XS, ∀i = 1, · · · , nS, yi为xi的标签,代表

的是xi的类别.目标域DT内的数据部分有标签,部分
无标签:

DT = {(xT1
, yT1

), · · · , (xTnT1
, yTnT1

),

xTnT1
+1
, · · · , xTnT1

+nT2
},

其中: xTi
∈ XT, ∀i = 1, · · · , nT1

+ nT2
. 而目标域

中的标签也代表类别.令

DT1
= {(xT1

, yT1
), · · · , (xTnT1

, yTnT1
)},

DT2
= {xTnT1

+1
, · · · , xTnT1

+nT2
}.

设源域与目标域类别数目相同,均为K个类别.本
问题同样假设源域样本和目标域样本在同一个域中,
只是分布不同,即XS = XT, PS(X) ̸= PT(X),这里
假设XS = XT = Rm.
在进行分析之前,如上一小节进行一些定义,定义

XS = [xS1
· · · xSnS

], XT = [xT1
· · · xTnT1

], X =

[XS XT] = [xS1
· · · xSnS

xT1
· · · xTnT1

]. 定义XSk

为源域第k类样本的集合, XTk
为目标域有标签的第

k类样本的集合.

µS =
1

nS

nS∑
i=1

xSi
, µT =

1

nT

nT∑
i=1

xTi
分别为源域和

目标域的中心. 定义nSk
= |XSk

|, nTk
= |XTk

|为第k

类源域和目标域的样本个数. 定义µSk
与µTk

分别为源

域和目标域第k类样本的的中心. 即µSk
=

∑
x∈XSk

x

nSk

,

µTk
=

∑
x∈XTk

x

nTk

.

由于上一章假设存在一个投影空间Z和一个到该
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投影空间的映射φ,

φ : X → Z,

X → WTX, (29)

使得源域和目标域在该投影空间上的分布相同,即
PS(φ(X)) = PT(φ(X)). 假设在该投影空间上,源
域和目标域基于样本的预测函数是相同的,即
PS(Y |φ(X)) = PT(Y |φ(X)).

笔者希望找到这样的低维投影空间,使得源域和
目标域在该投影空间上的分布尽可能相似,并且希望
该投影空间上分类尽可能精确. 假设该投影空间的基
为{w1, · · · , wd}, wi ∈ Rm,令W = [w1 · · · wd].

为了实现这个目标,笔者要求: 首先,采取类似于
MMD的定义,希望源域和目标域在投影空间上的中
心尽可能近,以达到源域和目标域在该投影空间上的
分布尽可能相似. 笔者要求源域和目标域的中心在该
投影空间上的投影尽可能小,即

min
W

∥WTµS −WTµT∥22. (30)

定义ΣMMD = (µS − µT)(µS − µT)
T,可得

∥WTµS −WTµT||22 =
tr(WTµS −WTµT)(W

TµS −WTµT)
T =

tr(WT(µS − µT)(µS − µY )
TW ) =

tr(WTΣMMDW ), (31)

即笔者希望

min
W

tr(WTΣMMDW ). (32)

同时,为了使最终的模型的分类尽可能精确,采取
线性判别分析里面的思路,让源域和目标域相同类别
的投影尽可能集中,不同类别的投影尽可能分散.

首先,对于源域和目标域中不同类别的投影尽可
能分散这一目标,以源域和目标域内不同类别对用的
中心点之间的距离衡量,即希望

max
W

∑
i ̸=j

∥WTµSi
−WTµSj

∥22,

max
W

∑
i ̸=j

∥WTµTi
−WTµTj

∥22.
(33)

令ΣdS
=

∑
i ̸=j

(µSi
− µSj

)(µSi
− µSj

)T,可以得到∑
i ̸=j

∥WTµSi
−WTµSj

∥22 =

tr((WTµSi
−WTµSj

)(WTµSi
−WTµSj

)T) =

tr(WT(µSi
− µSj

)(µSi
− µSj

)TW ) =

tr(WTΣdS
W ). (34)

同样令ΣdT
=

∑
i ̸=j

(µTi
− µTj

)(µTi
− µTj

)T,则

∑
i ̸=j

∥WTµTi
−WTµTj

∥22 =

tr((WTµTi
−WTµTj

)(WTµTi
−WTµTj

)T) =

tr(WT(µTi
− µTj

)(µTi
− µTj

)TW ) =

tr(WTΣdT
W ). (35)

经过如上转化,式(33)可以转化为

max
W

tr(WTΣdS
W ),

max
W

tr(WTΣdT
W ).

(36)

同时,笔者希望源域和目标域相同类别在投影空
间上的映射尽可能近,以各类样本点距该类中心点的
距离为衡量标准,即希望

min
W

K∑
i=1

∑
x∈XSi

∥WTx−WTµSi
∥22,

min
W

K∑
i=1

∑
x∈XTi

∥WTx−WTµTi
∥22.

(37)

定义源域的类内散度矩阵ΣWS
=

K∑
i=1

ΣWSi
,其中

ΣWSi
=

∑
x∈XSi

(x− µSi
)(x− µSi

)T,则

K∑
i=1

∑
x∈XSi

∥WTx−WTµSi
∥22 =

tr(
K∑
i=1

∑
x∈XSi

(WTx−WTµSi
)(WTx−WTµSi

)T)=

tr(
K∑
i=1

∑
x∈XSi

WT(x− µSi
)(x− µSi

)TW ) =

tr(WTΣWS
W ). (38)

定义目标域的类内散度矩阵ΣWT
=

K∑
i=1

ΣWTi
,其

中ΣWTi
=

∑
x∈XTi

(x− µTi
)(x− µTi

)T,则

K∑
i=1

∑
x∈XTi

∥WTx−WTµTi
∥22 =

tr(
K∑
i=1

∑
x∈XTi

(WTx−WTµTi
)(WTx−WTµTi

)T)=

tr(
K∑
i=1

∑
x∈XTi

WT(x− µTi
)(x− µTi

)TW ) =

tr(WTΣWT
W ). (39)

综上,式(37)可以转化为

min
W

tr(WTΣWS
W ),

min
W

tr(WTΣWT
W ).

(40)

因此最终的优化目标可以写为

max
W

tr(WT(ΣdS
+ αΣdT

)W )

tr(WT(ΣMMD + βΣWS
+ γΣWT

)W )
.

(41)

定定定理理理 2 定义
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J(W ) =
tr(WTMW )

tr(WTNW )
, (42)

则优化目标

max
W

J(W ) (43)

的解W取N−1M的前d个最大特征值对应的特征向

量.

证证证 因为W的每个向量的大小不影响最终结

果,只在意W各个分量的方向,且各个分量正交,则优
化目标(43)等价于

min
W

− tr(WTMW ),

s.t. WTNW = Id.
(44)

由拉格朗日乘子法设

F (W ) = −tr(WTMW ) + tr((Id −WTNW )Θ),

(45)
对F (W )中的W求导,令导数等于0,得到

−MW = NWΘ. (46)

两边同乘以W ,由于WTNW = Id,则

−WTMW = Θ, (47)

则Θ除了对角线外全是0.

由于笔者希望最小化−tr(WTMW ),则tr(Θ)越

小越好.式(46)两边同时乘以N−1得

−N−1MW = WΘ, (48)

则Θ对角线取值为−N−1M对应的前d个最小的特征

值,即N−1M对应的前d个最大的特征值,而W取值

为N−1M的前d个最大特征值对应的特征向量.

证毕.

则根据定理2,该优化问题(41)的解W取

(ΣMMD + βΣWS
+ γΣWT

)−1(ΣdS
+ αΣdT

)

的前d个最大特征值对应的特征向量.

同样,为了方便代码实现和核方法转化,同上一个
模型一样,对最终优化目标进行变形.

令1S ∈ {0, 1}nS+nT , 1T ∈ {0, 1}nS+nT分别为源

域和目标域的指示向量,即1S的第j个分量为1当且仅
当xj ∈ XS,否则为0; 1T的第j个分量为1当且仅当xj

∈ XT,否则为0. 同理定义1Si
∈ {0, 1}nS+nT , 1Ti

∈
{0, 1}nS+nT分别为源域和目标域第i类样本的指示向

量,即1Si
的第j个分量为1当且仅当xj ∈ XSi

,否则为
0; 1Ti

的第j个分量为1当且仅当xj ∈ XTi
,否则为0.

定义 IS ∈ R(nS+nT)×(nS+nT)表示左上角为nS ×
nS的单位向量,其余地方均为 0的矩阵; IT ∈
R(nS+nT)×(nS+nT)表示右下角为nT × nT的单位向量,
其余地方均为0的矩阵.

则



µS =
1

nS

X1S,

µT =
1

nT

X1T,

µSi
=

1

nSi

X1Si
,

µTi
=

1

nTi

X1Ti
.

(49)

同上一节定义,

DMMD = (
1

nS

1S −
1

nT

1T)(
1

nS

1S −
1

nT

1T)
T,

(50)

DdS
=
∑
i

nSi
(
1

nSi

1Si
− 1

nS

1S)(
1

nSi

1Si
− 1

nS

1S)
T,

(51)

DdT
=
∑
i

nTi
(
1

nTi

1Ti
− 1

nT

1T)(
1

nTi

1Ti
− 1

nT

1T)
T,

(52)

DWS
= (IS −

∑
i

1

nSi

1Si
1TSi

), (53)

DWT
= (IT −

∑
i

1

nTi

1Ti
1TTi

). (54)

则类似于模型1中的计算方法,最终优化模型可表
示为

max
W

tr(WTX(DdS
+ αDdT

)XTW )

tr(WTX(DMMD + βDWS
+ γDWT

)XTW )
.

(55)

则根据定理2,最终优化目标的解W取值为

(X(DMMD + βDWS
+ γDWT

)XT)−1 ·
X(DdS

+ αDdT
)XT

的前d个最大特征值对应的特征向量组成的矩阵. 最
终算法实现如算法2所示.

算算算法法法 2 有监督多类别投影算法.

Input: 源域XS, YS;目标域有标签的样本及标签
XT1

, XT2
, YT1

;参数α, β, γ;特征子空间维度d.

Output: 目标域无标签样本XT2
的标签YT2

.

1)根据式(50)–(54)计算DMMD, DdS
, DdT

, DWS
,

DWT
;

2)计算X = [XS XT1
];

3)求出(X(DMMD+βDWS
+γDWT

)XT)−1X(DdS

+ αDdT
)XT的前d个最大的特征值对应的特征向量,

组成矩阵W ;

4)在投影空间WTX上目标域无标签样本XT2
每

个数据的标签YT2
取距离其最近的有标签样本的类别.

4.3 核核核方方方法法法的的的引引引入入入

基于模型2有监督多类别投影引入核方法.

当d = 1时,假设可以通过某种映射ϕ : X → H,
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将样本映射到一个高维希尔伯特空间中并线性可分,
让在该空间H中执行线性判别分析h(x) = wTϕ(x).
则优化问题转化为

max
w

wTXϕ(Dϕ
dS

+ λDϕ
dT
)XϕTw

wTXϕ(Dϕ
MMD + βDϕ

WS
+ γDϕ

WT
)XϕTw

,

(56)

Xϕ=[ϕ(x1) · · · ϕ(xnS
) ϕ(xnS+1) · · · ϕ(xnT1

)]

为X中每个样本到H空间中的映射.

命命命题题题 1(表示定理)[20–21] 设H为核函数K对应映

射后的空间(RKHS), ∥h∥H表示H空间中h的范数,则
对于任意单调递增的函数Ω和任意非负损失函数L,
优化问题

min
h∈H

L(h(x1), · · · , h(xN)) +Ω(∥h∥H)

的解总可以表述为核函数K的线性组合h⋆(x) =
N∑
i=1

αiK(x, xi).

令J(w)作为损失函数,令Ω = 0,由核函数表示
定理得, h(x)可写为

h(x) =
nS+nT∑
i=1

αik(xi, x), (57)

则

w =
nS+nT∑
i=1

αiϕ(xi) = Xϕα, (58)

其中

α =


α1

...
αnS+nT

 . (59)

定义核函数 k(xi, xj) = ϕT(xi)ϕ(xj),则核矩阵
K = XϕTXϕ. 则优化目标(56)可以表示为

wTXϕ(Dϕ
dS

+ λDϕ
dT
)XϕTw

wTXϕ(Dϕ
MMD + βDϕ

WS
+ γDϕ

WT
)XϕTw

=

αTXϕTXϕ(Dϕ
dS

+ λDϕ
dT
)XϕTXϕα

αTXϕTXϕ(Dϕ
MMD + βDϕ

WS
+ γDϕ

WT
)XϕTXϕα

=

αTK(Dϕ
dS

+ λDϕ
dT
)Kα

αTK(Dϕ
MMD + βDϕ

WS
+ γDϕ

WT
)Kα

. (60)

则优化函数可以写为

max
W

αTK(DdS
+ αDdT

)Kα

αTK(DMMD + βDWS
+ γDWT

)Kα
, (61)

则优化目标的解α取值为(K(DMMD+βDWS
+γDWT

)

K)−1K(DdS
+ αDdT

)K的最大的特征值对应的特征

向量组成的矩阵.

对于d > 1的情况,优化函数可以表示为

max
W

tr(αTK(DdS
+ αDdT

)Kα)

tr(αTK(DMMD + βDWS
+ γDWT

)Kα)
,

(62)

则优化目标的解α取值为(K(DMMD+βDWS
+γDWT

)

K)−1K(DdS
+ αDdT

)K的前d个最大的特征值对应

的特征向量组成的矩阵.

对于另外第1个模型,笔者采取类似的做法,可以
求出其核方法如下:

单类别投影基核方法的构造优化目标可以转化为

min
α

tr(αTKDbKα)

tr(αTK(DWS
+ αDWT

)Kα)
, (63)

则α取值为(K(DWS
+ αDWT

)K)−1KDbK的前d个

最小的特征值对应的特征向量组成的矩阵.

5 模模模拟拟拟实实实验验验

该部分笔者对以上两种模型进行实验仿真,在随
机生成的数据集上观察投影基选取的效果.

5.1 单单单类类类别别别投投投影影影基基基的的的构构构造造造

随机生成一组数据如图1所示,十字为源域样本,
星状为目标域样本,根据该算法求得的投影基向量
W如直线所示. 其中参数选取α = 1, d = 1. 源域样

本服从µ = [0, 0], σ =

[
10 0

0 10

]
的高斯分布,目标域

样本服从µ = [5, 5], σ =

[
10 0

0 10

]
的高斯分布.由数

据分布可知,本次仿真源域和目标域均为单类别的高
斯模型,并且具有相同的方差矩阵,只是源域和目标
域的均值矩阵不同.

图 1 单类别投影基的构造

Fig. 1 One class projection

从图1中可以看出源域和目标域在该基W上的投

影的分布相似程度很高,并且该投影很好的降低了源
域和目标域均值的差异,并且保留了源域和目标域的
方差信息.因此源域和目标域在该投影基上可以进行
一个表现良好的特征迁移学习.

在仿真实验中,对分布中心有较大差异的源域和
目标域进行模拟,找出其投影基向量W ,从实验结果
中可以发现,源域和目标域在投影基上的投影的分布
相似度很高,并且极大程度上降低了源域和目标域由
于中心不同产生的差异,将源域和目标域有关联或者
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相似的信息尽可能地投影到投影基上,提取出相似特
征.

同时也注意到,本模型的优化问题和线性判别分
析的优化问题非常类似,除了参数选取外,在优化目
标求最大最小处有所差异.所以本模型可以将源域和
目标域视为两类,优化目标是找出一个组投影基,使
得两类在投影基上类内散度尽可能大,类间散度尽可
能小,即与线性判别分析有着相反的优化目标.所以
本模型的优化目标的解也可以看作线性判别分析优

化目标的解取最小的d个特征值对应的特征向量. 所
以在二维情况下, d取1时,本模型的解正好与线性判
别分析的解正交.

然而在处理高维问题时,会出现模型分类精确度
降低,投影基向量W的选取不准确的现象.这是因为
在求解过程中Sb的秩等于1,即最终结果只有一个不
为0的特征值,因此当选取前多个特征值对应的特征
向量时,可能会出现随机选取的情况,并且在选取的
子空间投影中进行特征学习的效果会比较差.

5.2 有有有监监监督督督多多多类类类别别别投投投影影影

随机生成一组数据如图2所示,十字为源域数据,
并且样本有不同的两类;星状为目标域样本,同样包
含不同的两类. 根据LDA算法,得出的投影W为虚线

所示,根据本文中的算法得出的基向量W为黑色实线

所示. 参数选取为

α = 10, β = 0.2, γ = 1, d = 1.

源域样本第1类服从µ = [2, 3], σ =

[
1 0

0 1

]
的高斯分

布,源域样本第2类服从µ = [20, 3], σ =

[
1 0

0 1

]
. 而

目标域的两类样本是在源域两类样本上均加上服从

µ = [10,−5], σ =

[
1 0

0 1

]
的高斯分布的偏度,最终

本文模型结果准确率为0.99.

图 2 监督多类别投影

Fig. 2 Supervised multi-class projection

从生成的数据来看源域和目标域的两个类别之间

的差别相似,只是源域和目标域每类之间都有一个服
从高斯分布的偏度.从分类结果图2来看,基于线性判
别分析得到的基W虽然分别对源域和目标域的分类

有良好的效果,但是在处理源域和目标域综合的信息
上效果很差. 而本文模型中,得到的基向量W则将源

域和目标域的信息综合处理,准确度为0.99,准确率得
到明显提升. 同时也可以从图像中看出,该方法投影
基向量相对于线性判别分析的基向量,发生了偏转,
产生了对源域和目标域共同适用的投影空间. 另外该
方法选取的投影基对于源域和目标域内部的不同类

投影后的差异较好地体现出来,达到了笔者希望的效
果.同时,也在该模型上运用核方法,选取高斯核,并
且在相同数据下进行模拟,结果依旧为0.99. 当然处
理线性不可分问题时,核方法效果更为明显.

本模型根据多类别分类,目标域部分样本类别已
知的情况下,提出了有监督多类别投影模型. 并且基
于最大均值差异和线性判别分析,写出了有监督多类
别投影的优化目标,并给出了解决方法和求解算法.
然而在实验中,本模型虽然得到很好的效果,但是优
化目标中各个优化量的重要程度不同,单纯运用参数
和分数综合实现优化目标有可能使最终效果不理想.

6 结结结论论论与与与展展展望望望

本文根据源域和目标域不同数据类型,提出两种
模型: 单类别投影基的构造与有监督多类别投影,并
且根据迁移学习的基本思想,并结合最大均值差异和
线性判别分析的思想,构造出了相应的算法,同时针
对线性不可分数据,给出了相应的核方法,最后通过
模拟实验,观察到算法取得了较好的效果,得到了一
个对目标域和源域共同适用的基,为这两种数据情形
下的迁移学习的方式提供了参考. 同时也注意到文本
的方法仍有可以改进的地方.首先,根据最大均值差
异可以一定程度上估计两个域的分布差异,可以改进
基于最大均值差异的优化目标,衡量子空间投影后两
个分布的差异,最终达到找出使两分布相同的投影空
间的目的. 其次,可以对优化目标的实现方式加以改
进. 针对多组优化量,可以采取加减形式优化目标,以
减少由于秩较低造成的较多特征值为0的情况,另外
也可以根据优化量的重要程度,采取分段式优化方式,
逐次优化各个优化分量,以达到最终的优化目标.最
后,笔者希望未来对于更复杂的模型进行实验.
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[13] CANDèS E J, LI X, MA Y, et al. Robust principal component analy-
sis? Journal of ACM, 2011, 58(3): 11-1 – 11-37. [Online].

[14] LU C, FENG J, CHEN Y, et al. Tensor robust principal component
analysis: Exact recovery of corrupted low-rank tensors via convex op-
timization. 2016 IEEE Conference on Computer Vision and Pattern

Recognition (CVPR). Las Vegas, NV: IEEE, 2016. [Online]. Avail-
able: http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2016.567.

[15] PAN S J, TSANG I W, KWOK J T, et al. Domain adaptation via
transfer component analysis. IEEE Transactions on Neural Networks,
2011, 22(2): 199 – 210.

[16] LU H, SHEN C, CAO Z, et al. An embarrassingly simple approach to
visual domain adaptation. IEEE Transactions on Image Processing,
2018, 27(7): 3403 – 3417.

[17] LONG M, WANG J, DING G, et al. Adaptation regularization:
A general framework for transfer learning. IEEE Transactions on
Knowledge and Data Engineering, 2014, 26(5): 1076 – 1089.

[18] GRETTON A, BORGWARDT K, RASCH M, et al. A kernel method
for the two-sample-problem. Advances in Neural Information Pro-
cessing Systems. Cambridge: MIT Press, 2007: 513 – 520.

[19] GRETTON A, BORGWARDT K, RASCH M J, et al. A kernel
method for the two-sample problem. Computing Research Reposi-
tory, arXiv preprint arXiv: 0805.2368, 2008.

[20] BELKIN M, NIYOGI P, SINDHWANI V. Manifold regularization:
A geometric framework for learning from labeled and unlabeled ex-
amples. Journal of Machine Learning Research, 2006, 7(11): 2399 –
2434.
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