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摘要:图分割问题是一种典型的NP–hard问题,如何对其进行高效求解一直都是学界和工业界的一个难题.本文
构建了一种新型的确定性退火控制算法,提供了图分割问题的一种高质量近似解法. 算法主要由两部分构成: 全局
收敛的迭代过程以及屏障函数最小点组成的收敛路径. 本文证明了,当屏障因子从足够大的实数降为 0,沿着一系
列由屏障问题最小点组成的收敛路径可以得到图分割问题的一种高质量的近似解. 仿真计算结果表明本文所构建
算法相比已有方法的优越性.
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Abstract: The graph partitioning problem is well known to be NP–hard and it is still a challenge to solve this problem
effectively. In this paper, a new deterministic annealing control algorithm is developed, with which an approximation
solution to a general graph partitioning problem is obtained. This algorithm can be decomposed into a globally convergent
iterative procedure and a path of minimum points of a barrier problem. In the algorithm, a high-quality solution is obtained
along a path of a series of barrier problems’ minimum points when the barrier parameter decreases to 0. Simulation results
show the advantages of the proposed algorithm over the existing approach.
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1 引引引言言言

图分割问题作为典型的组合优化问题,在学术界
和工业界获得了广泛的关注. 典型的应用场景包括利
用图分割算法有效解决超大规模集成电路布图设计

的电路划分问题[1–2]、图像划分问题[3]和边值问题[4].
然而,图分割问题的计算求解一般比较困难,其复杂
度已经被证明为NP–hard[5]. 如何对图分割问题进行

有效求解一直是学界和工业界的研究热点. Kernig-
han-Lin算法[6–7]是计算图分割问题应用最广的方法之

一.虽然Kernighan-Lin算法实现简单,但Kernighan-
Lin算法仅是一种可以得到局部解的启发式算法，其
最优解可能并不唯一.通过考虑图分割问题的概率模
型,文章[8]提出一种优化图分割问题的正方格点概率
模型并给出了部分实验结果. Recade等[9]则提出一种
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均衡的k-way分割方法并应用于运动队调整的问题上,
该方法在小维度问题求解时可以得到最优解. 然而文
献[9]中的算法仅可以求解小规模的运动员队调整问
题. Chalupa[10]提出了模因算法,并开发了一种易于实
现的局部搜索方法,但是该局部搜索往往得不到较好
的解. 在贪婪算法的基础上,文献[11]提出了一个多
层次的图二分割算法,然而该算法也是一种局部搜索
算法. 近年来,国内学者相继提出了一些新颖的图分
割算法,例如基于主动轮廓模型的蚁群图像分割算
法[12]和基于多层感知遗传算法的图象分割新方法[13].
但这些算法流程大都较为复杂而难以广泛应用.

近年,基于神经网络和退火算法的思想, Dang
等[14–15]开发了一些列算法,并用该算法成功解决了旅
行商问题和线性约束的非凸二次规划问题.在此基础
上, Wu等[16]提出一种确定性退火的神经网络算法,该
算法对一种特殊形式的图分割问题有良好的适应性.
Gupa等[17]对各种图分割问题的近似算法做了详细介

绍. 虽然学界和工业界对图分割问题的计算投入大量
的研究精力,然而依然没有可靠的算法能够高效的解
决该问题.

2 问问问题题题描描描述述述与与与屏屏屏障障障因因因子子子

在图论中,一般用V = 1, 2, · · · , n代表节点集合,
E代表边线的集合, W代表权重矩阵. 本文考虑的是
没有方向的图G = (V,E). 所谓图分割问题是把V分

成m份不相连的集合S1, S2, · · · , Sm,其中|Sk| = nk,
k = 1, 2, · · · ,m,使∑

p<q

∑
i∈Sp, j∈Sq

wij

最小. 定义

xik =

{
1, i ∈ Sk,

0, 其他,

i = 1, 2, · · · , n, k = 1, 2, · · · ,m,并定义

x = (x11 x12 · · · x1m · · · xn1 xn2 · · · xn∗m).

本文所考虑的一般形式的图分割问题可以表述如

下:

min f(x),

s.t.
m∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, · · · , n,

n∑
i=1

xij = nj, j = 1, 2, · · · ,m,

xij∈{0, 1}, i=1, 2, · · · , n, j=1, 2, · · · ,m,

(1)

其中f(x)是关于x的连续可微非凸函数.

下面介绍一种图分割问题的等价形式. 定义ρ>0,
并定义

g(x) = f(x)− 1

2
ρ

n∑
i=1

m∑
j=1

x2
ij,

问题(1)等价于如下的问题(2):

min g(x) = f(x)− 1

2
ρ

n∑
i=1

m∑
j=1

x2
ij,

s.t.
m∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, · · · , n,

n∑
i=1

xij = nj, j = 1, 2, · · · ,m,

xij∈{0, 1}, i=1, 2, · · · , n, j=1, 2, · · · ,m.

(2)

对问题(2)连续松弛化，可以将其转化为如下问
题:

min g(x) = f(x)− 1

2
ρ

n∑
i=1

m∑
j=1

x2
ij,

s.t.
m∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, · · · , n,

n∑
i=1

xij = nj, j = 1, 2, · · · ,m,

06xij, i=1, 2, · · · , n, j=1, 2, · · · ,m.

(3)

文献[20]中已证明,当ρ足够大时,问题(3)的解是
整数. 因此,当ρ足够大时,问题(3)与问题(2)等价. 受
到Hopfield[18]提出的屏障因子的概念的启发,本文在
问题(3)中通过构建屏障因子xij lnxij − xij把约束条

件0 6 xij合并到目标函数,从而得到问题(4):

min e(x;β)=g(x)+β
n∑

i=1

m∑
j=1

(xij lnxij−xij),

s.t.
m∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, · · · , n,

n∑
i=1

xij = nj, j = 1, 2, · · · ,m.

(4)

这里β代表正的屏障系数,并在退火算法中对应着温
度变量. 当β → 0时,问题(3)的解可以从问题(4)中得
到. 此外,由参考文献[19]可得如下定理:
定定定理理理 1 当k = 0, 1, · · · ,且x(βk)是问题(4)的最

优极值时, g(x(βk)) > g(x(βk+1))将产生问题(3)的
全局最优解.
鉴于此,如果可以得到问题(4)的全局最优解,问

题(3)的全局最优解也可以被找到. 定义

L(x, λ, γ) = e(x;β) +
n∑

i=1

λi(
m∑
j=1

xij − 1) +

m∑
j=1

γj(
n∑

i=1

xij − nj),

其中: λ=(λ1 λ2 · · · λn)
T, γ=(γ1 γ2 · · · γm)T.

当x∗是问题(4)的一个最小解时,必定存在λ∗和γ∗
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满足如下一阶优化必要条件:

∇xL(x
∗, λ∗, γ∗) = 0,

m∑
j=1

x∗
ij = 1, i = 1, 2, · · · , n,

n∑
i=1

x∗
ij = nj, j = 1, 2, · · · ,m,

其中:

∇xL(x, λ, γ) =

(
∂L(x, λ, γ)

∂x11

∂L(x, λ, γ)

∂x12

· · · ∂L(x, λ, γ)

∂x1m

· · ·

∂L(x, λ, γ)

∂xn1

∂L(x, λ, γ)

∂xn2

· · · ∂L(x, λ, γ)

∂xn∗m
)T,

∂L(x, λ, γ)

∂xij

=
∂g(x)

∂xij

+ λi + γj + β lnxij.

有如下结果:

定定定理理理 2 当k = 0, 1, · · · , xk,且β=βk时,令xk表

示问题(4)的一个局部最小解,对任意的xk的极值x∗

来说,若不存在λ∗ ∈ Rn和γ∗ ∈ Rm满足如下条件:
∂g(x∗)

∂xij

+ λ∗
i + γ∗

j = 0,

i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m,那么xk的任意极

值至少是问题(3)的一个局部最优解.

证证证 定义xk(k = 0, 1, · · · )是问题 (3)的可行解,
xkq(q = 0, 1, · · · )是xk的收敛子序列,并令 lim

q→∞
xkq

= x∗.

因为xkq是问题(4)的局部最优解,并且β=βkq
,可

以得到λkq = (λ
kq

1 λ
kq

2 · · · λkq
n )T和γkq = (γ

kq

1 γ
kq

2

· · · γkq
m )T满足

∂g(xkq)

∂xij

+ λ
kq

i + γ
kq

j + βkq
lnx

kq

ij = 0,

i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m. 所以

∂g(x∗)

∂xij

= lim
q→∞

∂g(xkq)

∂xij

=

− lim
q→∞

(λ
kq

i + γ
kq

j + βkq
lnx

kq

ij ), (5)

i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m. 令x是问题(3)的可
行解,可以得到

n∑
i=1

m∑
j=1

(xij − x
kq

ij )
∂g(xkq)

∂xij

=

−(
n∑

i=1

λ
kq

i

n∑
j=1

(xij − x
kq

ij ) +
m∑
j=1

γ
kq

j

n∑
i=1

(xij − x
kq

ij ) +

βkq

n∑
i=1

m∑
j=1

(xij − x
kq

ij ) lnx
kq

ij ) =

−βkq

n∑
i=1

m∑
j=1

(xij − x
kq

ij ) lnx
kq

ij .

令K = {(i, j) | x∗
ij = 0},那么对于任意的 (i, j)

/∈K,

lim
q→∞

βkq
(xij − x

kq

ij ) lnx
kq

ij = 0.

令(i, j)∈K,可以得到xij−x∗
ij>0,并且 lim

q→∞
x
kq

ij =0.

如果q足够大,可以得到

βkq
(xij − x

kq

ij ) lnx
kq

ij < 0.

基于之前的分析与假设,

lim
q→∞

βkq
lnx

kq

ij , (i, j) ∈ K

至少不等于0. 所以

(xij − x∗
ij) lim

q→∞
βkq

lnx
kq

ij , (i, j) ∈ K

至少有一个是负的,因此
n∑

i=1

m∑
j=1

(xij − x∗
ij)

∂g(x∗)

∂xij

=

lim
q→∞

n∑
i=1

m∑
j=1

(xij − x
kq

ij )
∂g(xkq)

∂xij

=

− lim
q→∞

βkq

n∑
i=1

m∑
j=1

(xij − x
kq

ij ) lnx
kq

ij =

− lim
q→∞

βkq

∑
(i,j)∈K

(xij − x
kq

ij ) lnx
kq

ij =

−
∑

(i,j)∈K

(xij − x∗
ij) lim

q→∞
βkq

lnx
kq

ij > 0. (6)

g(x)是二次规划,可以表达成标准型g(x) =
1

2
xTQx.

可以得到∇g(x) = Qx,并且

g(x)− g(x∗) =

1

2
xTQx− 1

2
(x∗)TQx∗ =

(x− x∗)TQx∗ +
1

2
(x− x∗)TQ(x− x∗).

如果x足够接近x∗,由式(6)可以得到

g(x)− g(x∗) > 0.

因为如果x趋向于x∗,那么

(x− x∗)TQx∗ =
n∑

i=1

m∑
j=1

(xij − x∗
ij)

∂f(x∗)

∂xij

> 0,

且
1

2
(x− x∗)TQ(x− x∗)

趋近于0的速度是(x− x∗)TQx∗的两倍,所以x∗至少

是问题(3)的一个局部解. 证毕.

3 确确确定定定性性性退退退火火火控控控制制制算算算法法法

让β代表给定的任意正数,由问题(4)的一阶优化
必要条件可以得到

∂L(x, λ, γ)

∂xij

=
∂f(x)

∂xij

+ λi + γj + β ln xij = 0,

并推导得到
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xij =
1

e
(
∂g(x)
∂xij

+λi+γj)/β
=

1

eλi/βeγj /βe
∂g(x)
∂xij

/β
.

令si = eλi/β和tj = eγj /β ,可以得到

xij =
1

sitje
∂g(x)
∂xij

/β
. (7)

令t = (t1 t2 · · · tm)T和s = (s1 s2 · · · sn)
T,可

以得到

λ= β ln s = β(ln s1 ln s2 · · · ln sn)
T,

γ = β ln t = β(ln t1 ln t2 · · · ln tm)
T.

定义

dij(x, s, t) =
1

sitje
∂g(x)
∂xij

/β
,

这里: i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m,并定义

d(x, s, t) =

(d11(x, s, t) d12(x, s, t) · · · d1m(x, s, t) · · ·
dn1(x, s, t) dn2(x, s, t) · · · dn∗m(x, s, t))T.

当x > 0时,很容易得到:

·如果dij(x, s, t)−xij < 0,则
∂L(x, λ, γ)

∂xij

> 0;

·如果dij(x, s, t)−xij > 0,则
∂L(x, λ, γ)

∂xij

< 0;

·如果dij(x, s, t)−xij = 0,则
∂L(x, λ, γ)

∂xij

= 0;

·如果 d(x, s, t)− x ̸= 0,则 (d(x, s, t)− x)T ·
∇xL(x, λ, γ) < 0;

·如果d(x, s, t)−x ̸= 0,
m∑

k=1

(dik(x, s, t)−xik)

= 0, i=1, 2, · · · , n,
n∑

k=1

(dkj(x, s, t)−xkj)=0, j =

1, 2, · · · ,m,则(d(x, s, t)− x)T∇xe(x;β) < 0.

因此, (d(x, s, t)− x)是L(x, λ, γ)的一个下降方

向.把式(7)分别代入
m∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, · · · , n

和
n∑

i=1

xij = nj, j = 1, 2, · · · ,m,

可以得到
m∑
j=1

1

sitje
∂g(x)
∂xij

/β
= 1, i = 1, 2, · · · , n,

n∑
i=1

1

sitje
∂g(x)
∂xij

/β
= nj, j = 1, 2, · · · ,m.

(8)

假设(s(x), t(x))是式(8)的一个正内点,那么d(x,

s(x), t(x))− x是式(4)的可行下降方向.定义

w(s, t) =
1

2
(

n∑
i=1

(
m∑
j=1

1

sitje
∂g(x)
∂xij

/β
− 1)2 +

m∑
j=1

(
n∑

i=1

1

sitje
∂g(x)
∂xij

/β
− nj)

2).

显然(s, t)是式(8)解的充分必要条件是w(s, t) = 0. 定
义

ui(s, t) = si(
m∑
j=1

1

sitje
∂f(x)
∂xij

/β
− 1), i = 1, 2, · · · , n,

u(s, t) = (u1(s, t) u2(s, t) · · · un(s, t))
T,

vj(s, t) = tj(
n∑

i=1

1

sitje
∂f(x)
∂xij

/β
− nj), j = 1, 2, · · · ,m,

v(s, t) = (v1(s, t) v2(s, t) · · · vm(s, t))T.

可以得到w(s, t)的一个下降方向是(u(s, t), v(s,

t)). (s(x), t(x)),可以从如下迭代过程得到:
选择任意(s0, t0),当k = 0, 1, · · ·时,定义

sk+1 = sk + µku(s
k, tk),

tk+1 = tk + µkv(s
k, tk),

(9)

这里µk是[0,
1

max
16j6m

nj

]中的一个数,并满足

w(sk+1, tk+1) =

min
µ∈[0, 1

max
16j6m

nj
]
w(sk + µu(sk, tk), tk + µv(sk, tk)).

通过以上的分析,得到了下降方向是 d(x, s(x),

t(x))− x,并且构建了迭代过程(9). 由此笔者提出如
下确定性退火控制算法:
步步步骤骤骤 0 定义ϵ为给定的公差; β0为一个足够大的

正数,该正数大到可以保证e(x;β0)是凸函数; x̄为满
足0 < x̄ij < 1的任意数; (s0, t0)为任意正向量; η ∈
(0, 1)为接近1的任意正数. 给定x = x̄,基于式(9)可
以得到式(8)的一个正解 (s(x̄), t(x̄)). 定义 (s0, t0) =

(s(x̄), t(x̄))和

x0 = (x0
11 x0

12 · · · x0
1m · · · x0

n1 x0
n2 · · · x0

n∗m)
T.

这里x0
ij =

1

si(x̄)tj(x̄)e
∂g(x̄)
∂xij

/β0

, i = 1, 2, · · · , n, j =

1, 2, · · · ,m. 最后定义k = 0和q = 0,进入步骤 1.
步步步骤骤骤 1 定义x = xk,用式(9)来计算式(8)的一个

正解(s(xk), t(xk)). 并定义(s0, t0) = (s(xk), t(xk)),
进入步骤 2.
步步步骤骤骤 2 让

d(xk, s(xk), t(xk)) =

(d11(x
k, s(xk), t(xk)) d12(x

k, s(xk), t(xk)) · · ·
d1m(x

k, s(xk), t(xk)) · · ·
dn1(x

k, s(xk), t(xk)) dn2(x
k, s(xk), t(xk)) · · ·

dn∗m(x
k, s(xk), t(xk)))T,

这里

dij(x
k, s(xk), t(xk)) =

1

si(xk)tj(xk)e
∂g(xk)
∂xij

/βq

,
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i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m.

如果∥d(xk, s(xk), t(xk))− xk∥2 < ϵ,执行如下
操作:
·如果βq足够小,算法终止.
·否则,让x∗,q = xk, x0 = xk, βq+1=ηβq, q=

q + 1, k = 0,跳转到步骤 1.
如果∥d(xk, s(xk), t(xk))− xk∥2 > ϵ,执行如下

操作:
求解方程

xk+1 = xk + θk(d(x
k, s(xk), t(xk))− xk), (10)

这里θk ∈ [0, 1]并满足

e(xk+1;βq) = min
θ∈[0,1]

e(xk + θ(d(xk, s(xk),

t(xk))− xk);βq).

然后,定义k = k + 1,跳转到步骤 1.
由以上算法流程可以看到,该算法是一种连续型

算法,并且屏障因子从足够大的一个正数逐渐降
为0的过程中,每一步中的屏障问题的最小点组成了
一个路径,沿着该路径可以得到原问题的一个近似解.
设置屏障因子为任意正整数,屏障问题的最小点可以
从一个可行的下降方向得到. 利用一个全局收敛的迭
代过程,该可行的下降方向可以从拉格朗日算子得到,
并且屏障问题最小点的求解有个显著的特点,在步长
为0到1的条件下,变量的上限和下限将自动满足约束
条件.
在算法中并不需要计算如下问题的精确解:

min
θ∈[0,1]

e(xk + θ(d(xk, s(xk), t(xk))− xk);βq),

一个估计解可以得到类似的效果.在文献中,有很多
种方法可以得到θk

[19],并且基于文献[19],以下定理
可以很容易得到证明.
定定定理理理 3 定义β = βq,用式(10)得到的有限解xk,

k = 0, 1, · · ·都是问题(4)的一个固定解.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

为了证明所提算法的优越性,在仿真实验中将所
提出的方法与Kernighan-Lin算法[6–7]进行了对比. 所
考虑问题的目标函数如下:

f(x) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

wij

∑
p̸=q

xipxjq,

这里W是权重矩阵,定义如下:

W =


0 w12 · · · w1n

w12 0 · · · w2n

...
...

. . .
...

w1n w2n · · · 0

 ,

且若(i, j) /∈ E, wij = 0;若(i, j) ∈ E, wij > 0.
确定性退火控制算法实现过程中,初始化β=980,

当∥d(xk, s(xk), t(xk)) − xk∥2 < ϵ, ϵ = 0.001时,下

降系数为0.96. 本文做了50个实例,实例的维数为m

= 5, n = 100. 为了表述方便,定义如下缩写:
1) 确定性退火控制算法(deterministic annealing

algorithm): DAA;
2) Kernighan-Lin算法: K–LM;
3) 主迭代次数(number of main iterations): NMI;
4) 目标函数值(objective function value): OFV.
可以得到两种算法的目标函数值如表1所示.

表 1 50个实例的目标函数值
Table 1 50 numerical results of DAA and K–LM

DAA K–LM DAA K–LM
实例

NMI OFV OFV
实例

NMI OFV OFV
1 84 31 53 26 119 50 44
2 110 54 60 27 107 43 39
3 116 30 37 28 81 41 42
4 152 36 34 29 66 41 34
5 137 27 45 30 86 59 56
6 123 46 53 31 145 32 41
7 124 46 44 32 107 43 48
8 176 39 55 33 93 36 34
9 111 32 32 34 155 54 45

10 119 42 39 35 129 54 49
11 119 45 44 36 165 50 69
12 145 37 41 37 120 42 36
13 91 45 57 38 111 33 46
14 111 48 63 39 90 28 31
15 111 31 33 40 186 42 37
16 96 35 41 41 98 44 41
17 143 49 48 42 146 39 44
18 93 46 61 43 190 37 61
19 119 27 44 44 124 37 48
20 189 46 51 45 126 46 46
21 93 36 34 46 145 32 39
22 191 48 58 47 144 60 61
23 88 44 53 48 111 21 44
24 94 43 42 49 114 35 29
25 127 32 42 50 106 27 51

从表1可以看出, DAA算法完全有能力求解这50
个实例. 在表1中,最小的主迭代次数是66,最大的主
迭代次数是191,平均值是122. 主迭代次数的分布图
见图1所示.
由于表1表述的数字不够直观,为了直观表述表1

内容,定义

VALUEordinate =
OFVK−LM −OFVDAA

OFVK−LM

× 100.

(11)

由以上定义可以看出, VALUEordinate的值代表两种

算法的比较结果:若VALUEordinate为正值,说明DAA
算法比K–LM算法好,值越大,说明DAA算法表现越
好;反之亦然. 简言之, VALUEordinate的值大小直接
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代表所提算法比K–LM算法表现好的程度.本文计算
50个实例的VALUEordinate,得到图2.

图 1 主迭代次数的分布图

Fig. 1 Distribution of the number of major iterations

图 2 两种算法目标函数值比较
Fig. 2 Comparison of the object function values between

DAA method and K–LM method

从图2可以看出, DAA算法比K–LM算法表现好的
实例有30个,表现一样的实例有2个,表现差的实例有
18个.虽然并不是每个实例DAA算法都可以获得好的
表现,但K–LM算法是现在应用最广泛的算法,这也足
以说明DAA算法相比K–LM算法具有一定的优越性.

5 结结结论论论

为求解一般的图分割问题,本文提出一种确定性
退火控制算法. 算法开发中,笔者引入了一种熵类型
的屏障函数,然后沿着屏障函数最小点路径,得到了
问题的一个高质量近似解. 本文最后给出算法的仿真
实验结果,显示了DAA算法的优越性.
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