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摘要:矩阵半张量积被广泛地应用在有限博弈的研究中,例如: 1)演化博弈; 2)势博弈; 3)有限博弈的向量空间分
解; 4)基于势博弈的优化与控制; 5)合作博弈等. 本文的目的,就是对上述各种应用做一个全面的介绍,包括其原
理、主要成果、以及尚待解决的问题.
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1 引引引言言言

博弈论也称对策论,是研究主体行为发生直接相
互作用时的决策以及这种决策的均衡问题的理论.博
弈问题历史久远,在我国历史上有著名的田忌赛马、
华容道等,国外有较晚出现的双寡头垄断竞争的古诺
模型等,都是博弈论的经典案例. 但一般以冯·诺依曼
等在1944年发表的名著《博弈论与经济行为》[1]为现

代博弈论的起点,该书首次对博弈问题引进了系统的
数学方法,从而使博弈论真正成为一个应用数学分支,
特别指出,针对合作博弈的分配规则, Shapley提出
了“Shapley值”这一概念,被应用到很多实际问题中.
对于非合作博弈, Nash提出了“纳什均衡”这一核心
概念,标志着博弈新时代的开始. 由于博弈论在经
济、军事等许多领域得到卓有成效的应用,在其诞生
后的半个多世纪中,博弈论作为一个新的学科分支快

速发展.本文所涉及的博弈概念可见文[2],这是一本
很好的入门书,有中译本. 另外,文[3]选编了大量博
弈论的实例.

博弈论和控制论关系密切,它们都是通过操控某
个对象,使之达到自己预期的目标.只不过控制论的
操控对象是机械,而博弈论的操控对象是有反操控能
力的智能个体.因此,有学者认为“广义而言,控制论
可视为博弈论的一个特例[4]”. 又如,文[5]以博弈论
为统一框架讨论线性与非线性H∞理论.笔者以为,控
制论与博弈论确实有许多共通之点,但在方法上各有
所长,有许多可以互相借鉴的地方.因此,它们的交叉
领域是一个充满希望的新方向.郭雷院士在对控制论
现代发展方向的思考中曾说到[6]:“当面对真正的智
能机器和智能网络等智能对象时,现在的控制理论就
不能套用了,因为被控者与控制者往往存在博弈关
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系· · · · · ·我认为,把博弈因素恰当地放到控制理论框
架中,是一个非常重要的研究问题,也是社会经济等
领域问题中不可回避的,将会大大拓展控制理论的研
究与应用范围.”现实的发展印证了郭雷的上述论断.
近年,博弈控制论作为控制中一个新的分支得到迅速
发展[7],博弈论在控制问题中得到越来越多的应
用[4, 8–11]. 文[12]对矩阵半张量积从概念到新近的其
对博弈论的应用做了较系统的概括.

矩阵半张量积将普通矩阵乘法推广到任意两个矩

阵,即,设A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q,记t = lcm(n, p)

为n与p的最小公倍数,则其半张量积定义为

AnB := (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p).

它是由中国学者提出,并主要由中国学者发展起来的
一个新的数学分支. 目前,它已在多个领域,特别是在
逻辑系统的控制中得到了广泛应用. 本文遇到的矩阵
乘法均默认为矩阵半张量积,并且将乘法符号(n)略
去. 本文假定读者已熟悉矩阵半张量积的基本概念,
对矩阵半张量积不熟悉的读者可参考一些国内、外学

者关于矩阵半张量积的综述文章[13–15]. 更详细的内容
可参见文[16–18].

矩阵半张量积在博弈论中的应用是矩阵半张量积

最成功的应用之一.其基本原理是: 对于有限博弈,每
个玩家的策略是有限的. 因此,它变为有限集上的函
数(支付函数)及演化(演化博弈).于是它本质上与多
值逻辑类似[17–18]. 本文的目的,就是要对矩阵半张量
积在博弈论中的应用从原理、方法到进展做一个全面

的介绍.

2 从从从静静静态态态博博博弈弈弈到到到演演演化化化博博博弈弈弈

定定定义义义 1 一个有限博弈G = (N,S,C),这里:

i) N = {1, 2, · · · , n}是玩家集合,表示这个博弈
有n个玩家.

ii) S=
n∏

i=1

Si称为局势,这里, Si={1, 2, · · · , ki}

表示第i个玩家有ki个策略.

iii) C=(c1, c2, · · · , cn)是n个支付函数,其中ci :

S → R是第i个玩家的支付函数.

矩阵半张量方法的核心技巧是将每个玩家的策略

集合Si = {1, 2, · · · , ki}转化为向量形式:

Si ∼ ∆ki
= {δjki

| j = 1, · · · , ki}, i = 1, · · · , n.

于是,第i个玩家的策略xi ∈ ∆ki
,记k :=

n∏
i=1

ki,那么,

支付函数就可以用矩阵半张量积表示为

ci(x1, · · · , xn) = V i
c

n
n
j=1

xj, i = 1, · · · , n. (1)

这里V i
c ∈ Rk为一行向量,称为ci的结构向量.

如果一个博弈不断地重复进行,那么,每个玩家都
可以根据以往的历史来更新自己的策略.于是,就可

以得到策略演化方程. 一种策略更新规则是只依赖于
上一次信息的,即马尔科夫型的. 它可以表达为

x1(t+ 1) = f1(x1(t), · · · , xn(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), · · · , xn(t)),
...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), · · · , xn(t)).

(2)

这里xi(t), i = 1, · · · , n为第i个玩家在时刻t的策略.
利用向量表示方法并应用矩阵半张量积,就可以将上
述逻辑型映射(2)转换为代数形式:

x(t+ 1) = Lx(t), (3)

这里: x(t) =
n
n
j=1

xj(t), L ∈ Lk×k是一个逻辑矩阵.

如果网络中某些结点为控制, us ∈ ∆hs
, hs表示

第s个控制的策略个数, s = 1, · · · ,m,即这些结点可
不按策略演化规则而自由选择策略,则策略演化方程
变为控制逻辑网络:

x(t+ 1) = Lu(t)x(t), (4)

这里: u(t) =
m
n
s=1

us(t), L ∈ Lk×kh(h =
m∏
s=1

hs)是一

个逻辑矩阵.
文[19]首先使用矩阵半张量积方法对短视最优响

应(myopic best response arrangement)规则更新策略
的网络演化博弈建模并讨论了策略优化. 文[20]讨论
了一般更新规则下的网络演化博弈的建模与控制,并
给出策略收敛的充要条件.文[21]讨论了网络演化博
弈的演化稳定策略.文[22]讨论了演化博弈的稳定性
与镇定设计等. 文[23]探讨了演化博弈的优化问题,
文[24]给出了网络演化博弈实现策略一致所需的最小
控制玩家数的求解算法. 文[25]分析了网络演化博弈
的策略同步.文[26]讨论了变拓扑的网络演化博弈的
建模与演化. 文[27]将代数状态空间理论引入到竞争
扩散博弈的建模与分析中.
非马尔科夫型的演化博弈也是常见的,特别是学

习博弈经常导致这种演化形式. 文[28]在半张量积框
架下对这种模型进行了探讨.
混合策略的使用在演化博弈中几乎是不可避免的,

这就导致了随机演化博弈.文[29–32]等论文以矩阵半
张量积为工具,系统研究了随机演化布尔博弈的稳定
性、镇定控制、输出调节、最优控制等问题.

3 势势势博博博弈弈弈

势博弈是用博弈论方法解决网络化系统优化与控

制的关键,在优化意义上可以说,势函数对演化博弈
系统的作用与李雅普诺夫函数对动力学系统的作用

类似.

定定定义义义 2 考察一个有限博弈G = (N,S,C),如
果存在一个函数P : S → R,使得对任意i ∈ N均成
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立:

ci(xi, s−i)− ci(yi, s−i) = P (xi, s−i)− P (yi, s−i),

xi, yi ∈ Si, s−i ∈ S−i, (5)

其中S−i =
∏
j ̸=i

Sj表示其他人的策略组合,则称G为

势博弈, P为势函数.

势函数有许多优良性质:

定定定理理理 1[33]

i) 设G为势博弈,则势函数在除一个常数外唯一.
即如果P1和P2为G的两个势函数,则P1 − P2 = c0
∈ R.

ii) 每一个有限势博弈都存在纯纳什均衡点.

iii) 串联短视最优等策略更新规则可使演化势博
弈收敛到纯纳什均衡点.

势博弈虽然重要,但检验它却是一个长期未解决
的问题.文[34]指出:“检验一个博弈是否为一个势博
弈不是一件容易的事(It is not easy, however, to verify
whether a given game is a potential game).”利用矩阵
半张量积方法,本文彻底解决了这个问题[35]. 构造势
方程

Eξ = b, (6)

这里:

E =


−E1 E2 0 · · · 0

−E1 0 E3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−E1 0 0 · · ·En

 , ξ =


ξ1
ξ2
...
ξn

 , b =

b2
b3
...
bn

 ,
其中:

Ei = Iki−1 ⊗ 1k ⊗ Ikn−i ∈ Mkn×kn−1 ,

i = 1, · · · , n,

ξi := (V d
i )

T ∈ Rkn−1

, i = 1, · · · , n,
bi := (V c

i − V c
1 )

T ∈ Rkn

, i = 2, · · · , n,

则有以下结论:

定定定理理理 2 一个有限博弈G是势博弈,当且仅当,
其势方程(6)有解. 并且,如果解存在,则其势函数的结
构向量为

VP = V c
1 − V d

1 E
T
1 = V c

1 − ξT1 (1
T
k ⊗ Ikn−1). (7)

利用势方程,文[36]设计了有效的数值算法. 文
[37]讨论了策略集受限情况下的势博弈,给出了相应
的势方程. 文[38]将这种方法推广到连续策略的情
况.

关于势博弈还有许多需要继续深入讨论的问题.
例如,关于分群势博弈的问题[39],基于超图的网络演
化势博弈[40]等. 文[41]给出一个工程应用的设计.

4 有有有限限限博博博弈弈弈的的的向向向量量量空空空间间间结结结构构构

记G[n;k1,··· ,kn]为一类有限博弈,其玩家个数为|N |
= n,每个玩家的策略数为|Si| = ki, i = 1, · · · , n.
那么,这些博弈的区别仅在于它们不同的支付函数.
注意到

ci(x1, · · · , xn) = V c
i

n
n
j=1

xj, i = 1, · · · , n,

这里V c
i ∈ Rk(k =

n∏
i=1

ki)是ci的结构向量,它完全决

定了支付函数. 令

VG := [V c
1 V c

2 · · · V c
n ] ∈ Rnk,

则 每 个 VG 一 一 对 应 于 G ∈ G[n;k1,··· ,kn]. 因 此,
G[n;k1,··· ,kn]有一个天然的向量空间结构,即

G[n;k1,··· ,kn] ∼ Rnk.

下面讨论它的一些重要子空间. 首先,不难看出,
势博弈集合是其子空间. 以下介绍它的一些其他重要
子空间.

定定定义义义 3 设G ∈ G[n;k1,··· ,kn]. G称为一个非策略
博弈,如果

ci(xi, s−i) = ci(yi, s−i), ∀xi, yi ∈ Si,

i = 1, · · · , n. (8)

不难看出,一个非策略博弈是一个势博弈,其势函
数为任意常数.

定定定义义义 4 设G ∈ G[n;k1,··· ,kn].

1) G是一个调和博弈,如果
n∑

i=1

(ci(s)−
1

ki

∑
xi∈Si

ci(xi, s−i)) = 0. (9)

2) G是一个纯调和博弈,如果
n∑

i=1

ci(s) = 0, s ∈ S, (10)

且 ∑
x∈Si

ci(x, y) = 0, ∀y ∈ S−i :=
∏
j ̸=i

Sj,

i = 1, · · · , n. (11)

石头–剪刀–布就是一个纯调和博弈.

下面这个分解定理在有限博弈理论中是很重要的.

定定定理理理 3[42]

G[n;k1,··· ,kn] = ︸ ︷︷ ︸
Potential games

P ⊕
Harmonic games︷ ︸︸ ︷
N ⊕ H . (12)

这里P , N , H分别为:纯势博弈、非策略博弈和纯调
和博弈.

文[42]利用代数拓扑及图论中的分解定理才得到
式(12)中的正交分解,并且其内积是加权的. 本文利用
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矩阵半张量积也得到同样的正交分解,并且内积是普
通欧氏空间的内积.本文还给出了各子空间的基底与
维数[43]. 加权后的势博弈和调和博弈有类似的向量空
间结构,但在应用上有更大自由度[44].

对称博弈的空间结构是一个有趣的问题[45]. 利用
矩阵半张量积[46]讨论了对称博弈、反对称博弈,给出
有限博弈关于对称博弈、反对称博弈,及非对称博弈
的正交分解式(13),并给出对称博弈和反对称博弈的
许多性质. 文[47]给出了对称博弈及其正交补空间的
基底. 文[48]在布尔博弈框架下,深入讨论了对称博
弈及势博弈的关系.

G[n;k1,··· ,kn] = S ⊕A⊕K, (13)

这里S , A, K分别为对称博弈、非对称博弈和反对称
博弈.

5 博博博弈弈弈控控控制制制论论论

文[7]用一个顺序结构(图1)当作博弈控制理论的
示意图.

图 1 博弈控制理论的示意图

Fig. 1 Sketch of game control theory

从图中可以看出,博弈控制论的中心思想是: 对于
给定优化目标的系统:

第第第1步步步 设计每个个体的支付函数,使系统变为以
整体目标函数为势函数的势博弈.

第第第2步步步 设计每个个体的控制策略(或者优化算
法),使系统收敛于势函数的纳什均衡点.

注意: 1)对于多自主体系统,控制算法应基于局
部信息,方可实现. 2)对多个纳什均衡的情况,收敛到
纳什均衡只是局部最优. 要达到全局最优,需要更精
细的学习算法.

5.1 基基基于于于资资资源源源的的的拥拥拥塞塞塞博博博弈弈弈

拥塞博弈与势博弈是等价的,最典型的拥塞博弈
是道路交通系统[33]. 文[49]利用矩阵半张量积方法给
出资源型系统可设计为拥塞博弈的充要条件.

定定定义义义 5 一个基于资源的系统记作Σ = (M,N,

(Ai)i∈N, P ),这里M = {1, 2, · · · ,m}是可使用的资
源, N = {1, 2, · · · , n}为用户, Ai ⊂ 2M为第i个用户

的策略. A :=
n∏

i=1

Ai称为局势. P : A → R是总花费.

资源优化的目的是找到最优策略a∗ ∈ A,使总花费最

小,即

P (a∗) = min
a∈A

P (a). (14)

设|A| = ℓ,记作A = {A1, A2, · · · , Aℓ}. 构造

BΞT = P , (15)

这里: Ξ是依赖于使用次数的资源费用, B : A → Rn

为玩家费用向量, P为总花费函数.

定定定理理理 4[49] 给定一个资源型系统Σ = (M, N,

(Ai)i∈N, P ),存在资源费用使系统成为以总花费
P (a)为势函数的拥塞博弈,当且仅当,方程(15)有解.

5.2 具具具有有有用用用户户户特特特定定定代代代价价价的的的拥拥拥塞塞塞博博博弈弈弈

在一般拥塞博弈的基础上,文献[50]考虑用户具
有自己的特定代价的情形,将用户的成本函数扩展成
用户特定的代价和用户使用公共设备支付的和,提出
一种新的拥塞博弈.结合文[33]的定理2.8,证明了新
提出的具有用户特定代价的拥塞博弈仍然是势博弈,
利用矩阵半张量积方法给出具有用户特定代价的拥

塞博弈的势函数表达式,并且运用此博弈对基于网络
功能虚拟化(network function virtualization, NFV)的
网络中虚拟服务功能链的资源配置建模,有效解决其
资源配置的问题.

定定定义义义 6[50] 一个具有用户特定代价的拥塞博弈,
记作 G = (M, N, (Ai)i∈N, (ui)i∈N),这里M = {1,
2, · · · , m}是可使用的资源, N = {1, 2, · · · , n}为用
户, Ai ⊂ 2M ,为第i个用户的策略. A :=

n∏
i=1

Ai称为

局势. ui : A → R是第i个局中人的成本函数,对于局
势空间A里的任一局势a = (a1, · · · , an) ∈ A,使用
nl(a)表示使用第l个设备的用户人数,成本函数ui表

达式如下:

ui(a)=ri(ai)+wi

∑
{l∈ai}

cl(nl(a)), i=1, · · · , n,

(16)

这里: ri : A 7→ R是第i个用户特定的代价函数, cl :
{0, 1, 2, · · · , n} 7→ R是第i个用户使用第l个设备的

支付函数, wi是刻画第i个用户的支付受设备拥塞影

响程度的权重参数.

定定定理理理 5[50] 一个用户有特定代价的拥塞博弈

G = (M,N, (Ai)i∈N, (ui)i∈N),它一定是个加权势博
弈且势函数由下式给出:

P (a) =
∑
i∈N

Ri

wi

ai +
m∑
l=1

RowlC[1T
nl(a)

nN(a)], (17)

这里Ri是博弈G的第i个用户特定代价函数的结构向

量, C是博弈G的设备支付矩阵,

1nl(a) := (1 1 · · · 1)︸ ︷︷ ︸
nl(a)

T
,

N(a) := ((δ1n)
T (δ2n)

T · · · (δnl(a)
n )T)T.
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5.3 控控控制制制设设设计计计

控制设计就是要设计一个依赖于(局部)信息的算

法,使系统收敛到最优点. 常见的算法,如:

·带有惯性的联合策略虚拟行为 (joint strategy

fictitious play with inertia)[51]

p
ai(t−1)
i (t) = ϵ,

p
a∗
i (t)

i (t) = 1− ϵ,

这里: pai

i 是玩家i取策略ai的概率, 0 < ϵ < 1是惯性

系数, a∗
i (t) ∈ arg max

ai∈Ai

uai

i (t)为玩家虚拟收益的最优

响应, uai

i (t) =
1

t

t−1∑
τ=0

ci(xi, x−i(τ)).

·对数线性学习(log-linear learning)[52]

pai

i (t) =
e

1
T ui(ai,a−i(t−1))∑

a′
i∈Ai

e
1
T ui(a′

i,a
′
−i(t−1))

,

这里T > 0称为温度系数.

最近,文[53]给出基于状态的势博弈的一种两步

学习算法,并证明了在一定条件下这种算法在这种复

杂演化博弈中可以收敛到纳什均衡.

5.4 基基基于于于状状状态态态的的的演演演化化化博博博弈弈弈

基于状态的演化博弈最先是Marden等在文[54]中

提出的. 它同时考虑两个演化过程: 状态空间的演化

过程和策略的演化过程,是博弈控制系统的一个合理

模型. 在这个框架下,文[55]探讨了如下系统:

定定定义义义 7[55]

i) 一个基于有限状态的演化博弈可由G = {N,

S, c, X, P}来刻画,这里N = {1, 2, · · · , n}是玩家
集合; S =

n∏
i=1

Si是局势; c = {c1, · · · , cn}是支付函

数集, ci : X × S → R; X 是状态空间; P : X × S →
∆(X)是依赖于局势的状态转移函数,而∆(X)是有

限状态空间X上的一个概率分布;

ii) X = {x1, · · · , xr},这里r = |X|. 类似于ai ∈
∆ki

,也可以将状态表达为向量形式,即

xi ∼ δir, i = 1, · · · , r.

iii) 状态x(t)满足

x(t+ 1) = P (x(t), a(t)), (18)

用代数状态空间表示,可得

x(t+ 1) = MPx(t)a(t), (19)

这里: a(t)=
n
n
i=1

ai(t), MP∈Υr×rk (k =
n∏

i=1

ki)是 P

的结构矩阵.

iv) 演化博弈的策略演化方程为



a1(t+ 1) = f1(x(t+ 1), a(t), c(t)),

a2(t+ 1) = f2(x(t+ 1), a(t), c(t)),
...

an(t+ 1) = fn(x(t+ 1), a(t), c(t)),

(20)

这里c(t) = (c1(t), c2(t), · · · , cn(t)). 策略的演化决
定于策略更新规则,本文假定fi与c无关.因此,它可
以用代数状态空间方法来描述策略演化过程,得到状
态方程如下:

a(t+ 1) = MFx(t+ 1)a(t), (21)

这里MF ∈ Υk×rk 是 F = (f1, f2, · · · , fn)的结构矩
阵.

文[55]给出了上述系统是依赖状态的演化博弈的

充分条件,并给出优化控制设计方法.

5.5 考考考虑虑虑有有有限限限时时时域域域收收收益益益的的的线线线性性性动动动态态态博博博弈弈弈

考虑如下的具有n–决策者(decision makers)的线

性系统:
x(k + 1) = Ax(k) +

n∑
i=1

Biui(k),

x(0) = x0,
(22)

其中: x ∈ Rm0 , ui ∈ Rmi , i = 1, · · · , n分别为系统
状态以及第i个决策者的控制输入,并且A ∈ Rm0×m0 ,

Bi ∈ Rm0×mi , i = 1, · · · , n. 假设Ui ⊂ Rmi为第i ∈
N个决策者的决策集,并把联合决策集记为

U =
∏
i∈N

Ui = U1 × U2 × · · · × Un.

每一个决策者i(i ∈ N)都想最大化如下的有限时域收
益函数:

Gi(x(0), u1(·), · · · , un(·)) =
K−1∑
k=0

gi(x(k), u1(k), · · · , un(k)), (23)

其中gi: Rm0 ×U1 ×U2 · · · ×Un → R (i = 1, · · · , n)

为第i个决策者的单步收益函数.

定定定理理理 6[56] 假设单步收益函数gi: Rm0 × U1 ×
U2 · · · × Un → R (i = 1, · · · , n)线性的,即

gi(x, u1, · · · , un) = cTi x+
n∑

j=1

dTijuj, (24)

其中: ci ∈ Rm0 , dij ∈ Rmj , i, j = 1, · · · , n. 那么线

性动态博弈(22)–(23)是势博弈,并且如果每一个决策

集Ui ⊂ Rmi(i ∈ N)是有界的,那么线性动态博弈

(22)–(23)有纯纳什平衡点.

根据以上的结果,文[56]进一步提供了,当决策

集Ui ⊂ Rmi(i ∈ N)为多面体时,寻找线性动态博弈

(22)–(23)纳什均衡点的有效算法.
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6 其其其他他他博博博弈弈弈问问问题题题

其他许多与博弈相关的问题也可以通过基于矩阵

半张量积的代数状态空间表示来进行建模和分析.例
如电子游戏中的探路[57],传教士与野人过河及狼羊白
菜过河[25]等. 这些应用无法一一介绍,下面介绍一些
较系统的结果.

6.1 具具具有有有破破破产产产风风风险险险的的的网网网络络络演演演化化化博博博弈弈弈

具有破产风险的网络演化博弈在经济学问题中具

有特殊的重要性. 利用矩阵半张量积方法研究这类网
络演化博弈的策略调控与优化问题是一个富有挑战

性的问题.这方面的工作包括: 文[58]研究了具有破
产风险和一步记忆的网络演化博弈策略调控问题,并
设计了自由控制序列使得从一初始局势出发,所有玩
家在博弈演化过程中均不破产. 文[59]针对这类博弈
设计了一类状态反馈控制以避免博弈中玩家破产. 此
外,对于具有破产风险和多步记忆的网络演化. 文[60]
设计了自由控制序列使得博弈整体收益达到最优. 最
后,文[61]对一类时变拓扑结构下具有多步记忆的网
络演化博弈进行了稳定性分析,并给出了博弈全局收
敛到纯策略纳什均衡的充分条件.

6.2 从从从合合合作作作博博博弈弈弈到到到Shapley值值值
前面讨论的都是非合作博弈.博弈论的另一个分

支是合作博弈.

定定定义义义 8[62]

i) 一个合作博弈可表示为G = (N, v),其中N =

{1, 2, · · · , n}为玩家集合, v : 2N → Rv(∅) = 0称为

特征函数. 特征函数v(s), s ⊂N 表示当s中的玩家结

为联盟时这个联盟的收益.

ii) 合作博弈的基本问题是找到一个合理的分配.
x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn称为一个分配,如果它满
足: 1)“个体合理性”,即xi > v({xi}); 2)“全局合

理性”,即
n∑

i=1

xi = v(N).

合作博弈的目的就是根据特征函数找到最合理的

分配. 目前较为有效的分配有核、核心、核仁、Shap-
ley值等.

矩阵半张量积在合作博弈中的应用包括: 特征函
数基底(无异议特征函数)的矩阵表示[63], Shapley值
的计算[64]等. 近期的一个工作是用半张量积方法给
出模糊联盟下的分配,称为路解[65].

下面以Shapley值的计算为例,讨论如何用半张量
积方法设计分配.

定定定义义义 9[66] 考察一个合作博弈G = (N, v),其
中N = {1, 2, · · · , n}, v ∈ Γ 为特征函数(Γ为特征
函数集合). Shapley值φ : Γ → Rn定义如下:

φi(v) =
1

n!

∑
σ∈π(N)

[v(Si
σ ∪ {i})− v(Si

σ)] =

∑
S⊆N\{i}

|S|!(n− 1− |S|)!
n!

[v(S ∪ {i})− v(S)],

i = 1, 2, · · · , n, (25)

这里π(N)指N = {1, 2, · · · , n}的置换集. Si
σ指

在置换σ中在i之前的玩家,即

Si
σ = {j|σ−1j 6 σ−1i}.

Shapley值作为分配有许多基本的的优良性质. 例
如:有效性、对称性、可加性,因此得到广泛应用. 但
是,直接从定义(25)出发,其计算极其复杂. 利用矩阵
半张量积,本文给出了简单的递推计算公式.

定定定理理理 7 考察一个合作博弈G = (N, v),设v给

定,其结构向量为 Cv,则相应的 Shapley值 φ(v) =

(φ1(v), · · · , φn(v))可计算如下:

φ(v) = CvΦn, (26)

这里

Φn=
1

n!



(
ε11
−ε11

)
ε12
−ε12
ε22
−ε22

 · · ·



ε12n−1

−ε12n−1

ε22n−1

−ε22n−1

...
ε2

n−1

2n−1

−ε2
n−1

2n−1




∈

M2n×n, (27)

参数εi2s可递归计算.

文[64]给出其计算细节及部分应用.

7 结结结束束束语语语

矩阵半张量积作为一个新的数学工具,在有限博
弈的建模与策略优化中起着全方位的作用. 它解决了
一些用经典方法难以解决的问题,显示了这种方法的
有效性. 这篇综述不可能介绍半张量积在博弈中的全
部应用,但它对半张量积方法在博弈中的应用原理和
一些主要结果做了尽可能详细的论述. 应该说半张量
积方法在博弈中的应用尚处于尝试阶段,还有许多问
题值得探讨.

下面举出一些博弈中应用矩阵半张量积方法值得

探索的方向: 1)不完全信息(即贝叶斯)博弈的建模与
优化策略; 2)多目标优化的博弈方法,特别是向量势
博弈方法; 3)近似势博弈,特别是加权势博弈的优化
和应用; 4)依赖于状态的网络演化博弈的建模与学习
算法.

矩阵半张量积对博弈问题的解决提供了一个新的

武器. 对于熟悉或正在学习矩阵半张量积的学者,博
弈是一个宽阔的天地,在那里是可以大有作为的.

感感感谢谢谢: 本文在写作过程中得到许多同行学者的帮助,
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包括: 冯俊娥、吴玉虎、付世华、王金环、盂敏、王元
华、李长喜、郝亚琦、张潇等,特此致谢.
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