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摘要:针对一类连续时间线性Markov跳变系统,本文提出了一种新的策略迭代算法用于求解系统的非零和微分
反馈Nash控制问题.通过求解耦合的数值迭代解,以获得具有线性动力学特性和无限时域二次成本的双层非零和
微分策略的Nash均衡解. 在每一个策略层,采用策略迭代算法来计算与每一组给定的反馈控制策略相关联的最小
无限时域值函数. 然后，通过子系统分解将Markov跳变系统分解为N个并行的子系统,并将该算法应用于跳变系
统.本文提出的策略迭代算法可以很容易求解非零和微分策略所对应的耦合代数Riccati方程,且对高维系统有效.
最后通过仿真示例证明了本文设计方法的有效性和可行性.
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Abstract: In this paper, a new policy iterative algorithm is proposed to solve the non-zero sum differential feedback
Nash control problems for a class of continuous-time Markov jump linear systems. The Nash equilibrium solution of a
double-layer non-zero sum differential policy with linear dynamics and infinite time-domain secondary cost is found by
solving the coupled numerical iteration solutions. At each policy layer, an policy iterative algorithm is used to calculate the
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Key words: policy iteration; Markov jump linear systems; non-zero sum; differential feedback Nash strategy
Citation: ZHU Guozheng, ZHANG Maoguang, HE Shuping. Policy iteration-based non-zero sum differential feedback

Nash control for continuous-time Markov jump linear systems. Control Theory & Applications, 2020, 37(8): 1749 – 1756

1 引引引言言言

Markov跳 变 系 统 是 1961年 由 Krasovskii 和
Lidskii[1]提出的一类多模态随机系统.在Markov跳变
系统中,它包含模态和状态两个动态特性. 作为一种
多模态的系统,该系统可用来模拟具有突变特性的动

态系统,如制造系统、网络控制系统以及容错控制系
统等. 在实际过程中,由于零部件失效、环境干扰以及
子系统的连接方式改变等因素, Markov跳变系统也能
用于模拟很多结构和参数具有突变效应的动态过程.

近几十年来, Markov跳变系统引起了学者们的研
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究兴趣并取得了很多研究成果. Sworder[2]研究了连续

时间线性随机Markov跳变系统的二次型优化控制问
题.之后, Blair等人[3]在连续时间Markov跳变系统的
基础上提出了离散时间线性Markov跳变系统的最优
控制方法. 基于动态规划理论, Wonham[4]提出了另一

个解决连续时间线性随机Markov跳变系统二次型优
化控制问题的方法. Zhang等人[5]研究了一类具有部

分未知转移概率的连续时间和离散时间线性Markov
跳变系统的稳定性问题. Park等人[6–7]研究了离散时

间Markov跳变系统的预测控制问题.当然还有很多其
他关于Markov跳变系统的研究成果,如H2控制器设

计[8–10]、H∞控制器设计
[11–13]、鲁棒控制和滤波问

题[14–16]、故障诊断问题[17–18]等.

在控制领域,优化控制问题一直是研究热点. 要求
解系统的优化控制器,最常用的解决方法是求解对应
的Riccati方程. Kleinman等介绍了一种离线迭代算法
求解Riccati方程[19]. 文献[20–21]给出了相关方法的
收敛性证明.

随后,相关的Nash微分博弈的零和、非零和的优
化控制问题也被应用到求解对应的Riccati方程
中[22–27]. Nash微分博弈是由文献[25]首次提出的.
Nash微分博弈通常出现在网络、无线通信[28]等较大

的耦合系统研究中[29]. 当被控系统受到多个控制输入
的影响时,就可以采用Nash博弈方法. 当系统具有线
性动态特性和无限时域二次成本函数指标时, Nash均
衡的求解等价于求解一组耦合的代数Rittaci方程,如
文献[22, 25, 30–31]. 文献[23, 26, 32–34]等采用了策
略迭代的方法求解耦合代数Rittaci方程. 这些算法可
以得到收敛的代价函数系列. 但是文献[26, 32–34]中
的收敛结果还没有确定. 虽然在线性系统中关于
Nash微分博弈的零和、非零和的优化控制问题取得了
初步的研究成果,但是如何求解跳变系统的非零和微
分反馈Nash控制问题,尚未取得较好的成果.

为了获得Markov跳变系统的非零和微分反馈
Nash控制策略,本文将相关问题转化为求解对应的耦
合代数Riccati方程,并通过不断迭代耦合代数Riccati
方程来计算可行解. 本文提出的策略迭代算法过程包
括: 首先对跳变系统进行子系统的转换,在此基础上
对模态之间的耦合关系解耦,并构成了新的策略迭代
算法,最后通过数值仿真和对应的迭代更新结果证实
算法的有效性和可行性.

2 系系系统统统描描描述述述

在概率空间(Ω,F, P )中,考虑如下一类连续时间
Markov跳变线性系统:

ẋ(t) = A(r(t))x(t) +B1(r(t))u1(t)+

B2(r(t))u2(t),

x(0) = x0, r(0) = r0.

(1)

该系统遵循以下概率分布:

P{r(t+∆t) = j|r(t) = i} ={
πij∆t+ o(∆t), j ̸= i,

1 + πii∆t+ o(∆t), j = i.
(2)

式(1)−(2)中, Ω, F和P分别表示样本空间、事件场

和定义在事件上的概率; x(t) ∈ Rn是跳变系统的状

态; x0是初始状态; u1(t), u2(t) ∈ Rm是系统的控制

输入; A(r(t)), B1(r(t)), B2(r(t))是系统的系数矩

阵; r(t)是一个连续时间和离散状态的Markov随机过
程,它表示系统在某一时刻的模态,并在一个离散集
中取值M = {1, 2, · · · , N}; r0表示初始模态. 本文假
设式(1)是随机稳定的.

式(2)表示模态从时间t → t+∆t,系统从模态i跳

到j的概率,其中i, j ∈ M, ∆t > 0, lim
∆t→0

o(∆t)

∆t
=0,

πij > 0(i ̸= j),并满足πii = −
∑
i ̸=j

πij . 为了方便,令

r(t) = i,那么A(r(t)), B1(r(t)), B2(r(t))3个系数矩
阵可表示为Ai, Bi1, Bi2.

3 新新新的的的策策策略略略迭迭迭代代代算算算法法法

求解跳变系统(1)的非零和微分的反馈Nash策略
前,先考虑如下一类连续时间线性系统:ẋ(t) = Ax(t) +B1u1(t) +B2u2(t),

x(0) = x0.
(3)

给出如下的与控制量相关的二次成本函数:

Ji =
w ∞

t0
(uT

1Ri1u1 + uT
2Ri2u2 + xTQix)dτ, (4)

其中Rij > 0, i, j ∈ {1, 2}和Qi均为实对称正定的权

值矩阵. 本文设定矩阵对(A,Bi, Q
1/2
i ), i ∈ {1, 2}是

镇定可测的.

若每个控制器都要制定最佳策略,那么在非零和
反馈控制策略下,可以使用具有闭环信息结构的Nash
均衡,即一对反馈控制策略来获得. 参考文献[35],系
统(3)对应的闭环系统的非零和反馈Nash均衡的最优
控制策略可以通过以下方式得到:{

u∗
1(x) = −R−1

11 B
T
1 P1x,

u∗
2(x) = −R−1

22 B
T
2 P2x.

(5)

上式两个控制输入的优化值,可通过正定矩阵Pi, i∈
{1, 2}获得. 对于式(5)中的唯一正定对称矩阵Pi, i ∈
{1, 2},可通过以下具有耦合关系的Riccati方程求解:

ATP1 + P1A+Q1 − P1S11P1−
P2S22P1 − P1S22P2 + P2S12P2 = 0,

ATP2 + P2A+Q2 − P2S22P2−
P2S11P1 − P1S11P2 + P1S21P1 = 0.

(6)
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上式中的Sij, i, j ∈ {1, 2},可表示为如下形式:Sii = BiR
−1
ii BT

i ,

Sij = BjR
−1
jj R

−1
ij R−1

jj B
T
j .

(7)

那么,对于线性系统(3)的两层非零和反馈Nash策
略的相关问题可表述为耦合Riccati方程(6)的求解. 为
了求解相应的Riccati方程,给出如下引理.

引引引理理理 1[26] 满足耦合代数Riccati方程(6)的唯一
正定实对称矩阵对(P1, P2)是一组稳定解,如果闭环
矩阵(A− S11P1 − S22P2)是Hurwitz的,即它的所有
特征值均具有负实部.

虽然,在 (A,Bi, Q
1/2
i ), i ∈ {1, 2}镇定可测的条

件下,对于求解耦合代数Riccati方程(6)和(7)的解取
得了部分成果[22, 35–36],如在文献[35–36]中,分别给
出了两种数值算法求解耦合代数Riccati方程(6)和(7)
的可能解.但是以上算法并没有给出方程稳定解存在
性的证明,而且算法的收敛性也没有完全建立起来.

为了获得新的算法求解耦合代数Riccati方程(6)的
一对稳定解(P1, P2),本文给出如下假设.

假假假设设设 1 为了保证求解的控制律是使得系统稳

定的,本文假设(A,B1, Q
1/2
1 )和(A,B2, Q

1/2
2 )是镇定

可测的.

基于此,本文给出计算耦合Riccati方程(6)所采用
新的策略迭代算法. 通过算式变换将(6)改写为如下线
性方程:

(A− S11P
l−1
1 )TP l

2 + P l
2(A− S11P

l−1
1 )+

Q2 − P l
2S22P

l
2 + P l−1

1 S21P
l−1
1 = 0,

(A− S22P
l
2)

TP l
1 + P l

1(A− S22P
l
2)+

Q1 − P l
1S11P

l
1 + P l

2S12P
l
2 = 0,

(8)

其中l表示迭代步数,且为大于0的整数.

本文所设计的用于计算耦合Riccati方程(6)的新的
策略迭代算法具体步骤如下:

Step 1 给出初始矩阵P 0
1 > 0,令l = 1;

Step 2 定义(P l
1, P

l
2). 在l > 1下,通过迭代方程

(8)求解正定解(P l
1, P

l
2);

Step 3 设定精确度阈值ε1和ε2. 对于任意l > 1,
通过迭代算法(8)计算P l

1和P l
2,直到满足∥P l+1

1 −P l
1∥

6 ε1, ∥P l+1
2 − P l

2∥ 6 ε2;否则取l = l + 1,继续执行
Step 2;

Step 4 获取非零和微分反馈Nash策略的正定解
P l

1和P l
2.

引引引理理理 2[37] 考虑如下代数Lyapunov方程:

ATX +XA+Q = 0, (9)

其中: A为一般矩阵, Q ∈ Rn×n是正定对称矩阵,即
Q = QT > 0. 如果A是Hurwitz矩阵且Q > 0,则方程

(9)的唯一解X是正定矩阵.

引引引理理理 3[26] 如果(A,B1, Q
1/2
1 )和(A,B2, Q

1/2
2 )是

镇定可测的,那么由方程(6)得到的矩阵对(P1, P2)是

唯一存在且正定的对称矩阵对.

如下定理(1)将给出在该算法中解得的矩阵序列
(P1, P2)收敛的充分条件.

定定定理理理 1 对于耦合代数Riccati方程(6),在任意l

> 1时,存在如下正定矩阵:

Γ yP1

l =(P l+1
2 − P l

2)
TS22P

l
1 + P l

1S22(P
l+1
2 −

P l
2)− (P l

1 − P l+1
1 )TS11(P

l
1 − P l+1

1 ) > 0,

Γ yP2

l =(P l
1 − P l−1

1 )TS11P
l
2 + P l

2S11(P
l
1−

P l−1
1 )−(P l

2−P l+1
2 )TS22(P

l
2−P l+1

2 )>0,

(10)

那么由迭代方程(8)解得的迭代序列(P1, P2)是收敛

的.

证证证 由引理3可知,如果(A,B1)和(A,B2)都是稳

定的,则通过耦合Riccati方程(6)求出的解(P1, P2)是

正定对称的. 考虑如下方程:

(A− S11P
l
1 − S22P

l
2)

TP l
1 + P l

1(A− S11P
l
1 −

S22P
l
2) +Q1 + P l

1S11P
l
1 + P l

2S12P
l
2 = 0. (11)

根据方程(10),可对方程(11)做出如下变换:

(A− S11P
l+1
1 − S22P

l+1
2 )TP l

1 + P l
1(A−

S11P
l+1
1 − S22P

l+1
2 ) +Q1 + P l+1

1 S11P
l+1
1 +

P l+1
2 S12P

l+1
2 + Γ yP1

l = 0. (12)

在迭代步数为l + 1时,方程(11)可表达为

(A− S11P
l+1
1 − S22P

l+1
2 )TP l+1

1 + P l+1
1 (A−

S11P
l+1
1 − S22P

l+1
2 ) +Q1 + P l+1

1 S11P
l+1
1 +

P l+1
2 S12P

l+1
2 = 0. (13)

将方程(12)减去方程(13)可得

(A−S11P
l+1
1 −S22P

l+1
2 )T(P l

1−P l+1
1 )+

(P l
1−P l+1

1 )(A−S11P
l+1
1 −S22P

l+1
2 )+Γ yP1

l = 0.

(14)

考虑到Γ yP1

l >0,并对所有l>0, (A−S11P1−S22P2)

是Hurwitz矩阵,通过引理1和引理2可知对于所有l >
1都有P l

1 > P l+1
1 .

以上是对于控制输入u1所对应的正定解P1收敛性

的证明,同理也可以对控制输入u2所对应的正定

解P2做出相应处理:

(A−S11P
l+1
1 −S22P

l+1
2 )T(P l

2−P l+1
2 )+

(P l
2−P l+1

2 )(A−S11P
l+1
1 −S22P

l+1
2 )+Γ yP2

l =0.

(15)
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同样,考虑到Γ yP2

l > 0,并对所有l > 0, (A− S11P1

− S22P2)是Hurwitz矩阵,通过引理1和引理2可知对
于所有l > 1都有P l

2 > P l+1
2 . 证毕.

对于式(10),由于S11 > 0, S22 > 0, P l
i在迭代中

不断收敛,所以只要满足初始条件Γ yP1

l > 0, Γ yP2

l

> 0,那么在迭代过程中Γ yP1

l > 0, Γ yP2

l > 0将会一

直满足.

推推推论论论 1 如果引理1和定理1的条件满足,则由耦
合方程(6)和(7)所定义的迭代序列(P1, P2)最终是收

敛的.

注注注 1 以上是将一类连续时间线性系统的非零和微分反

馈Nash控制问题转化为求解相应的Riccati方程,给出了求
解Riccati方程的策略迭代算法. 但是该求解方法只适用于线
性系统,不能直接应用于跳变系统.为了将该方法应用于跳
变系统需要考虑到: 首先要根据跳变系统的特性将系统进行
子系统分解,然后对每个子系统进行解耦.进而,利用相应的
迭代算法对跳变系统进行求解. 接下去将对跳变系统的子系
统分解和跳变解耦进行描述,并给出具体的算法步骤.

4 子子子系系系统统统分分分解解解和和和跳跳跳变变变解解解耦耦耦

对于Markov跳变系统(1),给出如下的与控制量相
关的二次成本函数:

Ji =
w ∞

t0
(uT

1Ri1(r(t))u1 + uT
2Ri2(r(t))u2+

xTQi(r(t))x)dτ, (16)

其中Rij > 0(i, j ∈ {1, 2})和Qi均为实对称正定的权

值矩阵. 设定矩阵对(A,Bi, Q
1/2
i ), i ∈ {1, 2}是镇定

可测的.

若每层都需要制定最佳策略,参考对线性系统的
分析,系统(1)对应的闭环系统的非零和反馈Nash均
衡的最优控制策略可以通过以下方式得到:{

u∗
1(x) = −R−1

11 B
T
1 P1x,

u∗
2(x) = −R−1

22 B
T
2 P2x.

(17)

上式两个控制输入的优化值,可通过正定矩阵Pi,

i ∈ {1, 2}获得. 与线性系统最优控制策略(5)不同的
是上式中R11, R22, P1, P2都和跳变的模态相关,它们
之间存在着耦合关系.所以应用于线性系统的求解方
法不能直接应用到跳变系统.

考虑到上述原因,本文对跳变系统进行子系统分
解和跳变模态解耦[38].

定定定义义义 1 对于跳变系统(1),在某一时刻t,可将其
分解成多个子系统,那么第i个系统可写成如下的形

式:ẋi(t)=(Ai+
πii

2
I)xi(t)+Bi1ui1(t)+Bi2ui2(t),

xi(0) = x0.

(18)

显然,式(18)中的各个子系统存在耦合关系.针对
第i个模态,其对应的耦合代数Riccati方程可表示如
下:

AT
i Pi1+Pi1Ai+Qi1−Pi1S11Pi1−Pi2S22Pi1−

Pi1S22Pi2 + Pi2S12Pi2 = 0,

AT
i Pi2+Pi2Ai+Qi2−Pi2S22Pi2−Pi2S11Pi1−

Pi1S11Pi2 + Pi1S21Pi1 = 0.

(19)

方程(19)可改写成如下形式:
(Ai − S11P

l−1
i1 )TP l

i2 + P l
i2(Ai − S11P

l−1
i1 )+

Ql
i2 − P l

i2S22P
l
i2 + P l−1

i1 S21P
l−1
i1 = 0,

(Ai − S22P
l
i2)

TP l
i1 + P l

i1(Ai − S22P
l
i2)+

Ql
i1 − P l

i1S11P
l
i1 + P l

i2S12P
l
i2 = 0,

(20)

其中i表示对应的模态,且在一个离散集中取值M=

{1, 2, · · · , N},并有Ai = Ai +
πii

2
I . 跳变系统的各

个模态之间的解耦合关系可表述为
Ql

i2 = Qi2 +
N∑

j=1, j ̸=i

πijP
l
j2,

Ql
i1 = Qi1 +

N∑
j=1, j ̸=i

πijP
l
j1.

(21)

注注注 2 对于Markov跳变系统的每一个模态,需要获得
对应的稳定解(Pi1, Pi2). 在求解相应的Riccati方程时不仅
存在同一模态下双控制器之间的耦合关系,也会存在跳变系
统各模态间的耦合关系.对于这种双耦合关系,在处理过程
中为了使得算法简单,本文假定每一模态下具有相同的Sij ,
其中i, j ∈ M = {1, 2, · · · , N}.

在线性系统迭代算法的基础上,本文所设计的
Markov跳变系统策略迭代算法和解耦过程的具体步
骤如下:

Step 1 给出初始矩阵对(P 0
i1, P

0
i2),令l = 1;

Step 2 定义(P l
i1, P

l
i2). 在任意l > 1下,通过策

略迭代方程(20)和策略更新方程(21)求解对应的正定
解(P l

i1, P
l
i2);

Step 3 设定精确度阈值ε1和ε2. 对于任意l > 1,
通过迭代算法 (20)和 (21)计算P l

i1和P l
i2,直到满足

∥P l+1
i1 −P l

i1∥6ε1, ∥P l+1
i2 −P l

i2∥6ε2;否则取l= l+1,
继续执行Step 2;

Step 4 获取Markov跳变系统非零和微分反馈
Nash策略正定解P l

1和P l
2.

上文所设计算法解得的矩阵序列(P l
i1, P

l
i2)收敛的

充分条件可由如下定理2给出.

定定定理理理 2 对于耦合代数Riccati方程(19),在任意
l > 1时,如果存在如下正定矩阵:
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Γ yPi1

l =

(P l+1
i2 − P l

i2)
TS22P

l
i1 + P l

i1S22(P
l+1
i2 − P l

i2)−
(P l

i1 − P l+1
i1 )TS11(P

l
i1 − P l+1

i1 ) > 0,

Γ yPi2

l =

(P l
i1 − P l−1

i1 )TS11P
l
i2 + P l

i2S11(P
l
i1 − P l−1

i1 )−
(P l

i2 − P l+1
i2 )TS22(P

l
i2 − P l+1

i2 ) > 0,

(22)

那么由迭代方程(20)和(21)解得的迭代序列(P l
i1, P

l
i2)

是收敛的.

由于定理2和定理1的证明相似,在此不再详细证
明.

推推推论论论 2 如果引理1和定理2的条件满足,则由耦
合方程(19)所定义的迭代序列(Pi1, Pi2)最终是收敛

的.

对于Markov跳变系统的非零和微分反馈Nash策
略的问题,新的策略迭代算法在对跳变系统子系统分
解和解耦合后,将该问题转化为求解耦合代数Riccati
方程(19). 在跳变系统的每一个模态都能得到一对稳
定解(Pi1, Pi2),即可以通过求解N个并行的方程(19)
实现对该系统的优化控制.

在文献[35]所提出的算法中,代数Riccati方程的
解依赖于系统的系数矩阵和终值,所以无法保证算法
的收敛性. 文献[36]所提出的算法中,给出了求解代
数Riccati方程的方法,却没有给出保证迭代解收敛的
充分条件.本文所提出的算法中,给出了算法解得的
矩阵序列的充分条件,并且将其应用于Markov跳变系
统.

接下来将给出相应的数值仿真示例来验证本文所

设计算法的正确性和迭代收敛的效果.

5 算算算法法法仿仿仿真真真实实实例例例

5.1 实实实验验验 1
本文将通过给出如下示例来验证上述算法的有效

性和收敛性. 在求解之前先给出初始数据.

对于跳变系统(1)所对应的耦合Riccati方程(19),
给出模态数N = 2的如下四维系数矩阵:

A1 =


−2.2361 −1.1358 1 0.6324

−0.1024 −3 0.3835 0.85

0.7112 11.2346 −36.8199 4

1.0692 13.4230 20.1185 −12

 ,

A2 =
−1.5326 −1.2436 0.5458 0.7136

−0.8 −2.9346 0.0920 0.42

11.1634 23 −26.4655 −1.8347

25 8.3132 −3.8714 −31.4631

 ,

B11 =


1

1

1

1

 , B12 =


0

0

0

1

 .

为了求解方便,令

B21 = B11, B22 = B12,

Qi1 = Qi2 = eye(4), i ∈ {1, 2}.

选取跳变系统的转移矩阵如下:

Π =

[
−3 3

2.5 −2.5

]
, I =

[
1 0

0 1

]
.

那么子系统分解后的系数矩阵可通过如下公式获得:

A1 = A1 + (
Π(1, 1)

2
)× I,

A2 = A2 + (
Π(2, 2)

2
)× I.

两个模态下的Rij的值如下:

R11 = 1, R12 = 0.25, R21 = 0.6, R22 = 2.

其他相关的数据可以通过方程(18)解得.

设定两个模态下初始的稳定值分别为P 0
12 = I4,

P 0
22 = I4,精确度阈值分别为ε1 = 10−9, ε2 = 10−9.
通过策略迭代和策略更新算法后,获得耦合Riccati方
程的解表述如下.

对于双控制器输入模型,第1个模态下的稳定解为

P11 =


0.3759 −0.0850 0.0156 0.0150

−0.0850 0.5047 0.0471 0.0706

0.0156 0.0471 0.0257 0.0216

0.0150 0.0706 0.0216 0.0481

 ,

P12 =


0.3198 −0.0880 0.0117 0.0105

−0.0880 0.44847 0.04241 0.0640

0.0117 0.04241 0.0249 0.0206

0.0105 0.0640 0.0206 0.0466

 .

应用同样的迭代算法,计算出第2个模态下的稳定解
为

P21 =


0.6408 −0.1305 0.0135 0.0221

−0.1305 0.3116 0.0118 0.0023

0.0135 0.0118 0.0193 −0.0013

0.0221 0.0023 −0.0013 0.0164

 ,

P22 =


0.6114 −0.1358 0.0127 0.0212

−0.1358 0.3098 0.0117 0.0021

0.0127 0.0117 0.0193 −0.0013

0.0212 0.0021 −0.0013 0.0164

 .

在以下的仿真图中,图1−4分别绘制出了Markov
跳变系统非零和微分的反馈Nash策略问题的求解更
新过程. 图1绘制了模态i = 1时求解的正定解Pi1的
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更新过程,图中的“∗”体现出Pi1迭代更新的过程;通
过模值的范数可以看出Pi1最终是收敛的,且在迭代
步数l = 9时收敛到精确值.图2绘制了模态i = 1时求

解的正定解Pi2的更新过程,从图中可看出在迭代步
数l = 8时Pi2收敛到精确值.图3绘制了模态i=2时求

解的正定解Pi1的更新过程,从图中可看出在迭代步
数l = 9时Pi1收敛到精确值.图4绘制了模态i = 2

时求解的正定解Pi2的更新过程,从图中可看出在迭
代步数l = 8时Pi2收敛到精确值.该仿真示例更进一
步体现了算法的正确性和可行性.

图 1 ∥P l+1
11 − P l

11∥运行轨迹图
Fig. 1 The trajectory diagram of ∥P l+1

11 − P l
11∥

图 2 ∥P l+1
12 − P l

12∥运行轨迹图
Fig. 2 The trajectory diagram of ∥P l+1

12 − P l
12∥

图 3 ∥P l+1
21 − P l

21∥运行轨迹图
Fig. 3 The trajectory diagram of ∥P l+1

21 − P l
21∥

图 4 ∥P l+1
22 − P l

22∥运行轨迹图
Fig. 4 The trajectory diagram of ∥P l+1

22 − P l
22∥

5.2 实实实验验验 2
为了验证本文中所提出的算法对于非零和耦合代

数Riccati方程的优越性,笔者将其和文献[35–36]中算
法1(Algorithm 1, A.1)及算法2(Algorithm 2, A.2)的两
种数值算法进行了对比,并做了如下实验:

对于耦合代数Riccati方程(5)和(6),给出如下矩阵:

A =

[
0.4199 0.7939

0.7537 0.9200

]
,

S11=

[
8.3052 3.9682

3.9682 3.7217

]
, S22=

[
7.4092 6.2590

6.2590 5.7807

]
,

Q1=

[
9.8905 6.8816

6.8816 6.0301

]
, Q2=

[
3.2543 4.8155

4.8155 10.9606

]
,

S12=

[
5.2835 6.4178

6.4178 7.8537

]
, S21=

[
4.4255 4.4501

4.4501 4.5081

]
.

设初始值为P 0
1 =

[
8.4335 1.2583

1.2583 0.8392

]
,精确度阈值为

ε = 10−9. 通过策略迭代和策略更新算法后,获得耦
合Riccati方程的解如下所示:

P1 =

[
0.9520 − 0.1448

−0.1448 1.2026

]
,

P2 =

[
0.2782 0.1805

0.1805 1.0388

]
.

图5和图6分别绘制了3种算法对于求解非零和耦
合代数Riccati方程的解P1和P2的更新过程. 其中: 菱
形线表示本文中所设计算法的求解更新过程,实线代
表文献[36]中算法2的求解更新过程,点线代表文献
[35]中算法1的求解更新过程. 从图中可以看出本文所
设计的算法在求解非零和耦合代数Riccati方程时可
以更快地得到稳定解. 图5表示在求解P1时,本文的算
法需要3次迭代就可以求得稳定解,而A.2和A.1分别
需要7次和8次迭代才能求得稳定解. 图6表示在求解
P2时,本文的算法需要2次迭代就可以求得稳定解,而
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A.2和A.1分别需要4次和6次迭代才能求得稳定解. 此
外,文献[35–36]中没有对两种算法的收敛性进行证
明,而本文给出了对所设计算法中解得的矩阵序列
(P1, P2)收敛的充分条件,并且给出了证明. 从以上分
析可以看出本文的算法更有优越性.

图 5 ∥P l+1
1 − P l

1∥运行轨迹图
Fig. 5 The trajectory diagram of ∥P l+1

1 − P l
1∥

图 6 ∥P l+1
2 − P l

2∥运行轨迹图
Fig. 6 The trajectory diagram of ∥P l+1

2 − P l
2∥

6 结结结语语语

本文研究了一类连续时间线性Markov跳变系统
的非零和微分反馈Nash控制策略,并将相关问题转化
为求解对应的耦合代数Riccati方程. 通过子系统的转
换和模态之间的解耦等,设计了一类新的策略迭代算
法,并通过数值仿真和对应的迭代更新结果证实了所
设计算法的有效性和可行性.
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