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摘要:本文研究了一类非线性变参数系统的混合H2/H∞保性能控制问题.基于Lyapunov稳定性理论,建立了状态
反馈混合H2/H∞保性能控制的可解性条件.该条件是依赖于状态和参数的线性矩阵不等式,显式地体现了系统的
时变和非线性特性,通过多项式平方和方法,可以转化为优化问题.特别地,本文构造一种新颖的控制器和Lyapunov
范数. 在此基础上,研究了基于多项式平方技术的不确定非线性变参数系统混合H2/H∞保性能控制问题.最后,通
过倾转旋翼飞行器实例和数值仿真均验证本文方法的可行性和有效性.
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Abstract: This paper investigates the mixed H2/H∞ guaranteed cost control problem for a class of nonlinear parameter-
varying systems. Based on Lyapunov stability theory, the solvable conditions of the mixed H2/H∞ guaranteed cost control
for state feedback are established, those conditions are given in terms of state-and-parameter-dependent linear matrix in-
equalities, without hiding the time-varying nature or ignoring the nonlinearities, the above conditions can be transformed
into a convex problem based on the polynomial sum of squares method. Specifically, a novel structure of state feedback con-
troller and a new Lyapunov function are employed in this paper. And on this basis, this paper also studies the mixed H2/H∞

guaranteed cost control problem for a class of uncertain nonlinear parameter-varying systems based on the polynomial sum
of squares method. Finally, the simulation results of a tilt rotor aircraft control and numerical example demonstrate the
feasibility and effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言

在航空航天等领域,时变和非线性是被控对象普
遍存在的动力学特征[1–4]. 工程实践中,多采用增益调
度方案适应系统的非线性和时变参数变化. 该方法的
不足之处是理论上存在较大保守性,且当调度变量快
速变化或难以捕捉对象的非线性特征时,系统性能甚
至稳定性都可能难以保证[5]. 为此,借鉴于Prajna等人
将多项式非线性系统视为状态依赖的类线性系统建

模思想[6–7],文献[8]提出了一种非线性变参数(nonlin-
ear parameter-varying, NPV)模型,研究了该类系统指

数镇定及其在飞行器轨迹跟踪中的应用. 文献[9]定义

了一种兼具有限时间稳定和Lyapunov稳定特征的混
合稳定性概念,研究了NPV系统的H∞混合稳定控制

问题.文献[10]研究了NPV系统的吸引域及局部镇定
问题. NPV系统包含了类线性系统[6]和线性变参数

(linear parameter-varying, LPV)系统[1]为其特例,能更
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完整刻画被控对象的时变和非线性特性,为复杂运动
体的高能控制设计提供了新途径.

本文考虑NPV系统的混合H2/H∞保性能控制问

题,它使系统同时兼备H2性能和H∞性能.对于时不变
系统,孙运全等人[11]研究了静止无功发生器的混合

H2/H∞保性能控制问题,给出了该问题相应的可解性
条件.混合H2/H∞保性能问题可以转化为线性矩阵不

等式(linear matrix inequality, LMI)的可行性问题[12–13],
然而对于时变参数系统,可解性LMI条件包含变参数,
是无限维的. 此情形下,通常需要对变参数附加仿射
型或者凸包型[14–16]等特殊结构约束条件,将无限维
LMI的约束转化成有限维LMI的可行性问题.该处理
方法忽略了系统的时变特性,存在一定的保守性.

本文采用多项式平方和 (sum of squares, SOS)方
法,直接求解NPV系统的混合H2/H∞保性能控制问

题.在此基础上,结合S-procedure方法,给出了闭环系
统局部稳定的混合H2/H∞保性能控制器设计方法.
进一步,考虑该系统存在不确定性的情形,给出了相
应鲁棒混合H2/H∞保性能控制问题的可解性条件.本
文直接求解状态和参数依赖的LMI,避免了模型线性
化和对时变参数附加仿射型或凸包型等特殊结构条

件带来的保守性.

文中符号说明如下: Rn表示n维实向量的集合,
Rn×m表示n×m维实矩阵的集合, R[x]表示向量x ∈
Rn的所有实系数多项式函数集合, I和0表示合适维数
的单位矩阵和零矩阵,“∗”表示对称矩阵中的对称
块, He(A) = AT +A, ΦSOS表示SOS多项式集合.

2 预预预备备备知知知识识识与与与问问问题题题描描描述述述

2.1 预预预备备备知知知识识识

定定定义义义 1 (SOS[17]) 称关于x的多元多项式h(x)是

SOS,如果存在多项式h1(x), h2(x), · · · , hm(x)使得

h(x) =
m∑
i=1

h2
i (x).

若h(x)是SOS多项式,则有h(x) > 0,但反之未必
成立. SOS条件是判断多项式非负的一个充分条件,
然而数值仿真表明由此带来的保守性非常小[6],在某
些情况下,两者是等价的[18].

引引引理理理 1[6] 若多项式矩阵P (x) = PT(x) ,则

∂P

∂xi

(x) = −P (x)
∂P−1

∂xi

(x)P (x), i = 1, · · · , n.

引引引理理理 2 (广义S-procedure[19]) 给定{gi(x)}mi=1 ∈
R[x],如果存在{si(x)}mi=1 ∈ ΦSOS使得

g0(x)−
m∑
i=1

si(x)gi(x) ∈ ΦSOS,

有

{x ∈ Rn|g1(x) > 0, · · · , gm(x) > 0} ⊂ Ω1,

其中Ω1 = {x ∈ Rn|g0(x) > 0}.
引引引理理理 3 [20] 设矩阵E和F ,对任意满足不等式

∆T(t)∆(t) 6 I的矩阵∆(t)和任意的正常数ε,如下
不等式成立:

E∆(t)F + FT∆T(t)ET 6 εEET + ε−1FTF.

2.2 问问问题题题描描描述述述

考虑一类多项式NPV系统

ẋ = A(x, θ(t))x+B1(x, θ(t))w+

B2(x, θ(t))u,

z∞ = C1(x, θ(t))x+D11(x, θ(t))w+

D12(x, θ(t))u,

z2 = C2(x, θ(t))x+D22(x, θ(t))u,

(1)

其中: x∈Rnp , u∈Rnu和w∈Rnw分别是系统状态、

控制输入和外部扰动; z∞ ∈ Rnz∞和z2 ∈ Rnz2为系统

的被控输出; θ(t) ∈ Rnθ为时变参数向量; A(x, θ(t)),
Bi(x, θ(t)), Ci(x, θ(t))(i=1, 2), D1j(x, θ(t))(j= 1,

2)和D22(x, θ(t))是关于状态x和θ(t)的合适维数的多

项式矩阵.

注注注 1 NPV系统作为一类非线性时变系统,当系统矩

阵不依赖状态时,它可以退化成LPV系统[1]. 当系统矩阵只依

赖状态时,它可以退化成类线性系统[6]. 因此, NPV系统可以

看作是类线性系统和LPV系统的推广,而后两者都可视为

NPV系统的特例.

针对系统(1),设计如下的状态反馈控制器:

u = K(x, θ(t), θ̇(t))x, (2)

其中K(x, θ(t), θ̇(t))是待设计的控制器增益矩阵. 简
便起见,以下用θ和θ̇分别表示θ(t)和θ̇(t).

结合式(1)–(2),相应的闭环系统为
ẋ = Acl(x, θ)x+B1(x, θ)w,

z∞ = C∞cl(x, θ)x+D11(x, θ)w,

z2 = C2cl(x, θ)x,

(3)

其中:

Acl(x, θ) = A(x, θ) +B2(x, θ)K(x, θ, θ̇),

C∞cl(x, θ) = C1(x, θ) +D12(x, θ)K(x, θ, θ̇),

C2cl(x, θ) = C2(x, θ) +D22(x, θ)K(x, θ, θ̇).

假假假设设设 1 时变参数θ和其导数θ̇均实时可测.

本文讨论系统(1)的状态反馈混合H2/H∞保性能

控制问题[12],详情如下: 对于NPV系统(1),设计一个
状态反馈控制器(2),使得闭环系统(3)满足以下条件:
1)当外界扰动w = 0时,闭环系统在零平衡点全局一
致渐近稳定; 2)当外界扰动w = 0时,

J2 :=
w ∞

0
zT2 (t)z2(t)dt 6 γ2,

γ2为系统的一个性能上界; 3)当外界扰动w ∈ L2[0,
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∞),初始状态x(0) = 0时,从w到z∞的L2--增益小于
给定的正标量γ∞.

3 混混混合合合H2/H∞保保保性性性能能能控控控制制制

令Ai(x, θ)为A(x, θ)的第i行, J ={i1, · · · , is}为
B1(x, θ)和B2(x, θ)中全零行的行号集合,并定义x̃=

[xi1 · · · xis ]
T.

定定定理理理 1 对于系统 (1),给定 γ∞ > 0,正多项式
ε2(x̃, θ) > ε1(x̃, θ), ε3(x, θ, θ̇). 若存在对称多项式矩
阵P (x̃, θ)和多项式矩阵L(x, θ, θ̇),使得

P (x̃, θ)− ε1(x̃, θ)I ∈ ΦSOS, (4)

ε2(x̃, θ)I − P (x̃, θ) ∈ ΦSOS, (5)

−(Ξ1 + ε3(x, θ, θ̇)I) ∈ ΦSOS, (6)

其中:

Ξ1 =


Π1 ∗ ∗ ∗

BT
1 (x, θ) −γ2

∞I ∗ ∗
Π2 D11(x, θ) −I ∗
Π3 0 0 −I

 ,

Π1 = He(A(x, θ)P (x̃, θ) +B2(x, θ)L(x, θ, θ̇))−∑
i∈J

∂P (x̃, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x−
nθ∑
i=1

∂P (x̃, θ)

∂θi
θ̇i,

Π2 = C1(x, θ)P (x̃, θ) +D12(x, θ)L(x, θ, θ̇),

Π3 = C2(x, θ)P (x̃, θ) +D22(x, θ)L(x, θ, θ̇),

则混合H2/H∞保性能控制问题可解,且一个状态反馈
增益矩阵为

K(x, θ, θ̇) = L(x, θ, θ̇)P−1(x̃, θ). (7)

证证证 定义如下形式的Lyapunov函数:

V (x, θ) = xTP−1(x̃, θ)x. (8)

由式(4)–(5)可知

0 < ε−1
2 (x̃, θ)I 6 P−1(x̃, θ) 6 ε−1

1 (x̃, θ)I,

即

0 < ε−1
2 (x̃, θ)∥x∥2 6 V (x, θ) 6 ε−1

1 (x̃, θ)∥x∥2.

上式意味着V (x, θ)是正定且有界的,并且当∥x∥
→ ∞时, V (x, θ) → ∞.

对于闭环系统(3),可知

V̇ (x, θ) = ẋTP−1(x̃, θ)x+ xTṖ−1(x̃, θ)x+

xTP−1(x̃, θ)ẋ =

xTHe(P−1(x̃, θ)Acl(x, θ))x+

xT(
∑
i∈J

∂P−1(x̃, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x)x+

He(xTP−1(x̃, θ)B1(x, θ)w) +

xT
nθ∑
i=1

∂P−1(x̃, θ)

∂θi
θ̇ix. (9)

由条件(6)可知

Ξ1 + ε3(x, θ, θ̇)I 6 0.

上式左右两边分别乘以[P−1(x̃, θ) 0 0 0]及其转

置,利用引理1,再令L(x, θ, θ̇) = K(x, θ, θ̇)P (x̃, θ),
可得

He(P−1(x̃, θ)Acl(x, θ)) +∑
i∈J

∂P−1(x̃, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x+

nθ∑
i=1

∂P−1(x̃, θ)

∂θi
θ̇i+ε3(x, θ, θ̇)P

−2(x̃, θ) 6 0.

由于0 < ε−1
2 (x̃, θ)I 6 P−1(x̃, θ),即

He(P−1(x̃, θ)Acl(x, θ)) +∑
i∈J

∂P−1(x̃, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x+

nθ∑
i=1

∂P−1(x̃, θ)

∂θi
θ̇i + ε3(x, θ, θ̇)ε

−2
2 (x̃, θ) 6 0.

当w = 0时,

V̇ (x, θ) = xTHe(P−1(x̃, θ)Acl(x, θ))x+

xT ∑
i∈J

∂P−1(x̃, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x+

xT(
nθ∑
i=1

∂P−1(x̃, θ)

∂θi
θ̇i)x,

即

V̇ (x, θ)6−ε3(x, θ, θ̇)ε
−2
2 (x̃, θ)xTx =

−ε3(x, θ, θ̇)ε
−2
2 (x̃, θ) ∥x∥22 .

因此,闭环系统(3)的零平衡点是全局一致渐近稳
定的.

将式(9)改写为

V̇ (x, θ) = ẋTP−1(x̃, θ)x+ xTṖ−1(x̃, θ)x+

xTP−1(x̃, θ)ẋ+ zT∞z∞ − γ2
∞wTw +

zT2 z2 + γ2
∞wTw − (zT∞z∞ + zT2 z2) =[

x

w

]T [
Π4 ∗
Π5 Π6

][
x

w

]
+

γ2
∞wTw − (zT∞z∞ + zT2 z2), (10)

其中:

Π4 =

He(P−1(x̃, θ)Acl(x, θ)) +
nθ∑
i=1

∂P−1(x̃, θ)

∂θi
θ̇i+

CT
2cl(x, θ)C2cl(x, θ)+CT

∞cl(x, θ)C∞cl(x, θ)+∑
i∈J

∂P−1(x̃, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x,

Π5 = BT
1 (x, θ)P

−1(x̃, θ) +DT
11(x, θ)C∞cl(x, θ),

Π6 = DT
11(x, θ)D11(x, θ)− γ2

∞I.
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由条件(6)可知,

Ξ1 < 0. (11)

将式(11)两边分别乘以diag{P−1(x̃, θ), I, I, I},再令
L(x, θ, θ̇) = K(x, θ, θ̇)P (x̃, θ),根据Schur补引理和
引理1可知, [

Π4 ∗
Π5 Π6

]
< 0.

因此,由式(10)可得

V̇ (x, θ) 6 γ2
∞wTw − (zT∞z∞ + zT2 z2). (12)

由式(12)可得

V̇ (x, θ) 6 −(zT∞z∞ + zT2 z2) 6 −zT2 z2. (13)

对式(13)左右两边关于时间从t = 0到t = ∞积分,可
得

J2 =
w ∞

0
zT2 z2dt 6 V (x(0), θ(0)) = γ2.

当w ∈ L2[0,∞)时, x(0) = 0,由式(12)可知,w ∞

0
(zT∞z∞ − γ2

∞wTw + V̇ (x, θ))dt =

w ∞

0
(zT∞z∞ − γ2

∞wTw)dt− V (x(0), θ(0)) =

w ∞

0
(zT∞z∞ − γ2

∞wTw)dt 6

−
w ∞

0
zT2 z2dt < 0.

证毕.

注注注 2 定理1构造了形如P (x̃, θ)的Lyapunov函数矩阵,

相比仅含参数的P (θ), P (x̃, θ)能够提高搜索到可行解的成功

率.值得注意的是,构造此形式的矩阵P (x̃, θ)增加了Lyapun-

ov函数的阶,提高了计算的复杂度,但是已有研究成果表明越

高阶的Lyapunov函数越有利于改善相应系统的性能.该思想

在文献[6, 8–9, 21]中已有应用.

当系统(1)中的状态和时变参数具有约束时,可以
建立相应的局部条件.定义集合

Ax = {x ∈ Rnp : gl(x) > 0, l = 1, 2, · · · , s},

Aθ = {θ ∈ Rnθ : fi(θ) > 0, i = 1, 2, · · · , rf},

Aυ = {θ̇ ∈ Rnθ : υi 6 θ̇i 6 ῡi, i = 1, · · · , nθ},

其中gl(x)和fi(θ)分别是关于x和θ的多项式函数.

混合H2/H∞保性能控制问题的条件i修订成当外

界扰动w=0,闭环系统(3)在零平衡点局部一致渐近
稳定,则称该问题为系统(1)的状态反馈局部混合H2/
H∞保性能控制问题.

定定定理理理 2 对于系统(1),给定紧集Ax, Aθ, Aυ和常

数γ∞ > 0,正多项式ε2(x̃, θ) > ε1(x̃, θ), ε3(x, θ, θ̇).
若存在对称多项式矩阵P (x̃, θ),多项式矩阵L(x, θ, θ̇),

使得

vT1 (P (x̃, θ)− ε1(x̃, θ)I)v1 − Γ1 ∈ ΦSOS, (14)

vT2 (ε2(x̃, θ)I − P (x̃, θ))v2 − Γ2 ∈ ΦSOS, (15)

−vT3 (Ξ1 + ε3(x, θ, θ̇)I)v3 − Γ3 ∈ ΦSOS, (16)

其中:

Γ1 =
s∑

l=1

α1l(v1, x)gl(x)−
rf∑
i=1

β1i(v1, θ, θ̇)fi(θ),

Γ2 =
q∑

l=1

α2l(v2, x)gl(x)−
rf∑
i=1

β2i(v2, θ, θ̇)fi(θ),

Γ3 =
s∑

l=1

α3l(v3, x)gl(x)−
rf∑
i=1

β3i(v3, θ, θ̇)fi(θ)−
nθ∑
i=1

ni(v3, θ)(θ̇i − υi)(ῡi − θ̇i),

其中: v1, v2和v3是适维列向量, αji, ni, gl(x), fi(θ)和
βji(j = 1, 2, 3)是SOS多项式函数. 则局部混合H2/H∞

保性能控制问题可解,且控制器增益形如式(7).

证证证 显然,由引理2,即广义S-procedure,可解性
条件(14)意味着对任意(x, θ, θ̇) ∈ Ax ×Aθ ×Aυ都

有给定的P (x̃, θ)− ε1(x̃, θ)I ∈ ΦSOS. 同理可得,对
任意(x, θ, θ̇) ∈ Ax ×Aθ ×Aυ,条件(15)–(16)意味着
定理1中对应条件(5)–(6)成立. 证毕.

注注注 3 在条件(4)–(6)和条件(14)–(16)中,给定含有x̃, x

和θ的正多项式函数ε1(x̃, θ), ε2(x̃, θ)和ε3(x, θ, θ̇),此形式的

多项式函数增加了用SOS技术搜索到可行解的灵活性. 另外,

定理3中将x, θ和θ̇限制在特定的区域内,可以获得比通过定

理2得到的全局控制器更好控制性能的局部控制器[2–3, 9, 21].

4 鲁鲁鲁棒棒棒混混混合合合H2/H∞保保保性性性能能能控控控制制制

考虑一类不确定NPV系统,即模型(1)变为
ẋ = (A(x, θ) + ∆A(x, θ))x+B1(x, θ)w+

(B2(x, θ) + ∆B2(x, θ))u,

z∞ = C1(x, θ)x+D11(x, θ)w +D12(x, θ)u,

z2 = C2(x, θ)x+D22(x, θ)u,

(17)

其中∆A(x, θ)和∆B2(x, θ)是不确定项.

假假假设设设 2 对于系统(17),设其不确定性满足下列
条件:

∆A(x, θ) = E(x, θ)∆(t)F (x, θ),

∆B2(x, θ) = E(x, θ)∆(t)F1(x, θ),

其中: E(x, θ), F (x, θ), F1(x, θ)为已知的多项式矩

阵,描述了不确定性进入系统的结构信息. ∆(t)是满

足约束条件∆T(t)∆(t) 6 I的时变未知矩阵.

系统(17)的状态反馈鲁棒混合H2/H∞保性能控制

问题是指,求解形如式(2)的控制器,使得闭环系统对
所有∆(t)都满足混合H2/H∞保性能控制问题的条件.
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记Q = {i1, · · · , ig}是状态和时变参数依赖矩阵
B1(x, θ), B2(x, θ)和∆B2(x, θ)中全零行的行号集合,
并定义x̂ = [xi1 · · · xig ]

T.

定定定理理理 3 对于系统 (17),给定 γ∞ > 0,正多项式
ε2(x̂, θ) > ε1(x̂, θ), ε3(x, θ, θ̇), ε4和ε5. 若存在对称
多项式矩阵P (x̂, θ)、多项式矩阵L(x, θ, θ̇),使得

P (x̂, θ)− ε1(x̂, θ)I ∈ ΦSOS, (18)

ε2(x̂, θ)I − P (x̂, θ) ∈ ΦSOS, (19)

−(Ξ2 + ε3(x, θ, θ̇)I) ∈ ΦSOS, (20)

其中:

Ξ2 =

[
Θ1 ΘT

3

Θ3 Θ2

]
,

Θ1 =


Π7 ∗ ∗ ∗

BT
1 (x, θ) −γ2

∞I ∗ ∗
Π8 D11(x, θ) −I ∗
Π9 0 0 −I

 ,

Θ2 =


−ε4I ∗ ∗ ∗
0 −ε5I ∗ ∗
0 0 −ε4I ∗
0 0 0 −ε5I

 ,

Θ3 =


F (x, θ)P (x̂, θ) 0 0 0

F1(x, θ)L(x, θ, θ̇) 0 0 0

ε4E
T(x, θ) 0 0 0

ε5E
T(x, θ) 0 0 0

 ,

Π7 = He(A(x, θ)P (x̂, θ)+B2(x, θ)L(x, θ, θ̇))−∑
i∈Q

∂P (x̂, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x−
nθ∑
i=1

∂P (x̂, θ)

∂θi
θ̇i,

Π8 = C1(x, θ)P (x̂, θ) +D12(x, θ)L(x, θ, θ̇),

Π9 = C2(x, θ)P (x̂, θ) +D22(x, θ)L(x, θ, θ̇),

则鲁棒混合H2/H∞保性能控制问题可解,且一个状态
反馈控制增益矩阵为

K(x, θ, θ̇) = L(x, θ, θ̇)P−1(x̂, θ).

证证证 定义如下形式的Lyapunov函数:

V1(x, θ) = xTP−1(x̂, θ)x.

由条件(18)–(19)可知

0 < ε−1
2 (x̂, θ)∥x∥2 6 V1(x, θ) 6 ε−1

1 (x̂, θ)∥x∥2.

上式意味着V1(x, θ)是正定且有界的,并且当∥x∥
→ ∞时V1(x, θ) → ∞.

系统(17)与状态反馈控制器(2)构成的闭环系统为
ẋ = Ācl(x, θ)x+B1(x, θ)w,

z∞ = C∞cl(x, θ)x+D11(x, θ)w,

z2 = C2cl(x, θ)x,

(21)

其中:

Ācl(x, θ) =A(x, θ) +B2(x, θ)K(x, θ, θ̇) +

E(x, θ)∆F1(x, θ)K(x, θ, θ̇) +

E(x, θ)∆F (x, θ),

其余符号的定义同式(3).

对于闭环系统(21),可知

V̇1(x, θ) = ẋTP−1(x̂, θ)x+ xTṖ−1(x̂, θ)x+

xTP−1(x̂, θ)ẋ =

xTHe(P−1(x̂, θ)Ācl(x, θ))x+

xT(
∑
i∈Q

∂P−1(x̂, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x)x+

He(xTP−1(x̂, θ)B1(x, θ)w) +

xT(
nθ∑
i=1

∂P−1(x̂, θ)

∂θi
θ̇i)x. (22)

对式(22)应用引理1和引理3,存在正实数ε4, ε5和
令L(x, θ, θ̇) = K(x, θ, θ̇)P (x̂, θ)得

V̇1(x, θ) =He(xTP−1(x̂, θ)B1(x, θ)w) +

xTP−1Π10P
−1x, (23)

其中

Π10 =He(A(x, θ)P (x̂, θ)+B2(x, θ)L(x, θ, θ̇))−
nθ∑
i=1

∂P (x̂, θ)

∂θi
θ̇i −

∑
i∈Q

∂P (x̂, θ)

∂xi

Ai(x, θ)x+

ε−1
4 (F (x, θ)P (x̂, θ))TF (x, θ)P (x̂, θ) +

ε4E(x, θ)ET(x, θ) + ε5E(x, θ)ET(x, θ) +

ε−1
5 (F1(x, θ)L(x, θ, θ̇))

TF1(x, θ)L(x, θ, θ̇).

由条件(20)可得
Π10 ∗ ∗ ∗

BT
1 (x, θ) −γ2

∞I ∗ ∗
Π8 D11(x, θ) −I ∗
Π9 0 0 −I

+ε3(x, θ, θ̇)I60.

在上式左右两边分别乘以[xTP−1 0 0 0]和其转

置,由于0 < ε−1
2 (x̂, θ)I 6 P−1(x̂, θ),可得

xTP−1Π10P
−1x 6 −ε3(x, θ, θ̇)ε

−2
2 (x̂, θ)xTx.

当扰动w = 0时,

V̇1(x, θ) = xTP−1Π10P
−1x,

即

V̇1(x, θ)6−ε3(x, θ, θ̇)ε
−2
2 (x̂, θ)xTx =

−ε3(x, θ, θ̇)ε
−2
2 (x̂, θ)∥x∥22.

则满足假设2的闭环系统(22)的零平衡点是全局
一致渐近稳定的.

余下证明同定理1. 证毕.
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注意到,当系统(17)中系统矩阵不依赖状态时,该
系统退化成多项式不确定LPV系统

ẋ = (A(θ) + ∆A(θ))x+B1(θ)w+

(B2(θ) + ∆B2(θ))u,

z∞ = C1(θ)x+D11(θ)w +D12(θ)u,

z2 = C2(θ)x+D22(θ)u,

(24)

则相应的不确定性满足

[∆A(θ) ∆B2(θ)] = E(θ)∆(t)[F (θ) F1(θ)].

类似地,当系统(17)中系统矩阵只依赖状态时,其可退
化成多项式不确定非线性时不变系统

ẋ = (A(x) + ∆A(x))x+B1(x)w+

(B2(x) + ∆B2(x))u,

z∞ = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,

z2 = C2(x)x+D22(x)u,

(25)

则相应的不确性满足

[∆A(x) ∆B2(x)]=E(x)∆(t)[F (x) F1(x)].

由定理3可得如下推论:

推推推论论论 1 对于多项式LPV系统(24),给定γ∞ > 0,
正多项式ε2(θ)>ε1(θ), ε3(θ, θ̇),正实数ε4和ε5. 若存
在对称多项式矩阵P (θ),多项式矩阵L(θ, θ̇),使得

P (θ)− ε1(θ)I ∈ ΦSOS, ε2(θ)I − P (θ) ∈ ΦSOS,

−(Ξ3 + ε3(θ, θ̇)I) ∈ ΦSOS, Ξ3 =

[
Θ4 ΘT

5

Θ5 Θ2

]
,

Θ4 =


Π11 ∗ ∗ ∗

BT
1 (θ) −γ2

∞I ∗ ∗
Π12 D11(θ) −I ∗
Π13 0 0 −I

 ,

Θ5 =


F (θ)P (θ) 0 0 0

F1(θ)L(θ, θ̇) 0 0 0

ε4E
T(θ) 0 0 0

ε5E
T(θ) 0 0 0

 ,

Π11 = He(A(θ)P (θ) +B2(θ)L(θ, θ̇))−
nθ∑
i=1

∂P (θ)

∂θi
θ̇i,

Π12 = C1(θ)P (θ) +D12(θ)L(θ, θ̇),

Π13 = C2(θ)P (θ) +D22(θ)L(θ, θ̇),

则鲁棒混合H2/H∞保性能控制问题可解,且一个状态
反馈增益矩阵为u = L(θ, θ̇)P−1(θ)x.

注注注 4 推论1提供了一种求解多项式LPV系统的鲁棒

混合H2/H∞保性能控制问题的方法. 现有方法通常需要对变

参数格外附加凸包型或仿射型[14–16]等条件.推论1无需这些

限制,直接将问题转化为凸优化问题.

推推推论论论 2 对于多项式非线性时不变系统(25),给

定γ∞ > 0,正多项式ε1(x̄), ε2(x),正实数ε3和ε4. 若
存在对称多项式矩阵P (x̄),多项式矩阵L(x),使得

P (x̄)− ε1(x̄)I ∈ ΦSOS,

−(Ξ4 + ε2(x)I) ∈ ΦSOS, Ξ4 =

[
Θ6 ΘT

8

Θ8 Θ7

]
,

Θ6 =


Π14 ∗ ∗ ∗

BT
1 (x) −γ2

∞I ∗ ∗
Π15 D11(x) −I ∗
Π16 0 0 −I

 ,

Θ7 =


−ε3I ∗ ∗ ∗
0 −ε4I ∗ ∗
0 0 −ε3I ∗
0 0 0 −ε4I

 ,

Θ8 =


F (x)P (x̄) 0 0 0

F1(x)L(x) 0 0 0

ε3E
T(x) 0 0 0

ε4E
T(x) 0 0 0

 ,

Π14 = He(A(x)P (x̄) +B2(x)L(x))−∑
i∈H

∂P (x̄)

∂xi

Ai(x)x,

Π15 = C1(x)P (x̄) +D12(x)L(x),

Π16 = C2(x)P (x̄) +D22(x)L(x),

其中: B1(x), B2(x)和∆B2(x)中全零行的行号集合

为H = {i1, · · · , ih},并定义x̄ = [xi1 · · · xih ]
T,则

鲁棒混合H2/H∞保性能控制问题可解,且一个状态反
馈增益矩阵为u = L(x)P−1(x̄)x.

5 仿仿仿真真真例例例子子子

例例例 1 考虑如下倾转旋翼飞行器纵向模型[8, 21]: ẋ

z∞
z2

 =

 A B1 B2

C1 D11 D12

C2 0 D22


 x

w

u

 ,

其中:

A=


0 −0.5A12 0 0 0

A21 A22 0 1 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

∆ϑ−∆α −A52 A52 0 0

 ,

B1=


1

0

0

0

0

 , B2=


0.5 B12 0

B21 B22 0

0 0 0

0 0 19.45

0 0 0

 , C1=


1

0

1

1

7



T

,

C2=[1 0 1 1 1], D11=0, D12=D22=[0 0 1],

x = [∆V ∆α ∆ϑ ∆q ∆H]T分别是速度的误差、
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攻角的误差、俯仰角的误差、俯仰角速率的误差和高

度的误差; V ∗, α∗, ϑ∗, q∗, H∗是相应状态的理想值;
u = [∆Fxt ∆Fyt ∆Mz]

T分别是沿机体x和y轴的力

的分量误差以及俯仰力矩误差; F ∗
xt, F

∗
yt,M

∗
z是相应

输入的理想值.其中:

A12 = −(1.873θ2 + 0.122θ + 1.468)θ̇,

A21 = (0.0018θ2 + 1.226× 10−4θ + 0.0015)θ̇−
(4.411× 10−4θ2 − 0.0112θ − 0.0594)×
(0.0014θ2+0.0148θ+11.52)(−0.1643×
∆V + 9.19× 10−4θ2−0.0098θ−7.6041),

A22 = (4.411× 10−4θ2 − 0.0112θ − 0.0594)×
(0.0596∆V − 3.569× 10−5θ2−
0.0018θ − 0.0702),

A52 = −0.0027θ2 − 0.0297θ + 23.04,

B12 =0.0016θ3 − 0.0053θ2 + 4.0745× 10−4θ−
0.5∆α− 0.0199,

B21 = (0.0016θ3 − 0.0053θ2 + 4.0745× 10−4θ−
0.5∆α− 0.0199)(−0.0596∆V + 3.569×
10−5θ2 + 0.0018θ + 0.0702),

B22 =0.0095∆V + 3.569× 10−5θ2+

0.0041θ + 0.0702.

为了验证本文方法的可行性和有效性,针对下列
2种情形进行仿真.

1) H∞控制和混合H2/H∞保性能控制.

仿真中:

ε1(x̃, θ) = 1× 10−8, ε2(x̃, θ) = 1.1257,

ε3(x, θ, θ̇) = 1× 10−5, γ∞ = 0.9.

根据定理2,通过MATLAB求解相应的可解性条件.作
为对比,在定理2中令C2 = D22 = 0,在同等仿真环
境下,求解NPV系统的H∞控制问题.系统的初始状
态x0 = [1 0.01 0.01 0.01 0.1]T,取

w =

{
5t, 0 < t 6 10,

0, t > 10.

从图1–4可以看出, H∞控制和混合H2/H∞保性能

控制方法都能保证系统的状态收敛到平衡点.

图 1 速度和攻角跟踪轨迹

Fig. 1 Trajectories of the velocity and the angle of attack

图 2 俯仰角和俯仰角速率跟踪轨迹

Fig. 2 Trajectories of the pitch angle and the pitch rate

然而,相比H∞控制,混合H2/H∞控制超调相对更

小,有较好地跟踪效果,具有更好的暂态性能.
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图 3 高度和Fxt跟踪轨迹

Fig. 3 Trajectories of the altitude and Fxt

图 4 Fyt和Mz跟踪轨迹

Fig. 4 Trajectories of Fyt and Mz

2) LPV和NPV系统的混合H2/H∞保性能控制.

仿真中

ε1(x̃, θ) = 1× 10−7, ε2(x̃, θ) = 0.82466,

ε3(x, θ, θ̇) = 1× 10−5, γ∞ = 0.9.

通过定理2,求解相应的可解性条件.作为对比,将倾
转旋翼飞行器纵向误差系统在平衡点处线性化,得到
LPV模型,在同等的仿真环境下,求解LPV系统的混
合H2/H∞保性能控制问题.

x0 = [1 0.01 0.01 0.01 0.1]T

为系统的初始状态,取

w =

{
5sin t, 0 < t 6 10,

0, t > 10.

对于LPV模型,在同等的仿真环境和参数下,基于
SOS技术得到的feasratio值为负数,无法得到一个可
行的控制器.

图 5 速度和攻角跟踪轨迹

Fig. 5 Trajectories of the velocity and the angle of attack

图 6 俯仰角和俯仰角速率跟踪轨迹

Fig. 6 Trajectories of the pitch angle and the pitch rate
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图 7 高度和Fxt跟踪轨迹

Fig. 7 Trajectories of the altitude and Fxt

图 8 Fyt和Mz跟踪轨迹

Fig. 8 Trajectories of Fyt and Mz

从上图5–8可以看出,本文提出的混合H2/H∞保性

能控制器法能够保证系统的状态收敛到平衡点,且具
有较好地跟踪效果.

例例例 2 在文献[9]NPV系统的基础上,考虑其不确
定性模型: ẋ

z∞
z2

=

A+ E∆F B1 B2 +E∆F1

C1 0 1

C2 0 1


 x

w

u

 ,

其中:

x=

[
x1

x2

]
, A=

 et 1
t2

2
x1 1 + t+

t2

2

 ,

B1=

[
0

1

]
, B2=

[
0

1

]
, E=

[
0 0.1

0 0.1

]
,

F =

[
0 1

0 0.1

]
, FT

1 =C1=[0 0.1], C2=[0 0.01].

仿真中,参数ε1(x̂, θ), ε2(x̂, θ)和ε3(x, θ, θ̇)作为SOS
自由变量, ε4 = 1× 10−5, ε5 = 1× 10−6, γ∞=0.9.
为了验证本文方法的鲁棒性和干扰抑制能力,针对下
列2种情形进行仿真.

1) NPV系统的鲁棒H∞控制和鲁棒混合H2/H∞保

性能控制.

根据定理3,通过MATLAB中的SOSTOOLS工具
箱求解相应的可解性条件.作为对比,在定理3中令
C2 = D22 = 0,在同等的仿真环境下,求解NPV系统
的H∞控制的SOS凸约束问题. x0 = [1 −1]T为系统

的初始状态,取w =

{
5t+ 5e6t, 0 < t 6 1,

0, t > 1.

从图9可以看出,两种方法都能保证系统的状态收
敛到平衡点. 然而,相比H∞控制,鲁棒混合H2/H∞

保性能控制超调相对更小,具有更好的暂态性能.

2) LPV系统和NPV系统的鲁棒混合H2/H∞保性

能控制.

将仿真系统在平衡点处线性化,得到LPV模型,在
同等的仿真环境下,应用推论1求解对应的SOS凸约
束问题.初始状态x0 = [1 −1]T,取

w =

{
0.5 sin t+ e−2t, 0 < t 6 1,

0, t > 1.
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图 9 H∞和混合H2/H∞控制轨迹

Fig. 9 Trajectories of H∞ and mixed H2/H∞ control

从图10可知,随着时间的增长,不确定性和干扰对
系统的影响逐渐消失,相应闭环系统的状态都能收敛
到平衡点. 然而,相比LPV系统的混合H2/H∞保性能

控制, NPV系统的鲁棒混合H2/H∞保性能控制收敛速

度更快,超调也更小,具有更好的暂态性能.

图 10 LPV系统和NPV系统的混合H2/H∞控制轨迹

Fig. 10 Trajectories of the mixed H2/H∞ control for LPV and

NPV systems

6 结结结论论论

本文研究了一类多项式NPV系统的全局和局部混
合H2/H∞保性能控制问题.结合Lyapunov稳定性理
论,给出了该类系统的混合H2/H∞保性能控制问题在

多项式平方框架下的可解性条件,另外,进一步考虑
了该类系统存在不确定性情形,给出了相应鲁棒控制
器的求解方法. 本文的主要优势在于将LPV系统和类

线性系统框架下的一些重要思想推广到NPV系统中,
通过SOS方法直接求解状态和参数依赖的线性矩阵不
等式可解性条件,较好地克服线性时变系统和类非线
性系统控制理论中普遍存在的计算困难问题.
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