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摘要:连续时间随机系统是指各个变量是时间的连续函数并且状态和输出向量受到噪声干扰的动态系统.由于
生物学、经济学以及物理学等领域都存在连续随机的现象,连续时间随机系统的辨识受到了各领域专家学者的广
泛关注. 本文针对连续时间随机系统提出一种基于Laguerre滤波器的核范数子空间辨识方法. 首先,采用Laguerre滤
波器获得系统的输入输出矩阵方程. 然后,通过核范数最小化方法代替主奇异值的截断获得低秩矩阵逼近,并利用
交替方向乘子法求解此优化问题.最后,采用最小二乘法和残差分析法分别得到模型的系统矩阵和噪声强度.仿真
结果验证了所提方法的有效性、精确性及比较优势.
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Abstract: Continuous-time stochastic systems are dynamic systems in which each variable is a continuous function of
time and the state and output vectors are disturbed by noise. Due to the existent phenomenon of continuous stochastic in
biology, economics and physics, the identification of continuous-time stochastic systems has attracted much attention by
experts and scholars in various fields. This paper presents a nuclear norm subspace identification method for continuous-
time stochastic systems via Laguerre filters. Firstly, the input-output matrix equation of the systems is deduced by a bank
of Laguerre filters. Then, nuclear norm minimization is adopted, instead of the truncation of dominant singular values, to
obtain low-rank matrix approximations. Secondly, the optimization problem is solved by the alternating direction method
of multipliers. Finally, the system matrices and noise intensity are obtained by the least square method and residual analysis
respectively. Simulation results show the efficiency, accuracy and comparative advantage of the proposed method.
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1 引引引言言言

近年来,子空间辨识作为系统辨识的重要分支已
引起控制领域专家学者的浓厚兴趣[1–5]. 其中大多数
方法都是解决离散时间系统的辨识问题,并依据所得

模型进行数字控制器的设计.然而,与离散时间系统
的辨识相比较,连续时间系统的辨识在参数估计,
H∞控制和自校正控制等方面应用更加广泛

[6–7]. 此
外,多数物理现象都具有连续属性,描述它们的数学
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模型是微分方程. 因此,针对连续时间系统辨识问题
提出相应的解决方案具有重要的理论意义和实际价值.

辨识连续时间系统的主要方法可归类为直接法和

间接法. 间接法是依据输入输出数据估计离散时间系
统,然后将其转化为连续时间系统.然而,这种系统转
换过程可能存在采样时间难以选择,矩阵对数的运算
复杂,离散时间系统的零点到连续时间系统的极点难
以转换等问题[8–9]. 直接法是直接依据输入输出数据
估计连续时间系统.然而,直接法辨识系统的一个难
点问题是如何正确处理输入输出变量的时间导数. 目
前有很多方法克服了重构时间导数的困难.文献[9]通
过Laguerre滤波器处理输入输出信号,研究了基于
Laguerre滤波器的子空间辨识方法. 文献[7]采用泊松
矩函数(Poisson moment functionals, PMF)方法解决
了输入输出时间导数和积分的估计问题,并与子空间
辨识方法相结合辨识了连续时间模型. 在文献[10]中,
作者利用随机分布理论得到了分布意义下的输入输

出信号的时间导数,从而推导出相应的输入输出代数
方程,并利用提出的新方法得到了连续时间随机系统.
在文献[11]中,作者通过Laguerre滤波和Laguerre投
影处理输入输出信号,提出了基于Laguerre滤波的子
空间辨识(subspace identification via Laguerre filters,
LFSID)方法.

虽然上述子空间辨识方法解决了连续时间系统的

时间导数求解问题,但是都使用了奇异值分解去估计
系统阶数,这种处理方式带来了新的问题,即当存在
过程噪声和测量噪声时,如何获取最优的系统阶
数[12]. 这种构建低秩矩阵逼近的秩最小化问题是一个
非确定性多项式困难(non-deterministic polynomial-h-
ard, NP–hard)问题[13],核范数最小化方法是解决此问
题的有力工具. 由于具有逼近矩阵的秩最小化和相应
的线性性质,核范数最小化方法已经成功地应用于系
统辨识的研究之中[14]. 文献[15]通过半正定规划描述
核范数最小化问题,利用内点法求解此优化问题,并
且将提出的方法应用于线性系统的辨识中. 在文
献[16]中,作者研究了基于加权核范数最小化的子空
间辨识方法,并采用交替方向乘子法求解此优化问题.
文献[17]基于文献[18]研究了核范数系统辨识方法,
并且将其应用于缺失输入输出数据的随机系统中. 在
文献[12]中,作者提出了频域的核范数最小化子空间
辨识方法,并且研究了模型阶数和残差的Pareto最优轨迹
问题.文献[3]探索了基于Pareto优化的核范数子空间
辨识方法,并建立了新息形式的多变量状态空间模型.

可见,核范数最小化方法能够有效处理NP–hard问
题,从而获得低秩矩阵逼近.目前核范数最小化方法
对于带有过程噪声和测量噪声的连续时间随机系统

的辨识涉及较少. 在实际的生产过程中,过程噪声和
测量噪声的存在给连续时间系统的辨识带来了一定

的困难,如难以确定系统的阶数等. 因此,当系统阶数
未知时,应用核范数最小化方法去解决带有过程噪声
和测量噪声的连续时间随机系统的辨识问题是一个

挑战.

本文对基于Laguerre滤波器的核范数子空间辨识
方法进行深入研究,有效地解决了带有过程噪声和测
量噪声的连续时间随机系统的辨识问题.本文其他部
分构成如下: 2)问题描述; 3)采用Laguerre滤波器获
得系统的输入输出代数方程; 4)通过核范数子空间辨
识方法确定系统的最优阶数,并且分别得到模型的系
统矩阵和噪声强度; 5)通过数值仿真验证所提方法的
有效性和精确性; 6)给出结论.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下连续时间随机系统[18]:{
Ẋ(t) = AX(t) +W (t),

Y (t) = CX(t) + V (t),
(1)

其中: X(t) ∈ Rn是状态向量; Y (t) ∈ Rl是输出向量;
A ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n是系统矩阵; W (t) ∈ Rn, V (t)

∈ Rl是高斯白噪声,其协方差矩阵为

E[

(
W (t)

V (t)

)
(W (τ) V (τ))] =[

Q S

ST R

]
∆(t− τ), (2)

其中: E(·)是期望算子, ∆(t− τ)是Dirac delta函数.
本文的目的是根据输入输出数据确定系统阶数和系

统矩阵A, C.

根据式(1),得到代数关系如下:

Yi = ΓiXi +HiEi, (3)

其中
Yi=


Y (t1) Y (t2) · · · Y (tN)

Ẏ (t1) Ẏ (t2) · · · Ẏ (tN)
...

...
...

...
Y (i−1)(t1) Y (i−1)(t2) · · · Y (i−1)(tN)

,
Xi=[X(t1) X(t2) · · · X(tN)].

(4)

矩阵Γi ∈ Rli×n(i > n)是广义能观性矩阵,矩阵
Hi ∈ Rli×mi是低阶分块三角矩阵. 它们定义为[19]

Γi=


C

CA

CA2

...
CAi−1

 , Hi=


0 0 · · · 0

C 0 · · · 0
...

...
...

...
CAi−2 CAi−3 · · · 0

 .

一方面,系统矩阵A, C可以通过矩阵Γi和矩阵

Hi导出.对于式(4), Yi存在至少(i− 1)阶导数是必要
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条件.然而对于随机情况,噪声W (t)和V (t)是高斯白

噪声过程,处处不可微.并且状态X(t)和输出Y (t)

也不存在时间导数. 另一方面,通过对输入输出投影
矩阵的奇异值分解可以得到矩阵Γi的列空间. 理论上,
奇异值的个数等于系统的阶数[20]. 然而,由于噪声的
影响,在构造低秩矩阵逼近的过程中如何获取最优的
系统阶数是一个难点问题.

针对上述带有过程和测量噪声的连续时间随机系

统的辨识问题,本文提出了基于Laguerre滤波器的核
范数子空间辨识(nuclear norm subspace identification
based on Laguerre filters, NLFSID)方法. 具体地,推导
了系统的输入输出代数方程,详见第3节;解决了获得
系统最优阶数的问题,详见第4节.

3 输输输入入入输输输出出出代代代数数数方方方程程程的的的建建建立立立

本小节通过Laguerre滤波器解决输入输出时间导
数难以求解的问题.为了获得输入输出代数方程,给
出以下定义.

定义L2(R+)表示平方可积空间和时间区间0 < t

< ∞的Lebesgue可测函数,内积定义为

⟨f, g⟩ =
w ∞

0
f(t)g(t)dt,

空间H2是L2(R+)的闭子空间[9]. 一阶全通滤波器为

w =
s− a

s+ a
, a > 0, (5)

其中符号w表示算子.

定义li(t)是i阶全通滤波器的时域表示. [liy](t)是
y(t)和li(t)的卷积,表示为

[liy](t) =
w t

0
li(t− τ)y(τ)dτ. (6)

一组Laguerre滤波器可以通过全通滤波器得到.
零阶Laguerre滤波器为

L0(s) =

√
2a

s+ a
. (7)

式(7)乘式(5),得到一阶Laguerre滤波器

L1(s) =
√
2a

(s− a)

(s+ a)2
. (8)

以此类推,第i阶Laguerre滤波器为

Li(s) =
√
2a

(s− a)i

(s+ a)i+1
. (9)

至此获得一组Laguerre滤波器,它的结构如图1所示.

并且L0(s)至L4(s)Laguerre滤波器的脉冲响应函
数如图2所示.

根据式(5)和式(9),有以下关系:

Li(s) =
1√
2a

(1− w)wi. (10)

根据式(5),系统(1)可以转换为以下形式状态空间
模型:

[wX](t)=AwX(t)+[l0Ww](t)+K1X0l0(t), (11a)

[l0Y ](t)=CwX(t)+[l0Vw](t)+K2X0l0(t), (11b)

其中: 初始状态X0 = 0,
Aw = (A+ aI)−1(A− aI),

Cw = 2aC(A+ aI)−1,

K1 = (A− aI)−1,

K2 = C(A+ aI)−1.

(12)

图 1 一组Laguerre滤波器的框图

Fig. 1 Block diagram of a Laguerre filter bank

图 2 L0(s)至L4(s)Laguerre滤波器的脉冲响应函数

Fig. 2 Impulse reponse functions of the Laguerre filters L0(s)

up to L4(s)

新的噪声过程Ww和Vw表示为{
Ww(t)dt=(A+ aI)−1dW (t),

Vw(t)dt=dV (t)− C(A+aI)−1dW (t),
(13)

其协方差矩阵为

E[

(
Ww(t)

Vw(t)

)
(Ww(τ) Vw(τ))] =[

Qw Sw

ST
w Rw

]
∆(t− τ). (14)

根据式(10)–(11),得到输入输出代数方程

Yw(t)=ΓwX(t)+GwMw(t) +Nw(t) +KwΨ(t),

(15)



2666 控 制 理 论 与 应 用 第 37卷

其中:

Yw(t) =


[l0Y ](t)

[l1Y ](t)
...

[li−1Y ](t)

 , Γw =


Cw

CwAw

CwA
2
w

...
CwA

i−1
w

 ,

Gw=


0 0 · · · 0

Cw 0 · · · 0
...

...
...

...
CwA

i−2
w CwA

i−3
w · · · 0

 ,

Mw(t) =


[l0W ](t)

[l1W ](t)
...

[li−1W ](t)

 ,
Kw =

K2X0 0 · · · 0

CwK1 K2X0 · · · 0
...

...
...

...
CwA

i−2
w K1 CwA

i−3
w K1 · · · K2X0

 ,

Ψ(t)=


[l0](t)

[l1](t)
...

[li−1](t)

 , Nw(t)=


[l0V ](t)

[l1V ](t)
...

[li−1V ](t)

 .
4 核核核范范范数数数子子子空空空间间间辨辨辨识识识

通过时刻{tk, k = 1, 2, · · · , N}(−∞ < tk < ∞)

的输出数据,得到矩阵Yw:

Yw =
[l0Y ](t1) [l0Y ](t2) · · · [l0Y ](tN)

[l1Y ](t1) [l1Y ](t2) · · · [l1Y ](tN)

...
...

...
...

[li−1Y ](t1) [li−1Y ](t2) · · · [li−1Y ](tN)

 .
(16)

根据上式并考虑Hankel矩阵的行数,定义数据矩
阵Y

′

w为

Y
′

w = [Y
′

w1
Y

′

w2
· · · Y

′

wN
], (17)

其中:

Y
′

w1
=


[liY ](t1)

[li+1Y ](t1)

...

[li+j−1Y ](t1)

 ,

Y
′

w2
=


[liY ](t2)

[li+1Y ](t2)
...

[li+j−1Y ](t2)

 ,

Y
′

wN
=


[liY ](tN)

[li+1Y ](tN)
...

[li+j−1Y ](tN)

 ,
下标j表示Hankel矩阵的行数, Ψ

′

w的定义与U
′

w类似.

考虑LQ分解:

Ξw = LQ, (18)

其中:

Ξw =

Ψ
′

w

Yw

Y
′

w

 , Q =

Q1

Q2

Q3

 ,
L =

L11 0 0

L21 L22 0

L31 L32 L33

 .
计算矩阵L32的奇异值分解:

Φw = L32 = USV T. (19)

秩最小化问题可以表示为

min
y

rank Φw(y), (20)

其中y是最优变量.

式(20)是一个NP–hard问题[21],而核范数最小化
方法可以解决该问题,基于此上式转化为

min
y

∥Φw(y)∥∗ +
β

2
∥y − ym∥22, (21)

其中: ∥ · ∥∗是核范数, Φw(y)是线性函数, β是加权参
数, ym是通过Laguerre滤波器得到的测量输出序列.

优化问题(21)可以通过交替方向乘子法求解. 定
义新变量Zw = −Φw(y),则问题(21)的增广拉格朗日
函数为

Lρ(Zw, y,∆) =

∥Zw∥∗ +
β

2
∥y − ym∥22 + ⟨∆,Zw + Φw(y)⟩+

ρ

2
∥Zw + Φw(y)∥2F, (22)

其中: ⟨·⟩表示内积, ∆ ∈ Rp×q是对偶变量, ρ > 0是惩

罚参数, ∥ · ∥F表示Frobenius范数.

由Zw-最小化, y-最小化和∆-更新构成交替方向
乘子法.

根据式(22),有

β(y − ym) + ∆Φ∗
w + ρΦ∗

w(Φw(y)− Zw) = 0, (23)
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其中: Φ∗
w是矩阵Φw的伴随, N是半正定矩阵,满足

Ny = Φ∗
w(Φw(y)).

根据文献[22]的迭代算法及式(23),可得
y := (β + ρN)−1(Φ∗

w(ρZw −∆) + βym),

Zw := UD 1
ρ
(Φw(y) +

∆

ρ
)V T,

∆ := ∆+ ρ(Zw + Φw(y)),

(24)

其中: U, V可以通过奇异值分解得到;

Φw(y) +
∆

ρ
= Udiag{σ}V T;

D 1
ρ
(·)是软阈值算子,

D 1
ρ
(Φw +

∆

ρ
) = diag{max(0, σ − 1

ρ
)}.

交替方向乘子法的终止条件为

∥rp∥=Φw(y)− Zw, ∥rd∥=ρΦw
∗(Zp

w − Zw),

ep =
√
pqea + ermax{∥Φw(y)∥F, ∥Zw∥F},

ed =
√
nea + er∥Φ∗

w(∆)∥2,

其中: rp是原始残差, rd是对偶残差, ep是原始承受
量, ed是对偶承受量, ea是绝对误差, er是相对误差,
n是测量输出数据长度,矩阵Zp

w是Zw之前迭代数值.

采用以下更新方程代替采用固定惩罚参数ρ,改进
交替方向乘子法的收敛速度:

ρ :=


τρ, ∥rp∥F > µ∥rd∥2,
ρ

τ
, ∥rd∥2 > µ∥rp∥F,

ρ, 其他,

其中µ > 1和τ > 1是参数(一般µ = 10, τ = 2).

从方程(24)的最优解Φw(y),计算奇异值分解:

Φw(y) = USV T. (25)

进一步,

Γi = US
1
2 , Γi−1 = Γi, (26)

其中矩阵Γi表示矩阵Γi去掉后l行.

根据式(25)及文献[6],卡尔曼状态序列为

X̂i = Γ †
i Φw. (27)

系统矩阵可以通过以下方程求解:[
X̂i+1

Yi|i

]
=

[
Aw

Cw

]
[X̂i] +

[
ρω
ρυ

]
, (28)

其中ρω和ρυ是Kalman滤波残差.

噪声强度为[
Qω Sω

Sω
T Rω

]
= E[

(
ρω
ρυ

)
(ρω

T ρυ
T )]. (29)

根据式(28)的系统矩阵和式(12),得到系统矩阵A,
C,由式(25)估计系统(1)阶数. 至此完成了连续时间

随机系统的辨识过程.

本文基于Laguerre滤波器的核范数子空间辨识
(NLFSID)方法可归纳如下:

步步步骤骤骤 1 依据式(9),得到通过Laguerre滤波器的
输入信号;

步步步骤骤骤 2 通过式(10)–(11),得到系统的输入输出
代数方程;

步步步骤骤骤 3 根据式(20),构造秩最小化问题;

步步步骤骤骤 4 由式(22)–(24),采用交替方向乘子法对
优化问题进行求解;

步步步骤骤骤 5 由式(25)–(29),获得系统阶数以及连续
时间随机系统的模型.

5 仿仿仿真真真研研研究究究

本节通过数值例子的仿真实验验证了提出NLFSID
方法的有效性、精确性及比较优势. 考虑如下两输入
两输出连续时间随机系统[8]:{

Ẋ(t) = AX(t) +Ke(t),

Y (t) = CX(t) + e(t),
(30)

其中:

A =


−0.1593 0.7854 0 0

−0.7854 −0.1593 0 0

0 0 −0.1593 −2.3562

0 0 2.3562 −0.1593

 ;

C =

[
0.2641 −1.4462 1.2460 0.5774

0.8717 −0.7012 −0.6390 −0.3600

]
;

K =


0.6649 −0.2159

−0.2012 −0.1887

0.5783 0.3674

−0.0860 0.4372

 ;
e(t)为零均值单位方差的高斯白噪声过程,输出信号
为根据系统(30)得到的仿真输出, N = 1000,输入输
出信号连续采样时间为Ts = 0.01 s,执行100次蒙特
卡罗仿真.

分别采用NLFSID与LFSID方法对系统(30)进行
辨识,得到的规范化奇异值指标的平均值如图3所示,
图中给出了分别由两种方法辨识得到的式(19)中矩阵
Φw的规范化奇异值平均值.

根据最大奇异值的个数确定系统阶数. 可以看出,
LFSID的奇异值很接近,这使得模型的阶数确定非常
困难.相比之下, NLFSID的奇异值具有显著性差异,
从而确定模型阶数更容易.

分别采用NLFSID与LFSID方法对系统(30)进行
辨识,得到相应的方法辨识模型的平均伯德图如图
4–5所示.
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可见无论频率高低, NLFSID比LFSID得到的模型
更接近真实模型的伯德图曲线(30)、系统辨识的精度
更高.

图 3 NLFSID与LFSID的最大奇异值指标平均值

Fig. 3 The averaged index of largest singular values index of
the NLFSID and LFSID

图 4 NLFSID模型的平均伯德图

Fig. 4 Averaged bode plot of NLFSID model

采用两种方法获得系统(30)的模型后,得到相应
的NLFSID与LFSID的零极点平均值如图6–7所示. 从
图形中可见NLFSID比LFSID得到的结果更接近真实
模型的零极点、辨识模型更精确.
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图 5 LFSID模型的平均伯德图

Fig. 5 Averaged bode plot of LFSID model

图 6 NLFSID模型的零极点平均值

Fig. 6 Pole-zero average of NLFSID model

图 7 LFSID模型的零极点平均值

Fig. 7 Pole-zero average of LFSID model

6 结结结论论论

本文提出了一种基于Laguerre滤波器的连续时间
随机系统的核范数子空间辨识方法. 利用Laguerre滤
波器对数据进行处理,避免了输入输出Hankel矩阵的
时间导数计算.通过核范数最小化方法获得最优的系
统阶数,并采用交替方向乘子法解决此优化问题.最
后,通过数值例子的比较仿真实验验证了提出方法的
有效性和精确性,并说明了本方法更容易获得模型阶
数、辨识精度更高的优势.
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