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摘要:输入饱和是实际系统中经常遇到的问题,很多已有的控制方法要求被控系统具有仿射结构. 本文针对一类
具有输入饱和的非仿射纯反馈非线性系统提出了一种基于奇异值摄动理论的非线性动态逆控制方法. 首先构建一
个快变子系统,在慢时间尺度下将非仿射非线性系统转换为具有仿射结构的线性系统,从而应用已有的控制算法实
现控制目的. 为了消除输入饱和带来的影响,建立一个中间子系统对理想控制量与输入饱和限制下控制量的差进
行估计和补偿.所提出的控制方法不依赖于被控系统固有的时标分离特性,并能证明闭环系统指数跟踪参考轨迹.
该方法具有良好的扩展性,可以根据实际需求与多种控制算法相结合.与动态面控制器和传统近似动态逆控制器的
对比仿真结果验证了本文控制方法的有效性.
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Abstract: Input saturation is frequently encountered in practical systems, and many existing control methods require
the system to be affine-in-control. In this paper, a singular perturbation theory based nonlinear dynamic inversion method is
proposed for a class of nonaffine pure-feedback nonlinear systems with input saturation. Firstly, a fast dynamic subsystem
is constructed to transform the nonaffine nonlinear system into a linear system in the affined form to apply the existing
control algorithms in the slow time-scale. In order to eliminate the influence of input saturation, an intermediate subsystem
is established to approximate and compensate the difference between the desired and saturated inputs. The provided control
method is independent of the inherent time-scale character of the original system and ensures that the closed-loop system
tracks the desired trajectory exponentially. The presented scheme has good expansibility, and a large number of control
schemes can be combined according to the actual requirements. Simulation results are provided by comparison with
dynamic surface control and traditional approximate dynamic inversion to validate the effectiveness of the proposed control
method.
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1 引引引言言言

输入饱和普遍存在于各类实际系统中,如空间飞
行器[1]、电机伺服系统[2]等. 输入饱和的出现有可能
导致闭环系统暂态性能下降甚至发散[3]. 因此针对含
有输入饱和系统的控制器设计吸引了大量研究人员

的参与.文献[4]针对一类含有输入饱和的线性系统提
出了一种复合非线性控制方法. 文献[5]为一类含有输
入饱和的多输入多输出非线性系统提出了基于估计

的自适应控制算法. 文献[6]为在输入饱和影响下的
Takagi-Sugeno系统提出了容错约束控制器. 文献[7]
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为严格反馈型输入饱和非线性系统设计了复合非线

性反馈控制器.

然而上述控制方法仅适用于具有仿射结构的被控

对象,无法直接应用于非仿射非线性系统,而该类系
统常常出现于很多前沿应用领域,如大攻角机动飞行
状态下的高超音速飞行器[8],大迎角飞行下的舵面控
制系统[9]等. 近年来针对含有输入饱和限制的非仿射
非线性系统的控制研究取得了不少成果.如文献[10]
中基于扩张状态观测器的自适应控制方法,以及文献
[11–12]中基于人工神经网络与模糊控制的相关算法
等. 然而基于扩张状态观测器的相关方法有可能伴随
着结构复杂且控制器参数较多并缺乏调节依据等不

足[13]. 而基于神经网络与模糊控制的方法往往伴随较
重的计算负荷,从而限制了在实际系统中的应用[14].

本文为一类含有输入饱和的非仿射纯反馈非线性

系统提供了一种基于奇异值摄动理论[10]的非线性动

态逆控制器设计方法. 首先通过被称为“近似动态
逆”的控制方法[15–16]为不考虑输入饱和影响的标称

系统设计一个快变子系统,并使该快变子系统能以指
数形式收敛到期望的非仿射函数精确逆上. 在慢时间
尺度下,快变状态可以被视为标称系统的控制量,并
将其转化为积分器串联的线性系统,从而应用已有的
控制方法. 之后,在快变子系统的基础上构建一个中
间子系统,对输入饱和造成的影响进行估计和补偿.
最后通过奇异值摄动理论保证闭环系统指数跟踪参

考轨迹.

本文提出的非线性动态逆控制方法通过构建快变

子系统和中间子系统引入多时间尺度,通过基于奇异
值摄动理论的分析方法在不同的时间尺度中对原系

统进行简化和控制器设计.本文所提控制方法的主要
特点包括: 1)控制器有效性不依赖于原系统自身固有
的时标分离特征; 2)避免了反步法中经常出现的“复
杂性爆炸”(explosion of complexity)问题; 3)具有良
好的扩展性. 可以根据实际需求与不同的控制方法相
结合,使大量已有的控制方法能够应用于含有输入饱
和的非仿射纯反馈非线性系统; 4) 闭环系统可以指数
跟踪参考轨迹.

2 问问问题题题描描描述述述及及及准准准备备备

本文的主要数学符号定义如下: Da表示与变量a

相关的开连通集; R表示实数域; Rn表示n维实向量空

间; |a|表示a的绝对值; Br表示球域{x∈Rn|∥x∥6r}.

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑一类含有输入饱和的非仿射纯反馈非线性系

统: 
ẋi = fi(x̄i, xi+1), i = 1, · · · , n− 1,

ẋn = fn(x̄n, sat(u)),

y = x1,

(1)

其中: x̄j = [x1 x2 · · · xj]
T ∈ Rj和u ∈ R分别为状

态向量和输入量; fj为连续可导的非线性函数; j=1,

· · · , n;关于标量s ∈ R的饱和函数sat(·)定义如下:

sat(s) = sgn(s) ·min{M, |s|}, (2)

其中M > 0为一正常数. 系统(1)的标称系统定义如
下: 

ẋi = fi(x̄i, xi+1),

ẋn = fn(x̄n, u),

y = x1.

(3)

设式(3)中的标称系统满足如下假设.

假假假设设设 1
∂fi

∂xi+1

和
∂fn
∂u
在

x̄i+1∈Ωx̄i+1
⊂Dx̄i+1

, (x̄n, u)∈Ωx̄n,u⊂Dx̄n
×Du

上有界且远离零点,即
∂fi

∂xi+1

和
∂fn
∂u
非零. 其中: Dx̄i+1

⊂ Ri+1, Dx̄n
⊂ Rn, Du ⊂ R为包含原点的定义域,

Ωx̄i+1
, Ωx̄n,u为紧集. 为不失一般性,设

∂fi
∂xi+1

> 0和

∂fn
∂u

> 0.

注注注 1 假设1是传统近似动态逆控制器设计过程中的

常用假设[15–16].

假假假设设设 2 参考轨迹yr及其高阶导数存在且有界.

假假假设设设 3 考虑如下积分器串联系统:{
ẋi = xi+1,

ẋn = u,
(4)

其中: x = [x1 · · · xn]
T ∈ Rn为状态向量, u ∈ R为

控制输入. 存在反馈控制律u = G(x)使式(4)在原点
处指数稳定.

注注注 2 积分串联系统的结构比较简单，且假设3对反

馈控制律G的具体形式不做要求. 这表明很多已有的控制方

法都可以满足假设3.

本文将为式(1)中含有输入饱和的非仿射纯反馈非
线性系统设计跟踪控制器,使输出轨迹y指数跟踪参

考轨迹yr.

2.2 奇奇奇异异异值值值摄摄摄动动动理理理论论论

考虑如下非线性系统:{
ẋ = f(t, x, z, ε), x(0) = ξ(ε),

εż = g(t, x, z, ε), z(0) = η(ε),
(5)

其中: 0 < ε << 1被称为奇异值摄动参数; x ∈ Dx

为慢变状态, z ∈ Dz为快变状态; ξ(ε)和η(ε)为光滑

函数; f和g为在定义域

(t, x, z, ε) ∈ [0,∞)×Dx ×Dz × [0, ε0]

上足够光滑的函数,其中Dx ⊂ Rn和Dz ⊂ Rm为开连
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通集, ε0 >> 0. 如果对于(t, x) ∈ [0,∞)×Dx,方程
0 = g(t, x, z, 0)都有k > 1个孤立实根: z = hi(t, x),
i = 1, 2, · · · , k,则称(5)中的系统为奇异值摄动标准
型系统.根据奇异值摄动理论,分别在慢时间尺度t和

快时间尺度τ =
t

ε
中令ε = 0,则可得到两个降阶子系

统,降阶慢变子系统:

ẋ = f(t, x, h(t, x), 0), x(0) = ξ0, (6)

和边界层子系统:
dv

dτ
=g(t, x, v + h(t, x), 0), v(0)=η0 − h(0, ξ0),

(7)

其中v = z − h(t, x), ξ0 = ξ(0), η0 = η(0).

引引引理理理 1 (定理11.4[17]) 考虑式(5)中的奇异值摄
动系统.假设对所有

(t, x, z − h(t, x), ε) ∈ [0,∞)×Br × [0, ε0]

的点都满足下面的条件:

A1) f(t, 0, 0, ε) = 0, g(t, 0, 0, ε) = 0.

A2) 方程0 = g(t, x, z, 0)存在孤立根z = h(t, x),
且h(t, 0) = 0.

A3) 对于z−h(t, x) ∈ Bρ,函数f , g, h及其一阶、
二阶偏导数有界.

A4) 降阶慢变子系统(6)在原点处指数稳定.

A5) 边界层子系统(7)在原点处指数稳定,在(t, x)

上一致.

则存在一个正常数ε∗ > 0,当ε < ε∗时,奇异值摄
动系统(5)在原点处指数稳定.

文献[16]指出,引理1中的条件(A5)可以通过下面
的引理2局部验证.

引引引理理理 2 (定义11.1[17]) 当边界层子系统(7)的雅

克比矩阵[
∂g

∂v
]的特征值对于所有[0,∞)×Dx上的点

都满足

Re[λ{∂g
∂v

(t, x, h(t, x), 0)}] 6 −c < 0, (8)

则有平衡点v = 0为边界层子系统的指数稳定平衡

点，且在(t, x) ∈ [0,∞)×Dx上一致.

3 非非非线线线性性性动动动态态态逆逆逆控控控制制制器器器设设设计计计

本文所提非线性动态逆控制器的设计过程可以分

为两部分. 首先通过反步法为标称系统构建快变子系
统,之后考虑含有输入饱和的原系统并设计中间子系
统对输入饱和带来的影响进行估计与补偿.

3.1 快快快变变变子子子系系系统统统

快变子系统的设计过程包含n步.前面的n− 1步

设计虚拟控制量，最后一步设计实际控制量.

第第第1步步步 将跟踪误差e1 = x1 − yr = x1 − α0代回

标称系统(3)可得

ė1 = f1(x1, x2)− α̇0. (9)

引入虚拟控制量α1 = x2 − e2,并将其动态方程设计
如下: ϵα̇1 = −sgn(

∂Q1

∂α1

)Q1,

Q1(ē2, α1) = −e2+f1(x1, e2 + α1)−α̇0,

(10)

其中: ϵ > 0为待调的奇异值摄动参数, ē2 = [e1 e2]
T

∈ R2. 设h1(ē2)为方程Q1(ē2, α1) = 0的孤立根,则
式(9)–(10)可以写为如下奇异值摄动标准型:

ė1 = f1(x1, e2 + (z1 + h1))− α̇0,

ϵα̇1 = −sgn(
∂Q1

∂α1

)Q1,
(11)

其中z1=α1 −h1. 令ϵ → 0,可得奇异值摄动系统(11)
的边界层子系统:

dz1
dτ

= −sgn(
∂Q1

∂α1

)Q1, (12)

与降阶慢变子系统:

ė1 = f1(x1, e2 + h1)− α̇0 = e2. (13)

注注注 3 奇异值摄动系统(11)中的快变状态是虚拟控制

量α1,而奇异值摄动参数ϵ与被控系统无关.这表明通过快变

子系统引入的时标分离的有效性不依赖于原系统固有的时标

分离特性.

第第第i步步步(2 6 i 6 n− 1) 重复前述步骤,将ei = xi

− αi−1代入标称系统的第i阶微分方程可得

ėi = fi(x̄i, xi+1)− α̇i−1. (14)

为式(14)引入虚拟控制量αi = xi+1 − ei+1,其动态方
程设计如下: ϵα̇i = −sgn(

∂Qi

∂αi

)Qi,

Qi(ēi+1, αi) = −ei+1+fi(x̄i, ei+1 + αi)−α̇i−1,

(15)

其中ēi+1 = [e1 · · · ei+1]
T ∈ Ri+1. 设hi(ēi+1)为方

程Qi(ēi+1, αi) = 0的孤立根,则式(14)–(15)可表示为
如下奇异值摄动标准型:

ėi = fi(x̄i, ei+1 + (zi + hi))− α̇i−1,

ϵα̇i = −sgn(
∂Qi

∂αi

)Qi,
(16)

其中zi = αi − hi. 令ϵ → 0,可以得到奇异值摄动系
统(16)的边界层子系统:

dzi
dτ

= −sgn(
∂Qi

∂αi

)Qi (17)

和降阶慢变子系统:

ėi = fi(x̄i, ei+1 + hi)− α̇i−1 = ei+1. (18)
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注注注 4 第i步中虚拟控制量αi的导数已经通过式(15)得

到,因此避免了标准反步法中经常出现的“复杂性爆炸”问

题[15–16].

第第第n步步步 将标称系统(3)中的第n个方程重新描述

为如下误差形式:

ėn = fn(x̄n, u)− α̇n−1, (19)

其中en = xn − αn−1. 实际控制量u的动态方程设计

如下:

ϵu̇ = −sgn(
∂Qn

∂u
)Qn, (20)

Qn(ēn, u) = −G(ēn) + fn(x̄n, u)− α̇n−1, (21)

其中: ēn = [e1 e2 · · · en]
T, G(ēn)为根据实际需求

选择的反馈控制律.设hn(ēn)为方程Qn(ēn, u) = 0

的孤立根.将式(19)–(20)表示为如下奇异值摄动标准
型: 

ėn = fn(x̄n, zn + hn)− α̇n−1,

ϵu̇ = −sgn(
∂Qn

∂u
)Qn,

(22)

其中zn = u− hn. 令ϵ → 0,则该奇异值摄动系统的
边界层子系统:

dzn
dτ

= −sgn(
∂Qn

∂u
)Qn (23)

和降阶慢变子系统:

ėn = fn(x̄n, hn)− α̇n−1 = u. (24)

3.2 中中中间间间子子子系系系统统统

如果考虑输入饱和,则式(24)中的第n阶降阶慢变

子系统应改写为

ėn = fn(x̄n, sat(hn))− α̇n−1 =

G(ēn) + fn(x̄n, sat(hn))− fn(x̄n, hn). (25)

为式(21)中的Qn引入一个新变量ω,则有

Qn(ēn, u, ω)=−G(ēn)+fn(x̄n, u)− α̇n−1 + ω,

(26)

则式(25)中的降阶慢变子系统应重新表示如下:

ėn = G(ēn) + fn(x̄n, sat(hn))− fn(x̄n, hn)− ω.

(27)

设计ω的动态方程如下: ϵ1ω̇ = −sgn(
∂Qω

∂ω
)Qω,

Qω(ēn, u, ω) = fn(x̄n, sat(u))−fn(x̄n, u)−ω,

(28)

其中ϵ1为中间子系统的待调奇异值摄动参数. 且ϵ1应

满足下面的时标分离条件:

0 < ϵ << ϵ1 << 1. (29)

从式(28)中易得[
∂Qω

∂ω
] = −1,因此ω的动态方程可简

化为

ϵ1ω̇ = Qω. (30)

中间子系统的时间尺度为τ1 =
t

ϵ1
,变化速度介于降

阶慢变子系统和边界层子系统之间. 令ϵ1 → 0,则可
得到中间子系统的边界层子系统:

dzω
dτ1

= Qω, (31)

其中hω(ēn)为方程Qω(ēn, u, ω) = 0的孤立根, zω =

ω − hω.

注注注 5 整个控制器的待调参数包括: 奇异值摄动参数

ϵ和ϵ1;控制律G(ēn)的相关参数. 由于快变子系统和中间子

系统不依赖于原系统,因此ϵ和ϵ1应选择足够小的数值,并满

足式(29)中的关系,以确保时标分离的有效性. 控制律G(ēn)
则应根据其自身的参数调节方法进行设置.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 1 考虑满足假设1的含有输入饱和的非仿
射纯反馈非线性系统(1),以及满足假设3的反馈控制
律G. 假设所有(ēj+1, zj, zω) ∈ Dēj+1

×Dzj×Dzω上

的点都满足下列条件,其中

Dēj+1
⊂ Rj+1, Dzj ⊂ R, Dzω ⊂ R,

并包含原点;

zj = αj − hj, zω = ω − hω, ēn+1 = ēn,

Dēn+1
= Dēn , αn = u,

j = 1, · · · , n, i = 1, · · · , n− 1.

B1) fj(0, 0) = 0, Qi(0, 0) = 0, Qn(0, 0, 0) = 0,
Qω(0, 0, 0) = 0.

B2) 当ϵ → 0,在Dēj+1
×Dzj ×Dω的任意紧子集

上,方程Qi(ēi+1, αi) = 0和Qn(ēn, u, ω) = 0都存在

孤立根αi=hi(ēi+1)和αn=hn(ēn, ω),并且hi(0) =

hn(0, 0) = 0.

B3) 当ϵ1→0,在Dēj+1
×Dzω的任意紧子集上,方

程Qω(ēn, u, ω)=0存在孤立根ω =hω(ēn),且hω(0)

= 0.

B4) Qi, Qω, hi, hω及其关于zi和zω的一阶、二阶

偏导数在Dēi+1
×Dzi ×Dzω的任意紧子集上有界.

B5) 对于所有的ēj+1∈Dēj+1
,都会有(ēj+1, zj) 7→

(
∂Qj

∂αj

)有界且远离某正常数.

则在式(10)(15)(20)(26)和式(28)构成的非线性动
态逆控制器作用下,存在正常数ϵ∗ > 0和ϵ∗1 > 0,使得
对于所有ϵ < ϵ∗和ϵ1 < ϵ∗1,都有系统(1)的输出信号y

指数跟踪参考轨迹yr.

证证证 将式(10)(15)(20)(26)和式(28)构成的非线性
动态逆控制器带入式(1)所表示的饱和非仿射纯反馈
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非线性系统,则闭环系统可以表示为如下奇异值摄动
标准型:

ė1 = f1(x1, e2 + (z1 + h1))− α̇0,

...

ėi = fi(x̄i, ei+1 + (zi + hi))− α̇i−1,

...

ėn = fn(x̄n, zn + hn)− α̇n−1+

(fn(x̄n, sat(zn+hn))−fn(x̄n, zn+hn)),

ϵ1ω̇ = Qω − ϵ1ḣω,

ϵż = Γq − ϵḣ,

(32)

其中z = [z1 · · · zn]
T, q = [Q1 Q2 · · · Qn]

T, h =

[h1 · · · hn]
T,且

Γ =


−sgn(

∂Q1

∂α1

)

. . .

−sgn(
∂Qn

∂u
)

 . (33)

基于奇异值摄动理论,令ϵ → 0,可以得到闭环系
统(32)的边界层子系统:

dz

dτ
= Γq (34)

和降阶慢变子系统:
ėi = ei+1,

ėn = G(ēn)+fn(x̄n, sat(hn))−fn(x̄n, hn)−ω,

ϵ1ω̇ = Qω.

(35)

对于式(32)中的奇异值摄动系统,定理1中的条件
(B1)–(B2)和条件(B4)直接满足引理1中的条件(A1)–
(A3). 通过条件(B5)可得[10–14]

sgn(
∂Qi

∂αi

) > 0,

sgn(
∂Qn

∂u
) > 0.

(36)

考虑式(32)中的闭环系统,条件(B1)–(B2)(B4)直
接满足引理1中的条件(A1)–(A3). 根据文献[15–16],
结合假设1,条件(B5)和引理2可得边界层子系统(34)
在原点处局部指数稳定. 现在只需证明降阶慢变子系
统(35)在原点处指数稳定. 由其结构可以看出,式(35)
也为奇异值摄动标准型. 令ϵ1 → 0可得式(35)所对应
的降阶慢变子系统:{

ėi = ei+1,

ėn = G(ēn)
(37)

和边界层子系统:

dzω
dτ1

= Qω. (38)

易知式(35)中的奇异值摄动系统满足引理1中的条件
(A1)–(A3)(A5). 根据假设3可知式(37)中的积分器串
联系统在原点处指数稳定,并由引理1可知式(35)在原
点处指数稳定. 至此闭环系统(32)满足引理1中的全部
条件. 证毕.

5 仿仿仿真真真示示示例例例和和和分分分析析析

5.1 仿仿仿真真真示示示例例例1
为验证本文所提非线性动态逆控制方法的有效性,

考虑如下二阶非仿射纯反馈非线性系统[18]:
ẋ1 = x1 + x2 +

x3

5
,

ẋ2 = x1x2 + u+
u3

7
,

y = x1,

(39)

其中: x1, x2为状态变量; u为控制输入; y为系统输出.
为了验证本文控制方法的跟踪性能,使用文献[18]中
的自适应动态面算法进行对比仿真,其它条件不变,
但只对本文控制器进行输入饱和限制.参考轨迹为

yr = sin(
π

2
t);系统的初始状态设为

x1(0) = −3, x2(0) = 2, u(0) = 0;

输入饱和设置为M = 5;控制律G(x̄2)使用文献[19]
中的模型预测控制器:

G(x̄2) = γ−1(ēn)(−K(Ȳ − Ȳc) + Ỹc1 − β(ēn)),

(40)

其中: γ(ēn) = en, n = 2, β(ēn) = 0, Ȳ = [y ẏ]T, Ȳc

= [yr ẏr]
T, Ỹc1 = ÿr, K为优化控制增益向量,设置方

法可参考文献[19]. 在本次仿真中,将控制阶与预测
时间分别设置为r = 5, Tp = 2. 奇异值摄动参数为
ϵ = 0.001, ϵ1 = 0.01.

从图1中的轨迹曲线可以看出,在本文所提控制方
法的作用下,系统的输出量可以更快速地跟踪参考轨
迹,并且完全消除稳态误差. 相比于动态面控制,本文
提供的非线性动态逆控制器具有更好的闭环跟踪性

能.

图 1 输出轨迹与参考轨迹

Fig. 1 Output trajectory and reference trajectory
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图2中跟踪误差曲线则验证了定理1中闭环系统指
数跟踪参考轨迹的稳定性结论.图3中,状态变量x2始

终保持有界.

图 2 跟踪误差e1 = yr − x1

Fig. 2 Tracking error e1 = yr − x1

图 3 状态响应曲线x2

Fig. 3 Response curve of x2

从图4中可以看出,在整个控制过程中,控制量都
被限定在输入饱和允许的幅值范围内.仿真结果验证
了本文非线性动态逆控制算法的有效性.

图 4 控制输入曲线

Fig. 4 Curve of control input

为进一步验证控制方法的有效性,假设系统(39)
的状态都受到测量噪声的影响:

d1m = 0.01 sin t, d2m = 0.1 cos2(3t).

为了方便进行对比,其它条件均保持不变.

从图5–8中可以看出,即便受到测量噪声的影响,
本文中的控制器依然保持了良好的控制性能.从
图9中可以看出,在测量噪声的干扰下,本文控制量没
有产生明显波动.相较于对比方法,本文的控制方法
在测量噪声和输入饱和的双重影响下可以取得更好

的跟踪效果.

图 5 测量噪声下的输出轨迹与参考轨迹
Fig. 5 Output trajectory and reference trajectory under mea-

surement noise

图 6 测量噪声下的跟踪误差e1 = yr − x1

Fig. 6 Tracking error under measurement noise e1 = yr − x1

图 7 测量噪声下的状态响应曲线x2

Fig. 7 Response curve of x2 under measurement noise

图 8 测量噪声下的控制输入曲线

Fig. 8 Curve of control input under measurement noise

5.2 仿仿仿真真真示示示例例例2
考虑如下单连杆机电系统:{

Dθ̈ +Bθ̇ +N sin θ = τB,

Lτ̇B +HτB +Kmθ̇ = V,
(41)

其中:

D =
J

Kτ

+
mL2

0

3Kτ

+
M2

0

Kτ

+
2M0R

2
0

5Kτ

,
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N =
mL2

0G

2Kτ

+
M0L0G

Kτ

, B =
B0

Kτ

.

单连杆机电系统的物理参数如下:

J = 1.625× 10−3 kg ·m2, m = 1 kg,

R0 = 0.023 m, M0 = 0.434 kg, L0 = 0.305 m,

B0 = 16.25× 10−3 N ·m · s/rad,
L = 25.0× 10−3 H, G = 9.8 m/s2, H = 5.0 Ω,

Kτ = Km = 0.9 N ·m/A.

令x1 = θ, x2 = θ̇, x3 = τB, u = V ,则式(41)中的单
连杆机电系统可以重新表示为如下非仿射形式:

ẋ1 = f1(x̄2),

ẋ2 = f2(x̄2, x3),

ẋ3 = f3(x̄2, x3, u),

y = x1,

(42)

其中:

f1(x̄2) = x2,

f2(x̄2, x3) = −Bx2

D
− N sinx1

D
+

x3

D
,

f3(x̄2, x3, u) =
−Kmx2

L
− Hx3

L
+

u

L
.

按照文献[16]为三阶积分器串联系统设计传统近
似动态逆控制器G(x̄3)如下:

ϵα̇1 = −sgn(
∂Q1

∂α1

)Q1,

Q1 = k1e1 + x2 − α̇0,

ϵα̇2 = −sgn(
∂Q2

∂α2

)Q2,

Q2 = k2e2 + x3 − α̇1,

ϵĠ = −sgn(
∂Q3

∂G
)Q3,

Q3 = k3e3 + G,

(43)

其中ki > 0, i = 1, 2, 3,为传统近似动态逆控制器的
反馈增益系数.

现将系统的初始状态设为x1(0) = 0, x2(0) = 2,

x3(0) = 1, u(0) = 0;参考轨迹选为yr = 1 + sin(
π

2
t);

G(x̄3)的反馈增益系数设置为k1 = 1, k2 = 3, k3 = 5.
在本示例中,将传统近似动态逆控制器应用于式(42),
作为对照组. 在其它条件不变的情况下,仅对本文控
制器进行输入饱和限制.奇异值摄动参数设为ϵ =

0.01, ϵ1 = 0.1.

从图9–10中可以看出,传统近似动态逆控制器要
实现对参考轨迹的跟踪,所需要的控制量最大幅值约
为110左右. 而在本文所提的控制方法下,控制量虽然
被输入饱和限制在[−10, 10]的范围内,但依然取得了
与传统近似动态逆控制方法相同的跟踪性能.

图 9 响应曲线和参考轨迹

Fig. 9 Response curves and reference trajectory

图 10 控制输入曲线

Fig. 10 Curve of control input

6 结结结论论论

本文针对一类含有输入饱和的非仿射纯反馈非线

性系统提出了一种基于奇异值摄动理论的非线性动

态逆控制器设计方法. 该控制方法无需设计额外的观
测器,并且避免了反步法中的复杂性爆炸问题.相比
于传统的近似动态逆控制器增加了中间子系统,从而
可以对输入饱和带来的影响进行估计和补偿.控制器
的有效性不依赖于被控系统的时标分离特性,并具有
良好的扩展性,能够与多种控制算法结合.仿真结果
验证了本文所提控制方法的跟踪性能与有效性.
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