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摘要:为解决多智能体系统在有限时间跟踪控制过程中受输入饱和影响的问题,本文研究了输入饱和约束下的
二阶线性多智能体系统的有限时间一致和跟踪控制.首先在无向通信拓扑下,利用齐次函数,设计了基于单饱和函
数的有限时间一致和跟踪控制器. 然后,应用李雅普诺夫稳定性理论和代数图论等方法证明了控制算法的稳定性.
最后,给出了能够使多智能体系统实现有限时间一致和跟踪的充分条件.仿真结果验证了当系统存在输入饱和约束
时,控制器能使多智能体在有限时间内完成跟踪任务.
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Abstract: In order to solve the problem of multi-agent systems subject to input saturation in the finite-time tracking
control process, this paper studies the finite-time consensus and tracking control of the second-order linear multi-agent
systems subject input saturation constraints. Firstly, in a undirected communication topology, a homogeneous function is
used, finite-time consensus and tracking protocols are proposed based on single saturation function. Then, the stability
of the control algorithm is proven by using Lyapunov’s stability theory and algebraic graph theory. Finally, sufficient
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1 引引引言言言

一致性问题作为多智能体分布式协同控制的基础

问题,近年来受到广泛关注. 一致性问题的目标是设
计一个基于局部信息的分布式控制器,使所有智能体
的状态收敛到相同值.现有成果大多只能实现渐近一
致,即只有当时间趋于无穷大时,系统的状态才能实
现一致.而在某些实际应用中,多智能体系统往往存
在输入饱和约束,且要求在有限时间内实现快速一致,

因此很有必要设计一种抗饱和的有限时间控制器.

有限时间一致相较于渐近一致具有更快的收敛速

度、更好的抗扰动性能和更高的精度[1–2]. 文献[3–5]
研究了切换拓扑下的有限时间一致问题,设计了一种
集中式切换协同控制器,从而快速实现有限时间一
致.当系统存在扰动时,文献[6–7]证明了跟踪误差可
以在有限时间内收敛到原点附近的有界区域.对二阶
多智能体系统速度不可测的情况,文献[8–10]基于有
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限时间一致观测器,证明了在通信拓扑和控制参数满
足一定条件的情况下,可以实现协同跟踪任务.文献
[11]研究了二阶多智能体的有限时间跟踪问题.

前述的控制算法没有考虑系统存在输入饱和的情

况,而在实际的控制系统中,输入饱和是系统普遍存
在的一种控制约束. 它是由智能体的驱动能力有限引
起的. 如果处理不当会导致严重的性能下降甚至使系
统失稳. 文献[12–13]介绍了一些输入饱和问题的研
究方法,但只能保证系统渐近一致,而针对输入饱和
约束下的有限时间一致的成果较少. 当系统存在输入
饱和约束时,文献[14–15]研究了基于增加幂次积分的
的有限时间姿态和编队控制问题,控制器有较好的抗
扰性且可实现全局收敛. 相较于增加幂次积分方法,
利用齐次理论实现有限时间控制的过程更简便,所得
控制器的形式也更简单. 文献[16–19]基于齐次理论
设计了输入饱和约束下的有限时间一致控制器. 然而,
该理论却对非齐次系统的控制器设计无能为力,文献
[20–21]提出了扩展齐次定理,文献[22–23]利用扩展
齐次定理研究了输入饱和约束下的有限时间一致问

题,由于对不同的状态变量分别使用相同的饱和函数,
未解决饱和度分配不均匀的问题.文献[24–26]基于单
个饱和函数,解决了饱和度分配不均的问题.
本文针对受输入饱和约束下的二阶线性多智能体

系统,提出了一种抗饱和有限时间一致控制器,相较
于文献[22–23],本文基于单饱和函数,解决了饱和度
在控制器的位置和速度反馈之间分配不一致的问题,
控制器结构更加简单易于应用. 相较于文献[24–26],
本文引入了双曲正切函数和嵌套齐次函数来解决输

入饱和问题,降低了控制器设计的复杂性,仿真结果
验证了当多智能体系统存在输入约束时,本文设计的
控制器能使系统在有限时间内完成一致和跟踪任务.
本文其余部分结构如下: 第2节介绍了一些有用的

预备知识和模型描述;第3节和第4节分别设计了两类
连续有限时间一致和跟踪控制器;第5节通过仿真实
例,验证了算法的可行性;最后,第6节对全文进行总
结.
以下符号将在本文的其余部分使用: 定义1N为每

个元素都为1的列向量; sig(x)α = sgnx|x|α,其中|x|
表示实数x的绝对值且sgnx是符号函数. 对任意
的向量x = [x1 · · · xn]

T ∈ Rn和正实数α > 0,都

有 sig(x)α = [sig(x1)
α · · · sig(xn)

α]T和 tanh x =

[tanhx1 · · · tanhxn]
T. 令tanh t =

et − e−t

et + e−t
是界为

[−1, 1]的饱和函数.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识

2.1 问问问题题题描描描述述述

本文研究了输入饱和约束下的二阶多智能体系统,
其动力学模型为

{
ẋi,1 = xi,2,

ẋi,2 = σb(ui),
(1)

其中: xi, ui ∈ Rn分别为第i(i = 1, · · · , N)个智能体

的状态和输入; σb(x)为以b为饱和界的饱和函数,定
义为

σb(x) =

{
x, |x| < b,

sgnxb, |x| > b.

定定定义义义 1[1] 对于系统(1),如果存在一个函数形
如TX(x0) : Ω/{0} → (0,∞),使 lim

t→TX(x0)
(xi(t, x0)−

xj(t, x0)) = 0,当t > TX(x0)时,有xi(t, x0) = xj(t,

x0), ∀i, j=1, · · · , N ,则多智能体系统(1)是局部有
限时间一致的. 若Ω = D = Rn,则系统为全局有限
时间一致的.

对于有限时间跟踪问题,将领导者的状态作为期
望的同步轨迹,其模型为{

ẋ0,1 = x0,2,

ẋ0,2 = u0,
(2)

其中u0是关于时间的连续函数.

定定定义义义 2 对于系统(1)和系统(2),如果存在一个
函数形如TX(x0) : Ω/{0}→(0,∞),使 lim

t→TX(x0)
(xi(t,

x0)− x0(t, x0)) = 0,当t > TX(x0)时,有xi(t, x0) =

x0(t, x0), ∀i=1, · · · , N ,若Ω = D = Rn,则称智能
体系统(1)在有限时间内跟踪领导者智能体系统(2).

2.2 预预预备备备知知知识识识

本文中,使用无向图G = (V,E,A)描述智能体之

间的相互通信,其中V = {v1, · · · , vN}为智能体的集
合, E ⊆ V × V为边的集合, A = [aij] ∈ RN×N是权

重因子aij > 0的邻接矩阵. 如果任意两个智能体之间
都存在一条路径,则无向图G为连通的. 图G的Lpla-
cian矩阵为L = [lij]∈RN×N ,其中: lii=

∑
i ̸=j

aij, lij =

−aij, i ̸= j.
令B = diag{b1, · · · , bN}表示跟随者与领导者之

间的通信连接,其中bi > 0表示跟随者i直接获得领导

者的信息,否则bi = 0,令H = L+B.
齐次性质是研究有限时间一致性和跟踪的有效工

具. 考虑如下系统:

ẋ = f(x), (3)

符号U0表示包含原点的开环邻域,向量函数f : U0 →
Rn连续,且f(0) = 0.

定定定义义义 3[10] 若对任意的ε > 0,存在(r1, r2, · · · ,
rn) ∈ Rn,其中ri > 0(i = 1, · · · , n), f(x)满足

fi(ε
r1x1, · · · , εrnxn) = εκ+rifi(x),

其中κ > −max{ri}, i=1, 2, · · · , n,则称f(x)是关
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于(r1, r2, · · · , rn)的具有齐次度κ的齐次函数. 此外,
若函数f(x)是齐次的,则系统(3)是齐次的.

引引引理理理 1[21] 考虑如下的系统:

ξ̇ = f(ξ) + f̂(ξ), ξ ∈ Rn, (4)

其中f(ξ)是关于(r1, r2, · · · , rn)的具有齐次度κ < 0

的齐次函数,且f̂(ξ)满足f̂(0) = 0. 假设ξ = 0是系统

ξ̇ = f(ξ)渐进稳定平衡点,若下式成立:

lim
ε→0

f̂i(ε
r1ξ1, · · · , εrnξn)

εκ+ri
= 0, ∀ξ ̸= 0,

则ξ = 0是系统(4)的局部有限时间平衡点. 此外,如果
系统(4)的稳定平衡点ξ = 0是全局渐进稳定的平衡

点,则ξ = 0是系统(4)的全局有限时间平衡点.

引引引理理理 2 对于任意x, y ∈ R,饱和函数tanhx对

任意b > 0和y ̸= 0,有y[tanh(sig(x+ bsig(y)α)η)−
tanh(sig(x))η] > 0.

证证证 已知饱和函数tanh(x)严格单调递增,则对
于任意的b > 0和y ̸= 0, tanh(sig(x+bsig(y)α)η)−
tanh(sig(x))η具有与y相同的符号,从而得出结论.

证毕.

3 有有有限限限时时时间间间一一一致致致控控控制制制器器器设设设计计计

对于无领导者的多智能体有限时间一致性问题,
通信拓扑满足以下假设.

假假假设设设 1 智能体之间的通信拓扑为无向连通图.

为了方便,设

vi,1 =
N∑
j=1

aij(xi,1 − xj,1),

vi,2 =
N∑
j=1

aij(xi,2 − xj,2)
(5)

为协作误差,将用来构造控制输入ui.

考虑式(1)所描述的多智能体系统,提出了如下基
于相对位置和速度信息的分布式控制器:

ui = − tanh(h2sig(sig(vi,2)
β +

sig(vi,1)
r2β)r3/r2β), (6)

其中h1, h2 > 0, β, r2, r3 ∈ R是待决定的参数. 将控
制器(6)代入系统(1),多智能系统的闭环系统变为

ẋi,1 = xi,2,

ẋi,2 = − tanh(h2sig(sig(vi,2)
β+

h1sig(vi,1)
r2β)r3/r2β),

i = 1, · · · , N.

(7)

令x1=[xT
11 · · · xT

N1]
T, x1=[xT

12 · · · xT
N2]

T. 根据系
统(7),多智能体系统可以改写为如下矩阵形式:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = − tanh(h2sig(sig(Lx2)
β+

h1sig(Lx1)
r2β)r3/r2β),

(8)

其中L为图G的Laplacian矩阵.

令q = Mx1, p = Mx2,其中M = I − 1

N
1N1

T
N ,

注意到LM = L = ML,则有
q̇ = p,

ṗ = −M tanh(h2sig(sig(Lp)
β+

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β).

(9)

根据M的定义,有1N是对应单特征值0的特征向量,
1为M的N − 1重特征值.有当且仅当x1,1 = x2,1 =

· · · = xN,1和x1,2 = x2,2 = · · · = xN,2时, q = 0和

p = 0. 因此,当且仅当q和p在有限时间内收敛到零

时,多智能体系统(1)才能实现有限时间一致.
根据文献[22],在原点附近有 tanh(sig(x)α) =

sig(x)α +o(sig(x)α),则在原点附近系统(9)可改写为
q̇ = p,

ṗ = −M(h2sig(sig(Lp)
β+

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β)+f(q, p),

(10)

其中函数

f(p, q) = −Mo(h2sig(sig(Lp)
β +

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β).

根据引理1可以得出,如果系统(9)满足以下条件,
则系统(9)是全局有限时间稳定的:

1) 系统(9)全局渐进稳定;
2) 系统(11)是齐次度κ < 0的齐次系统,且为局

部渐进稳定的:
q̇ = p,

ṗ = −M(h2sig(sig(Lp)
β+

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β).

(11)

3) 在式(10)中满足

lim
ε→0

f(εr1p, εr2q)

εκ+r2
= 0,

其中: κ < 0, r1 > 0, r2 > 0.
基于以上分析,得出以下定理.

定定定理理理 1 若假设1成立,且控制器参数满足

h1, h2 > 0, β > 1, rp = 1 + (p− 1)κ, κ < 0,

则控制器(6)可使系统(1)在有限时间达到一致.

证证证 证明过程可分为如下3个步骤:

步步步骤骤骤 1 首先,证明系统(9)的平衡点是全局渐进
稳定的,考虑如下候选Lyapunov函数:

V1 =
w Lq

0
tanhT(h2sig(h1sig(Lq)

r2β)
r3/r2β

)ds+

1

2
pTLp, (12)

有V1 > 0,当且仅当Lq = 0和pTLp = 0时等式成立.
由假设1,有1N是L属于单特征值0的特征向量,又根
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据1TNq = 1TNMx1 = 0. 有当且仅当q = 0时, Lq = 0

成立. 类似地,可以得出当且仅当p = 0时, pTLp = 0

成立. 故V1正定.

计算V1时间导数得

V̇1 =

(Lq̇)T tanh(h2sig(h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β) + pTLṗ =

pTL tanh(h2sig(h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β)−

pTL tanh(h2sig(sig(Lp)
β +

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β) 6 0. (13)

根据引理2此不等式成立;此外,当且仅当Lp = 0时,
等式成立. 又由1TNq = 1TNMx1 = 0得出p = 0. 结合

系统(9)有q = 0和p = 0. 根据Lasalle不变集原理可以
得出,闭环系统(9)在原点处的平衡点全局渐近稳定.

步步步骤骤骤 2 其次,考虑如下系统:
q̇ = p,

ṗ = −M(h2sig(sig(Lp)
β+

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β).

(14)

本文使用齐次系统理论证明式(14)的有限时间收敛
性.

首先,证明系统(14)在原点处的平衡点渐进稳定,
考虑如下候选Lyapunov函数:

V2 =
w Lq

0
h2sig

T(h1sig(s)
r2β)

r3/r2β
ds+

1

2
pTLp, (15)

显然V2关于q和p正定.

计算V2的时间导数得

V̇2 =

(Lq̇)Th2sig(h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β + pTLṗ =

pTLh2sig(h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β−

pTLh2sig(sig(Lp)
β+h1sig(Lq)

r2β)r3/r2β 6 0.

(16)

同样,根据Lasalle不变集原理,可以得出系统(14)
的局部渐近稳定性.

最后,由rp = 1 + (p− 1)κ, r1 = 1,令

f1(q, p) = p,

f2(q, p) = −M(h2sig(sig(Lp)
β +

h1sig(Lq)
r2β)r3/r2β),

有

f1(ε
r1q, εr2p) = εr2p = εr1+κp = εr1+κf1(q, p),

f2(ε
r1q, εr2p) =

−M(h2sig(sig(ε
r2Lp)β+h1sig(ε

r1Lq)r2β)r3/r2β) =

−M(h2ε
r2βsig(sig(Lp)β+h1sig(Lq)

r2β)r3/r2β) =

−εr3M(h2sig(sig(Lp)
β+h1sig(Lq)

r2β)r3/r2β) =

−εr2+κM(h2sig(sig(Lp)
β+h1sig(Lq)

r2β)r3/r2β)=

εr2+κf1(q, p).

可以证明,系统(11)是关于(r1, r2)的齐次度为κ的齐

次函数.

步步步骤骤骤 3 根据f(p, q)的定义和高阶无穷小的性

质,类似于文献[9]的分析,可以证明

lim
ε→0

f(εr1p, εr2q)

εκ+r2
= 0

对任意的(qT, pT)T ̸= 0成立.

则根据引理1,系统(9)在原点的平衡点为全局有
限时间稳定的. 又q = Mx1, p = Mx2,由此可见,系
统(1)在控制器(6)的作用下实现了全局有限时间一致.

证毕.

4 有有有限限限时时时间间间跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

对于多智能体系统有限时间跟踪问题,通信拓扑
满足以下假设.

假假假设设设 2 智能体之间的通信拓扑为无向连通图.
此外,至少有一个跟随者可以访问领导者的信息.

为了方便,本文令

v̂i,1 =
N∑
j=1

aij(xi,1 − xj,1) + bi(xi,1 − x0,1),

v̂i,2 =
N∑
j=1

aij(xi,2 − xj,2) + bi(xi,2 − x0,2).

设计控制器如下:

ui = − tanh(h2sig(sig(v̂i,2)
β +

h1sig(v̂i,1)
r2β)r3/r2β). (17)

定义 x̃i,1 = xi,1 − x0,1, x̃i,2 = xi,2 − x0,2,根据系统
(1)–(2)和控制器(17),多智能体系统变为

˙̃x1 = x̃2,
˙̃x2 = − tanh(h2sig(sig(Hx̃2)

β+

h1sig(Hx̃1)
r2β)r3/r2β).

(18)

定定定理理理 2 若假设2成立且控制器参数满足定理1,
则在控制器(17)的作用下,系统(1)能够在有限时间内
跟踪系统(2)的状态.

考虑以下候选Lyapunov函数:

V3 =w Hx̃1

0
tanh(h2sig(h1sig(s)

r2β)
r3/r2β

)ds+
1

2
x̃T
2Hx̃2.

(19)

根据假设2,矩阵H正定. 由此可见, V3关于x̃1, x̃2正

定.
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计算V3的时间导数得

V̇3 = (H ˙̃x1)
T tanh(h2sig(h1sig(Hx̃1)

r2β)r3/r2β) +

x̃T
2H ˙̃x2 =

x̃T
2H tanh(h2sig(h1sig(Hx̃1)

r2β)r3/r2β)−
x̃T
2H tanh(h2sig(sig(Hx̃2)

β +

h1sig(Hx̃1)
r2β)r3/r2β) 6 0. (20)

根据引理2此不等式成立. 此外,若V̇3 = 0则x̃2 = 0,
然后结合式(18)得出x̃1 = 0. 因此,根据Lasalle不变
集原理,系统(19)全局渐进稳定,其余证明与定理1的

证明相似,因此将其省略.

5 仿仿仿真真真结结结果果果

在本节中,仿真实例说明了所提出的控制器与现
有控制器相比的优点.

考虑由系统(1)和(2)描述的多智能体跟踪系统.

图G的Laplacian矩阵如下:

L =


2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

−1 0 −1 2

 .

领导者与跟随者之间的通信连接为

B = [1 0 0 0]T.

假设存在4个跟随者智能体,其初始状态分别为
x1,1=10, x2,1=5, x3,1=0, x4,1=−5, x1,2=x2,2=

x3,2=x4,2=0. 根据控制器的稳定条件,选择控制器
参数为h1=5/8, h2=2, κ=−2/5, β=2.

选择文献[22]和文献[25]提出的控制器进行比较,
文献[22]设计的控制器如下:

ui = −k1 tanh(sig(v̂i,1)
α1)− k2 tanh(sig(v̂i,2)

α2),

其中: k1 > 0, k2 > 0, 0 < α1 < 1, α2 =
2

1+α1

. 选

择控制器参数k1 = k2 = 1, α1 = 1/4, α2 = 2/5.

文献[25]设计的控制器如下

ui = −sat(Q,M)[k1sig(v̂i,1)
α1+ k2sig(v̂i,2)

α2 ],

其中: k1 > 0, k2 > 0, 0 < α1 < 1, α2 =
2

1+α1

. 饱

和函数sat(Q,M)(·)为

sat(Q,M)(x) =
x, |x|6Q,

−(M −Q)e−
x−Q

(M−Q) +M, x > Q,

(M −Q)e
x+Q

(M−Q) −M, x<−Q.

选择控制器参数 k1 = k2 = 1, α1 = 1/4, α2 = 2/5,
Q = 0.5, M = 1.

针对两种不同的领导者的状态,分别给出以下两

组仿真实例.

仿仿仿真真真实实实例例例 1 当领导者的状态方程为{
ẋ0,1 = x0,2,

ẋ0,2 = 0,
(21)

其中初始状态为[0; 0.5],仿真结果如图1和图2所示.

(a) 本文控制器

(b) 文献[22]控制器

(c) 文献[25]控制器

图 1 系统的状态响应曲线

Fig. 1 The state response of system

(a) 本文控制器

(b) 文献[22]控制器
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(c) 文献[25]控制器

图 2 控制器的输入曲线

Fig. 2 The input of controller

仿仿仿真真真实实实例例例 2 当领导者的状态方程为{
ẋ0,1 = x0,2,

ẋ0,2 = 0.5cos(0.5t),
(22)

其中初始状态为[0; 0],仿真结果如图3和图4所示.

(a) 本文控制器

(b) 文献[22]控制器

(c) 文献[25]控制器

图 3 系统的状态响应曲线

Fig. 3 The state response of system

(a) 本文控制器

(b) 文献[22]控制器

(c) 文献[25]控制器

图 4 控制器的输入曲线

Fig. 4 The input of controller

从图1可以看出,当领导者的状态为系统(21)形式
时,在本文提出的控制器作用下,跟随者智能体系统
(1)在有限时间内跟踪领导者的状态,且相较于文献
[22]和文献[25]提出的控制器本文提出的控制器能在
较短的时间内实现跟踪任务.图2显示本文提出的控
制器的输入在任何时间都满足输入饱和约束. 而文献
[22]和文献[25]提出的控制器,控制器出现多次饱和,
导致控制系统性能的下降.

类似的,从图 3可以看出,当领导者的状态为系统
(22)形式时,在本文提出的控制器作用下,跟随者智能
体系统(1)在有限时间内跟踪领导者的状态. 图4显示
本文提出的控制器在任何时间都满足输入饱和约束.

6 结结结论论论

本文研究了输入饱和约束下的多智能体系统的有

限时间一致性和跟踪问题.通过引入双曲正切函数和
嵌套齐次函数来解决输入饱和问题,降低了控制器设
计的复杂性,通过使用单饱和函数,解决了饱和度在
控制器的位置和速度反馈项中分配不一致的问题.最
后,通过仿真实验验证了当多智能体系统存在输入饱
和约束时,提出的控制器相对现有控制器能以较快的
收敛速度实现一致和跟踪任务.
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