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摘要: 2019年末的新型冠状病毒肺炎(简称: 新冠肺炎,又称COVID–19, novel coronavirus pneumonia, NCP, 2019–
nCoV)疫情得到了全球的广泛关注. 文献[1–2]提出了一类新的时滞动力学系统的新冠肺炎传播模型(a time delay
dynamic model for NCP,简称TDD–NCP模型)来描述疫情的传播过程. 本文将这个模型用于研究部分省市的疫情传
播问题,通过增加模型的源项用于模拟外来潜伏感染者对于当地疫情的影响.基于全国各级卫健委每日公布的累计
确诊数与治愈数,本文有效地模拟并预测了各地疫情的发展.提出了基于TDD模型的再生数的两种计算方法,并做
了估计与分析.发现疫情暴发初期再生数较大,但随着各级政府防控力度的加大而逐渐减小. 最后,分析了返程潮
对上海疫情发展的影响,并建议上海市政府继续加大防控力度,以防疫情二次暴发.
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Abstract: In late 2019, the spread of novel coronavirus pneumonia (NCP, COVID–19, or 2019–nCoV) has attracted
much attention around the world. In [1–2], a time delay dynamic model (TDD–NCP) was proposed to simulate the outbreak
of NCP. In this paper, we add the external source in TDD–NCP to describe the influence of exterior suspected people, and
the local outbreak of NCP for some provinces/cities of China are studied. From the number of cumulative confirmed
people and cumulative cured people of the Health Commission, we effectively simulate and predict the outbreak of NCP
for many districts of China. Moreover, we propose two approaches to calculate the reproductive number. We find that the
reproductive number is relatively large initially, and it would decrease as the measures of government enhanced. Finally,
we analyze the influence of external returned people for the outbreak of NCP in Shanghai, and we suggest that the local
government should apply some more strict measures, otherwise the local cumulative confirmed people of NCP might be
out of control.
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1 引引引言言言

2019年 12月,新型冠状病毒肺炎 (novel corona-
virus pneumonia,简称: 新冠肺炎, NCP,又称COVID–
19, 2019–nCoV)疫情从武汉开始暴发,几天内迅速传
播到全国乃至海外. 截至2020年2月11日,全国已有四
万余人感染新冠肺炎,死亡一千余人. 疫情暴发突然,
又正值春运,大规模的人口流动加重了疫情. 2020年
1月下旬,各地政府均采取了一系列强有力的防控措
施来控制疫情的蔓延.

从数学的角度,建立有效的数学模型来模拟疫情
的传播并预测疫情发展趋势,对疫情的防控具有重要
的现实意义.描述传染病传播的经典数学模型有SIR
模型[3]、SEIR模型[3]和SEIJR模型[4]等,这些模型将
研究对象选为易感者S潜、伏者E、传染者I、确诊者J

与康复者R等群体,并通过动力学方程组来描述人群
之间相互转移的传播学机制. 2003年SARS(severe
acute respiratory syndrome,严重急性呼吸综合征,又
称非典)疫情过后,对于SARS, MERS(middle east res-
piratory syndrome,中东呼吸综合征)等冠状病毒传播
规律的数学模型研究日益增多[4–6],如文献[4]将SEI
JR模型简化为线性的SIJR模型,得到累计病例数与时
间的关系,并通过该关系与累计确诊病例的实际数据
进行拟合,重现了SARS的发展趋势. 此次新冠肺炎疫
情暴发后,对于疫情的模型研究与数据预测也逐渐丰
富[1–2, 7–9]. 其中文献[1–2]构建了全局型的时滞动力
系统模型并分别模拟和预测了全国和不同防控力度

下的疫情发展趋势,而文献[8]针对含外部输入病例的
情形,构建了局部型时滞动力系统模型并模拟和预测
了部分城市的疫情发展趋势.

具体地,文献[1–2]受到文献[4]的启发,提出了新
冠肺炎疫情的时滞动力学模型(TDD–NCP模型)
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在上述模型中: I(t)表示t时刻感染者的累计总数;
J(t)表示t时刻确诊者的累计总数; G(t)表示t时刻已

感染,仍处于潜伏期,但已隔离的人群的实时总数;
R(t)表示 t时刻康复者的累计总数; Ĩ(t) := I(t)−
J(t)−G(t)表示t时刻具有传染性的实时人数; γ是新
型冠状病毒的致病率; β表示每个感染者在单位时间
内的平均传染人数,即传染率; ℓ代表政府防控力度的
隔离率.在此模型中,假设: 1)感染者在出现明显症状
前会经历τ1天的潜伏期,一旦出现发热咳嗽等症状,

感染者将寻求治疗,从而转为确诊病例; 2)基于政府
的防控隔离措施,某些感染者在潜伏期内尚未出现症
状已被隔离,在被隔离了平均τ ′

1天后出现症状成为确

诊病例. 由于隔离者与确诊者都处于隔离状态,因此
他们不会将病毒传染给其他人; 3)确诊者都在τ2
天后结束治疗,他们中有κ的比例被治愈,另外1− κ

的比例死亡.

在时滞项中, hi(t̂, t
′)(i = 1, 2, 3)是延迟天数的概

率分布,满足归一化条件w t

0
hi(t̂, t

′)dt′ = 1, t̂ ∈ (0, t), i = 1, 2, 3.

假 设 hi(t̂, t
′)是 一 个 正 态 分 布,即 hi(t̂, t

′) =

ci1e
−ci2(t̂−t′)2 ,其中ci1与ci2是常数. 在TDD–NCP模

型(1)的基础上,文献[8]提出了TDD–NCP模型中的隔
离人群G(t)的另一种表述:

dG

dt
= ℓĨ(t)− ℓ

w t

0
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′)Ĩ(t′)dt′. (2)

此外,文献[8]进一步考虑了输入源的影响,将在下一
节介绍.

基于2020年1月23日至2月2日各地卫健委发布的
疫情数据,本文利用模型(1)对新冠肺炎的疫情发展做
了准确的模拟和预测. 由于这段时间各地均加了大防
控措施,人员流动相对较少,因此模型(1)的模拟效果
较好.然而,随着春节假期的结束,各单位陆续复工,
各类学校也即将陆续复学, 2月8日前后的返工潮与
2月20日前后的返学潮不可避免. 因此,本文将在文
献[8]的基础上,进一步模拟和预测重点省市的疫情发
展,分析返校潮对上海的影响,并且给出再生数的估
计.

2 带带带源源源项项项的的的时时时滞滞滞动动动力力力学学学模模模型型型TDD–NCPs
在TDD–NCP模型(1)的基础上,文献[8]进一步考

虑了输入源的影响,在此作简单介绍. 假设有A和B两
个地区,假设人口从A地区单向地流向B地区,并采用
Ia, Ja, Ga, Ra, Da与Ib, Jb, Gb, Rb, Db分别表示A地
与B地的感染者、确诊者、隔离者、康复者、死亡者.
基于以上假设, A和B两地的感染者由发病至治疗结
束的整个过程可由图1描述.

本文将基于流程图1,通过以下两个部分,分别叙
述感染者(即源项)的出发地A和感染者的到达地B的
模型.

1) 对于出发地A,采用如下带时滞的动力学系统
(3)描述其疫情发展趋势. 其中Ĩa(t)表示单位时间A
地新增的感染人数:

Ĩa(t) = (βa − ν(t)θ)(Ia(t)−Ga(t)− Ja(t)),

上式中: A地感染人数的变化由两个因素构成: 一是
由于A地有传染性的感染者,即

Ia(t)−Ga(t)− Ja(t),
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接触健康人导致感染人数增加;二是由于A地有传染
性的感染者迁移至B地,从而导致A地的感染人数减
少. 这里, βa是A地的传染率; θ是A地至B地的输入率,
它表示A地迁出的人口中最多有θ的比例进入B地;
ν(t)是一个时间相关的分布,由若干个正态分布构成,
笔者用它来模拟从A地迁至B地的人数在时间上的高
峰与低谷. 在模型(3)中, G̃a(t)表示A地在单位时间内
新增的隔离人数:

G̃a(t) = ℓa(Ia(t)−Ga(t)− Ja(t)),

它是由t时刻被新隔离的感染者所组成,其中ℓa为A
地的隔离率.
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(3)

图 1 带源项的时滞动力学模型示意图

Fig. 1 The demonstration of the time delay dynamic model with external source

对于模型中的时滞项,做出如下说明:

i) 无论确诊者就医前是否被隔离,在t时刻确诊者

累计总数均由t− τ1时刻的新增感染者构成.

ii) t− τ ′
1时刻的新增隔离者在t时刻将从隔离人

群中转移至确诊人群.

iii) 一旦被感染,需经历τ1天的潜伏期与τ2天的治

疗期才能结束治疗.

2) 对于到达地B,以下带时滞的动力学系统(5)将
描述其疫情发展动态. 其中Ĩb(t)表示单位时间内B地
新增的感染人数:

Ĩb(t) := βb(Ib(t)−Gb(t)− Jb(t)) + ĨinB(t),

其中

ĨinB = ν(t)θ(Ia(t)−Ga(t)− Ja(t)) (4)

表示由 A地进入 B地的感染人数,即外地输入源.
G̃b(t)代表单位时间B地新增的隔离人数:

G̃b(t) = ℓb(Ib(t)−Gb(t)− Jb(t)),

其中参数βb与ℓb分别表示B地的传染率与隔离率.
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′) Ĩb(t
′)dt′,

dGb

dt
= G̃b(t)−

w t

0
h2(t− τ ′

1, t
′) G̃b(t

′)dt′,

dRb

dt
= κ

w t

0
h3(t− τ1 − τ2, t

′) Ĩb(t
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3 模模模型型型求求求解解解与与与参参参数数数反反反演演演方方方法法法

这一节本文将介绍模型(3)与模型(5)的数值求解
与参数反演方法. 注意到求解A地模型(3)并不需要B
地模型(5)中的任何信息,即模型(3)的计算可完全独
立于模型(5). 因此,在实际计算时,可以先求解模型
(3),然后将计算所得的Ia(t), Ja(t)与Ga(t)代入模型

(5)中并求解模型(5). 特别的,输入源项中的ν(t)是一

个时间相关的分布:

ν(t) =
1

M
(e−0.1(t−t1)

2

+ e−0.1(t−t2)
2

),

其中: M是归一化常数, t1与t2分别表示返工与返学

两个高峰的时间,在此本文分别取为2月8日与2月20
日.数值计算中,笔者使用MATLAB程序来求解TDD
–NCPs模型(3)与模型(5).
在求解模型之前,需要知道参数{β, γ, κ, ℓ, τ1, τ ′

1,

τ2}的值以及各变量的初始条件.设初始时刻t0为第一

批感染者出现的时刻,并且A和B两地初始均感染5人,
初始当天没有被确诊/隔离/康复的人,即 Ia(t0) =

Ib(t0) = 5,其余的变量初值均为0. 利用全国各级卫
健委公开的数据和疫情相关信息,可以确定部分参数
的信息,具体详见表1.
对于传染率参数β和隔离率参数ℓ,本文采用全国

各级卫健委公布的累计确诊病例数J数据与累计治愈

人数R数据来反演,即求解如下最小二乘问题:

min
β,ℓ

∥J(β, ℓ)− J数据∥2. (6)

数值计算中,可采用L–M(Levenberg-Marquad)方法
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或马尔科夫链蒙特卡洛(Markov chain Monte Carlo,
MCMC)方法[10–11]来求解该最小二乘问题(6),从而反
演得到参数最优解β∗与ℓ∗. 最后,可以根据参数信息
和前述的数值求解方法,分别模拟和预测新型冠状病
毒在区域A和B内的疫情发展趋势. 当然,当θ ̸= 0,即
有输出/输入源的时候,需要先对地区A求解最小二乘
问题(6)得到(β∗

a , ℓ
∗
a),进而求解式(3)得到式(4)中的输

入源,之后再对地区 B求解最小二乘问题 (6)得到
(β∗

b, ℓ
∗
b).

表 1 部分参数值
Table 1 Values for some parameters

γ κ τ1 τ ′1 τ2

0.99 0.97 7 4 12

4 模模模型型型实实实证证证与与与疫疫疫情情情分分分析析析

4.1 再再再生生生数数数等等等模模模型型型参参参数数数的的的反反反演演演与与与分分分析析析

全国疫情分析:对于全国来说,没有海外输入源,
因此取输入率θ = 0来进行疫情分析.注意到对于地
区A或B,当θ = 0时模型(3)与模型(5)就退化为之前
在文献[2]中提出的不带源项的TDD–NCP模型(1). 采
用2020年1月23日至2月9日官方公布的全国累计确诊
人数与累计治愈人数,利用第3节提到的模型求解与

参数反演方法,推断出传染率β与隔离率ℓ的估计值.
为了更好地分析模型,分别使用:

1) 1月23日–1月29日; 2) 1月23日–2月5日; 3) 1月
23日–2月9日的历史数据进行参数反演,反演的参数
估计值见表2.

表 2 不同时间段对应的β和ℓ的参数估计值

Table 2 Estimations of β and ℓ in different periods

历史数据时间段 传染率β 隔离率ℓ

1月23日–1月29日 0.2999 0.3597
1月23日–2月5日 0.2917 0.3259
1月23日–2月9日 0.2933 0.3778

将表2中反演的参数值代入模型,进而“预测”历
史数据时间段次日的全国累计确诊人数,以及
2020年2月10日的全国累计确诊人数(见图2左列),具
体预测人数见表3. 在图2左列中,圆圈与方形分别为
官方公布的累计感染人数与累计治愈人数,实线与虚
线分别为累计感染人数与累计治愈人数的数值模拟

结果,点划线为正在医院治疗人数的数值模拟结果.
为方便对比,分别将历史数据时间段次日以及2月10
日的全国累计确诊人数的实际数据也列入表3中.

基于1月23日至1月29日数据 基于1月23日至1月29日数据

基于1月23日值至2月5日数据 基于1月23日至2月5日数据
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基于1月23日至2月9日数据 基于1月23日至2月9日数据

图 2 左列: 全国疫情发展曲线;右列: 实时防控再生数曲线

Fig. 2 Left: Epidemic evolution in China; Right: The corresponding Rf(t)

表 3 不同时间段对应的全国累计确诊人数的
预测值和真实值

Table 3 Predictions and public data of cumulative
confirmed cases in China for
different periods

预测次日 预测2月10日
历史数据时间段

(实际数据) (实际数据)

10110 512801月23日–1月29日
(9692) (42638)
31460 462401月23日–2月5日

(31420) (42638)
43610 436101月23日–2月9日

(42638) (42638)

基于这些图表,作出如下分析:

1) 从表3中可以看出,模型对于数据时间段次日
的预测都是比较准确的,而对于多日后的预测则有所
偏差. 主要原因是本文假设模型的参数均为常数,故
而反演得到的参数反映的是使用的历史数据时间段

内的局部平均信息.当使用这些参数值进行预测时,
需要假设防控措施力度不变.但实际上各地防控措施
力度是不断加强的,因此这些参数也需要不断调整,
这在表2中也得到了体现.

2) 在图2左列的疫情发展曲线图中,有一点值得
注意: 随着疫情发展,计算中的实际数据不断增加,使
得模型的参数不断优化. 在参数优化的过程中,虽然
预测疫情的“平台期”都将在2月末3月初出现,但是
预测的最终累计确诊人数却是随着实际数据的增多

而下降的. 这也从侧面显示了政府防控措施十分有效,
并且很好地控制了疫情的发展.

对于传染病的传播,医学界常关心基本再生数指
标R0. 该指标的意义为在没有防控措施且无人免疫的
条件下,每个感染者在平均患病周期内传染的人数.

基本再生数能够反映自然状态下传染病的传播能力,
但由于病毒自然条件下的传染状态人们无法获取,所
以本文定义两种新的再生数–防控再生数. 他们描述
了病毒在传播过程中受外界(政府防控)影响下的传播
能力.
方方方法法法 1 实时防控再生数:

Rf(t) =
I(t+ τ1)

J(t)
,

即,对每个时刻t,计算每个确诊者在潜伏期内传染的
人数.
方方方法法法 2 历史防控再生数:

R̃0 := 1 + βTc,

其中: 传染率β是由一段时间内的数据反演而得, Tc为

传播链中连续病例的发病间隔,根据文献[7], Tc可

取为7.5. 历史防控再生数的计算方法可参考文献
[12–13].
利用不同时间段的历史数据可以得到对于再生数

的估计(见表4和图2右列). 这里需要说明的是,计算
得到的Rf(t)在疫情初期大于5,因此未在图中显示.

表 4 不同时间段对应的再生数
Table 4 Reproductive numbers in different periods

历史数据时间段 R̃0
Rf(t)

1月29日 2月5日 2月9日

1月23日–1月29日 3.249 10.373 2.847 1.880
1月23日–2月5日 3.188 10.298 2.977 1.974
1月23日–2月9日 3.200 9.414 2.651 1.783

表4中计算得到的再生数与发表在《新英格兰医学
杂志》[7]中的数值是吻合的. 历史防控再生数R̃0

反映的是数据时间段内的再生数平均值;实时防控再
生数Rf(t)可以反映防控措施下疫情发展的变化. 从
表中可以看到, Rf(t)已经从1月29日的10左右下降到
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2月9日的2左右,说明了政府的防控措施是十分有效
的.
主要省市疫情分析:基于1月23日至2月9日的历

史数据得到各重点省市的疫情发展曲线和实时防控

再生数Rf(t)曲线,详见图3. 由于各地对于人员流动
的防控十分严格,各地都对外地人员实行了“劝返”,
因此本文同样也取输入率θ = 0来进行疫情分析.模
型反演得到的参数和再生数见表5.

图 3 左列: 重点省市的疫情发展曲线;右列: 重点省市的实时防控再生数曲线

Fig. 3 Left: Epidemic evolution in selected districts in China; Right: The corresponding Rf(t)
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表 5 主要省市的模型参数和再生数
Table 5 Parameters and reproductive numbers of

selected districts in China

重点省市 β ℓ R̃0
Rf(t)

1月29日 2月5日 2月9日

武汉 0.4333 0.4949 4.250 24.896 3.790 2.170
湖北 0.4026 0.4810 4.020 14.498 2.962 1.813
上海 0.2039 0.5988 2.529 4.136 1.874 1.532
浙江 0.2014 0.7807 2.511 4.125 1.877 1.551

* 本文使用的是1月23日至2月9日的数据得到的各项参
数,反演得到的传染率β差异较大.截止3月上旬的数
据表明, β现已趋于稳定.

基于这些图表,本文对各重点省市的再生数有如
下分析:

1) 通过分析历史防控再生数,发现武汉的疫情
的确比较严重. 此外,防控措施严格且执行到位的省
市,如浙江省,则能够较好控制疫情.

2) 通过分析实时防控再生数,发现重点省市的
数值都已从疫情初期的5左右(或以上)逐渐降低至现
在的1.5左右. 该数值与学术界的普遍估计水平相符.
武汉的疫情在初期是比较严重的,但随着国家主导的
各项防控措施的有效落实,目前的疫情也控制在较好
的状态. 而对于其他重点省市,数据显示目前疫情已
有变缓的趋势,因此各级政府应至少保持目前的防控
措施.

4.2 返返返校校校开开开学学学潮潮潮对对对上上上海海海的的的影影影响响响

这一小节将分析返校开学潮对上海疫情发展产生

的影响.假设人口迁移的到达地B为上海,出发地A为
全国除去上海之外的地区,并假设相对于各省市输入
上海的人数,上海向外输出的人数可忽略不计.假设
返校高潮出现在2月底,利用全国除去上海的疫情预
测数据,取输入率分别为θ分别为1%, 5%和10%,求
解模型(3),从而得到预计进入上海的感染者人数分

布,如图4所示.

为了对比有输入人群和无输入人群对上海产生的

影响,先考虑无输入的情形,即利用1月23日至2月9日
(返程输入之前)的历史数据得到传染率与隔离率(见
表5). 保持上述传染率与隔离率不变,取输入率θ分别

为0%, 1%, 5%, 10%,求解模型(5),预测结果如图5所
示.

图 4 返程高峰期间进入上海的感染者人数
Fig. 4 Number of imported infectious people into Shanghai

during the return peak

可以看到,随着输入率θ的增加,原本稳定的疫情
发展将随之发生改变.外部输入人群将使得累计确诊
人数增加,疫情将有可能二次暴发. 不同输入率对应
的疫情分析数据见表6.

表 6 不同输入率下的疫情分析
Table 6 Predictions of infectious people under

different input rates

输入率θ 预测3月初的累计感染人数

0% 500人以下
1% 1000人左右
5% 3000人左右

10% 5000人左右

θ = 0% θ = 1%
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θ = 5% θ = 10%

图 5 返程潮对上海的影响

Fig. 5 The impact of return in Shanghai

笔者发现在维持原有防控措施(即隔离率ℓ)不变的
情况下,返程输入将对上海市的疫情产生显著的影响.
因此,建议上海市政府在返程潮期间加大防控力度,
从而更好地控制上海疫情的发展.

5 总总总结结结

针对新型冠状病毒肺炎疫情,本文在文献[2]提出
的一类时滞动力学模型(TDD–NCP模型)的基础上,
通过引入输入源项来模拟春运后的返程潮对疾病传

播的影响.数值实验显示,疫情暴发初期再生数相对
较大,而后随着政府防控力度的增加而逐渐减小. 此
外,本文还分析了不同输入量对上海市疫情发展的影
响:随着输入量的递增,上海市的感染人数将显著上
升. 因此,建议上海市政府在返程潮期间,进一步加强
防控措施,避免造成疫情的二次暴发. 近日,各地疫情
受到海外输入病例的影响,这种输入型病例亦符合本
文的模型,但由于其官方数据暂时无法获取,将在后
续研究中加入这方面的模拟和预测.
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