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摘要:本文提出了一种基于lasso和elastic net的宽度学习系统(BLS)网络结构稀疏方法,将标准BLS目标函数中的
L2范数分别替换为lasso和elastic net,利用这两种正则化技术来约束网络输出权重,衡量每个网络节点输出权重对
预测的影响程度,将多余的节点进行剔除,提高了网络结构的稀疏性. 通过对一些回归数据集进行实验,可以看到
本文提出的方法在不损失预测精度的前提下,同时简化了网络结构.
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1 引引引言言言

随着人工智能的迅速发展,神经网络在人脸识别、
语音识别等一系列具有挑战性的任务中得到了广泛

的应用[1–6],其中深度学习表现得尤为出色.虽然深度
学习具有很强的学习能力,但由于结构复杂,需要面
对多个参数的调整,这就导致了长期的训练过程. 另
外,为了提高学习能力,深度学习需要使用大量性能
更强的计算机资源[7].

宽度学习系统是一个无需深度架构、有效且高效

的学习系统,它是基于随机向量函数链接神经网络
的思想设计的[8–10]. 与深度学习相比,宽度学习系统
(broad learning system, BLS)只包含特征层、增强层和
输出层,具有网络结构简单、参数少的优点. BLS利用
岭回归算法得到网络的权值,避免了复杂的迭代计算
过程,在较短的计算时间内达到令人满意的精度.此
外, BLS有多种增量学习算法,根据实际需求添加特
征节点、增强节点,无需完整的再训练过程即可快速
重新建模[11]. 文献[12]证明了BLS的普遍逼近性质,
并提出了BLS的几种变型结构. 文献[13]提出了循环
宽度学习系统,在增强节点中加入反馈连接,使网络
具有记忆历史信息的能力,用于时间序列预测. 文献
[14]基于流形正则化的框架,对BLS进行了扩展,提出
了半监督宽度学习系统,该算法可以利用大量未标记
样本和少量标记样本实现半监督分类,计算速度快,
泛化能力强. 文献[15]将由特征节点组成的BLS的左
侧部分替换为Takagi-Sugeno模糊子系统,从而建立了
一个新的神经模糊模型—–模糊BLS.文献[16]提出了
小波BLS自适应滤波器,用于预测和消除遥控操作中
的生理震颤. 文献[17]提出了无监督BLS,用于高光谱
图像聚类. 尽管取得了这些进展,但少有文章讨论宽
度学习系统网络结构稀疏的问题.

一个合适的网络结构对BLS的训练尤为重要.一
方面,网络节点过少,可能导致网络无法充分挖掘数
据信息,影响模型的性能.另一方面,网络节点过多,
会产生一个复杂的模型,可能会造成过拟合的问题.
目前,宽度学习系统利用岭回归算法得到网络的输出
权重,岭回归倾向于保持原有的网络节点,不具有特
征选择的作用. 当样本数据具有高维性时,网络结构
变得更为复杂,大大提高了训练成本.
为了解决选择合适的网络结构的问题,本文提出

了一种基于lasso和elastic net的BLS网络结构稀疏方
法. Lasso[18]具有特征选择的作用,将权值直接缩减
至0,能够产生更加稀疏的模型,但这一过程可能存在
过度简化网络的风险,导致模型的性能下降. Elastic
net[19]是将L1范数和L2范数组合在一起,在L1范数与

L2范数之间进行权衡. 本文提出的BLS网络结构稀疏
方法如下: 首先选择较大的初始网络结构,即节点个
数比解决问题所需的节点数量多;然后随机生成特征
层和增强层的权重,分别利用lasso和elastic net衡量每
个网络节点对输出预测的影响程度,将影响程度低的
节点进行剔除,最后得到一个更为稀疏的网络结构.

本文的其余部分如下: 第2节对宽度学习系统进行
简要的回顾;第3节详细描述本文提出的基于lasso和
elastic net的BLS网络结构稀疏方法;第4节对几种常
用的回归数据集进行仿真实验,并对实验结果分析与
讨论;第5节总结全文工作.

2 宽宽宽度度度学学学习习习系系系统统统

宽度学习系统是由C.L.Philip Chen等人提出的一
种新型神经网络,为分类和回归问题提供了一个有效
的学习框架,如图1所示[11]. BLS在某些领域可替代深
度学习,简化了训练过程. 本节将简要回顾宽度学习
系统.

图 1 宽度学习系统结构图

Fig. 1 Structure of broad learning system

假设训练数据集{(xi, yi)|xi ∈ RM , yi∈ RC , i =

1, · · · , N},其中: N是训练样本的数量, M和C分别

表示输入和输出数据的维度.在网络中,假设共有n组

特征节点,每组包含k个节点. 因此,第i组特征节点可

以表示为

Zi = ϕ(XWei + βei), i = 1, · · · , n, (1)
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其中: Wei , βei是由网络随机生成, ϕ(·)是一个映射函
数. 所有的特征节点可以表示为Zn ≡ [Z1 · · · Zn].
然后,假设有m组增强节点,每组包含q个节点. 那么,
第j组增强节点可以表示为

Hj = ξ(ZnWhj
+ βhj

), j = 1, · · · ,m, (2)

其中: Whj
, βhj

是由网络随机生成, ξ(·)是一个激
活函数. 那么,所有的增强节点可以表示为Hm ≡
[H1 · · · Hm].
因此,最终的宽度学习网络输出可以表示为

Y = AW, (3)

其中: A = [Zn|Hm], W是将特征节点和增强节点连

接到输出层的输出权重.
最后,输出权重W由以下公式进行优化求解:

argmin
W

∥Y −AW∥22 + λ∥W∥22. (4)

针对式(4),将对W的导数置为0,得到输出权重的
解为

W = (λI +ATA)−1ATY, (5)

其中: λ是正则化参数, I是单位矩阵.

3 BLS网网网络络络结结结构构构稀稀稀疏疏疏方方方法法法
本文提出的一种基于lasso和elastic net的BLS网络

结构稀疏方法的主要思想是,利用lasso和elastic net约
束输出权重,衡量每个节点对预测的相关程度,将不
相关或低相关性的网络节点剔除,得到一个更为紧凑
的网络结构,并且在一定程度上不会降低网络的泛化
能力.
在所提出的方法的第1步中,设置一个足够多节点

的初始网络结构. 本文确定初始节点个数采取了经验
法: 初始节点数应足够大,远大于实际所需要的节点
数[20]. 根据标准的BLS,随机生成特征层和增强层的
权重,得到式(1)和式(2). 然后,利用增广拉格朗日乘
子法[21–22]得到了连接特征节点、增强节点到输出层

的输出权重.

3.1 正正正则则则化化化技技技术术术

对于一个回归预测模型,一方面,模型的预测精度
很重要;而另一方面,模型的大小更为重要.当两个模
型预测精度不相上下,其中一个模型结构更为紧凑,
那么这个模型的训练时间会大大减少,从而降低了训
练成本. 传统的最小二乘法通常不能在满足一定程度
的预测精度下同时保证模型结构的紧凑[23],所以为了
解决这个问题,在过去的几十年中,有学者提出了一
些正则化技术,这其中就包括lasso, elastic net以及岭
回归. 而BLS正是利用了岭回归这一方法,本文不再
作详细介绍.

Lasso方法具有特征筛选的作用,将不相关的权值
缩减至0,消除这些节点在网络中的作用,这有助于实

现最小规模的网络结构[18]. 但当有多个高相关的特征
时, lasso倾向于只选择其中的一个最高相关的特征,
而忽略其他同样对预测输出有重要影响的特征,这可
能导致预测精度下降. Elastic net在lasso方法与岭回
归之间进行权衡,融合二者的优点[19]. 在处理多个高
相关的特征时, elastic net倾向于一起选择,这与lasso
大为不同.所以在实际应用时,要根据问题选择最合
适的方法.

本文将上述两种正则化技术应用于BLS,针对式
(4),下面分别给出基于lasso和elastic net的BLS优化
目标函数:

argmin
W

∥Y −AW∥22 + λ∥W∥1, (6)

argmin
W

∥Y −AW∥22 + λ1∥W∥1 + λ2∥W∥22. (7)

本文将这两种算法称为lasso宽度学习系统(lasso
broad learning system, L1BLS)、弹性网络宽度学习系
统(elastic net broad learning system, ENBLS).

3.2 优优优化化化求求求解解解

在本节中,讨论L1BLS和ENBLS的优化求解过程.
本文利用增广拉格朗日乘子法来对式(6)和式(7)求解.
根据增广拉格朗日乘子法,式(6)改写为以下形式:

argmin
Q,W

∥Y −AW∥22 + λ∥Q∥1,

s.t. Q = W.
(8)

然后,将式(8)转化为拉格朗日函数形式:

L(Q,W,C1) =

∥Y −AW∥22 + λ∥Q∥1 +

CT
1 (Q−W ) +

µ

2
∥Q−W∥22, (9)

其中: C1表示拉格朗日乘子, µ是惩罚因子.

然后,利用块坐标下降法[24]对式(9)的Q,W,C1变

量优化求解,下面是具体过程:

1) 求解W : 保证变量Q,C1不变并移除与W的无

关项,那么W可由以下公式求解:

argmin
W

µ

2
∥F −W∥22 + ∥Y −AW∥22, (10)

其中F = Q+
C1

µ
. 然后通过以下公式得到W :

W = (µI + 2ATA)−1(µF + 2ATY ), (11)

其中I表示单位矩阵.

2) 求解Q: 保证变量W,C1不变并移除与Q的无

关项,那么Q可由以下公式求解:

argmin
Q

λ∥Q∥1 +
µ

2
∥M −Q∥22, (12)

其中M = W − C1

µ
. 然后通过以下公式得到Q:
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Q = shrink(M,
λ

µ
)

∆
=

sgnM ×max{|M | − λ

µ
, 0}. (13)

C1在每次迭代中通过以下公式进行更新:

C ′
1 = C1 + µ(Q−W ). (14)

针对式(7)进行优化求解,式(7)改写为以下形式:

argmin
E,W

∥Y −AW∥22 + λ1∥E∥1 + λ2∥W∥22,

s.t. E = W.
(15)

然后,将式(15)转化为拉格朗日函数形式:

L(E,W,C2) =

∥Y −AW∥22 + λ1∥E∥1 + λ2∥W∥22 +
CT

2 (E −W ) +
µ

2
∥E −W∥22, (16)

其中: C2表示拉格朗日乘子, µ是惩罚因子.

然后,利用块坐标下降法对式(16)的E,W,C2变

量优化求解,下面是具体过程:

1) 求解W : 保证变量E,C2不变并移除与W的无

关项,那么W可由以下公式求解:

argmin
W

µ

2
∥G−W∥22 + ∥Y −AW∥22 + λ2∥W∥22,

(17)

其中G = E +
C2

µ
. 然后通过以下公式得到W :

W = (µI + 2ATA+ 2λ2I)
−1(µG+ 2ATY ),

(18)

其中I表示单位矩阵.

2) 求解E: 保证变量W,C2不变并移除与E的无

关项,那么E可由以下公式求解:

argmin
E

λ1∥E∥1 +
µ

2
∥N − E∥22, (19)

其中N = W − C2

µ
. 然后通过以下公式得到E:

E = shrink(N,
λ1

µ
)

∆
=

sgnN ×max{|N | − λ1

µ
, 0}. (20)

C2在每次迭代中通过以下公式进行更新:

C ′
2 = C2 + µ(E −W ). (21)

综上所述,本文提出的基于 lasso和 elastic net的
BLS网络结构稀疏方法步骤如下所示:

步步步骤骤骤 1 输入训练样本X, Y ;

步步步骤骤骤 2 随机产生Wei , βei ;

步步步骤骤骤 3 计算Zi = ϕ(XWei + βei);

步步步骤骤骤 4 设置特征节点组Zn ≡ [Z1 · · · Zn];

步步步骤骤骤 5 随机产生Whj
, βhj

;

步步步骤骤骤 6 计算Hj = ξ(ZnWhj
+ βhj

);

步步步骤骤骤 7 设置增强节点组Hm ≡ [H1 · · · Hm];

步步步骤骤骤 8 设置A = [Zn|Hm];

步步步骤骤骤 9 优化求解目标函数(6)或者(7);

步步步骤骤骤 10 得到输出权值W .

4 实实实验验验与与与讨讨讨论论论

在本节中,将提出的基于lasso和elastic net的BLS
网络结构稀疏方法应用于回归问题,验证其可行性.
另外,由于各种不可控制的变化,例如仪器误差,实际
获取的样本数据可能会受到某些噪声或异常值的污

染[25],影响训练过程,导致模型的预测精度下降. 针
对该问题, JunWei Jin和C.L.Philip Chen提出了鲁棒宽
度学习系统(robust broad learning system, RBLS)[26],
旨在提高模型的鲁棒性. 本节引用RBLS这一方法,其
中包括L1鲁棒宽度学习系统(L1-robust broad learning
system, L1RBLS)、弹性鲁棒宽度学习系统(elastic net
robust broad learning system, ENRBLS),分别在无离
群值和有离群值条件下,将 5种算法(BLS, L1BLS,
ENBLS, L1RBLS, ENRBLS)进行对比.

笔者从加州大学欧文分校 (University of Califor-
nia, Irvine, UCI)数据库中选择了4个回归数据集[27],
数据集的详细信息见表1.

表 1 回归数据集的信息
Table 1 Information of regression data sets

样本数
数据集 输入变量

训练集 测试集

Basketball 4 64 32
Cleveland 13 202 101

Quake 3 1452 726
Abalone 8 2784 1393

根据第3节所述,选择足够大的初始网络结构,设
置特征节点组N1 = 20,每组包含20个特征节点,增
强节点N = 300. 所以,初始网络一共有700个节点.
正则化参数在{2−5, 2−4, · · · , 25}范围内由网格搜索
法得到. 以下实验均在该初始网络结构下进行,以便
统一比较网络结构简化的效果.本文采用均方根误
差(root mean square error, RMSE)来衡量模型预测性
能,下面为其表达式:

RMSE =

√√√√√ N∑
i=1

(yi − ŷi)
2

N
, (22)

其中: yi是实际值, ŷi是模型预测值, N是样本个数.

表2–5给出的具体信息如下:

1) 计算了在不同数据集上训练后的测试集的
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RMSE以及测试时间,根据第3.2节的方法,选取一个
最佳的模型,该模型的具体参数以及简化后的网络节
点个数在表格中罗列了出来(参数包括: 初始网络节
点、正则化参数2k的指数k).

2) 针对这4个数据集,向训练样本中随机加入了

离群值,离群值等级设为p = 30%. 同样计算了5种算
法在被离群值污染后的数据集上训练后的测试集的

RMSE,其他信息同1.

3) 在每个数据集中的所有算法中,关于RMSE的
最好的两个结果用粗体突出显示.

表 2 Basketball数据集中不同算法的模型性能
Table 2 Model performance of different algorithms on Basketball dataset

p = 0% p = 30%
算法

参数 t/s RMSE 节点个数 参数 t/s RMSE 节点个数

BLS 700, 4 0.0011 0.0780 700 700, 5 0.0015 0.1269 700
L1BLS 700, −1 0.0011 0.0775 9.2 700, 0 0.0014 0.1237 5.66
ENBLS 700, −2, 0 0.0010 0.0766 48.36 700, 1, 5 0.0009 0.0925 14.04
L1RBLS 700, −1 0.0010 0.0803 10.94 700, 0 0.0021 0.0930 6.22
ENRBLS 700, −3, 1 0.0009 0.0779 130.86 700, 0, 4 0.0009 0.0848 40.5

表 3 Cleveland数据集中不同算法的模型性能
Table 3 Model performance of different algorithms on Cleveland dataset

p = 0% p = 30%
算法

参数 t/s RMSE 节点个数 参数 t/s RMSE 节点个数

BLS 700, 5 0.0023 0.1320 700 700, 5 0.0019 0.1737 700
L1BLS 700, 0 0.0015 0.1317 42.46 700, 1 0.0015 0.1952 34.92
ENBLS 700, −1, 5 0.0015 0.1258 202.82 700, −1, 5 0.0013 0.1714 266.32
L1RBLS 700, 1 0.0016 0.1517 46.6 700, 1 0.0014 0.1808 53.98
ENRBLS 700, 0, 5 0.0014 0.1315 167.08 700, −1, 5 0.0013 0.1478 308.08

表 4 Quake数据集中不同算法的模型性能
Table 4 Model performance of different algorithms on Quake dataset

p = 0% p = 30%
算法

参数 t/s RMSE 节点个数 参数 t/s RMSE 节点个数

BLS 700, 3 0.0105 0.1733 700 700, 5 0.0111 0.2401 700
L1BLS 700, −1 0.0102 0.1729 13.98 700, −1 0.0105 0.2407 14.78
ENBLS 700, −1, −1 0.0103 0.1729 24.28 700, −2, 3 0.0101 0.2410 140.24
L1RBLS 700, −3 0.0100 0.1787 43.22 700, −3 0.0101 0.1885 52.02
ENRBLS 700, −1, 5 0.0109 0.1736 158.24 700, −3, 5 0.0106 0.1785 350.22

表 5 Abalone数据集中不同算法的模型性能
Table 5 Model performance of different algorithms on Abalone dataset

p = 0% p = 30%
算法

参数 t/s RMSE 节点个数 参数 t/s RMSE 节点个数

BLS 700, 0 0.0202 0.0760 700 700, 1 0.0214 0.1017 700
L1BLS 700, −3 0.0192 0.0759 80.7 700, −1 0.0204 0.1013 36.94
ENBLS 700, −2, −5 0.0196 0.0762 54.4 700, −1, −5 0.0182 0.1016 38.2
L1RBLS 700, −3 0.0189 0.0780 130.24 700, −2 0.0196 0.0808 82
ENRBLS 700, −1, −1 0.0190 0.0774 83.88 700, 0, 2 0.0189 0.0786 114.28
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表 2–5展示了 5种算法在不同数据集上的性能.
Basketball样本数量少, Quake样本数量多,但维度都
比较低, Cleveland 样本数量中等,但维度较高,
Abalone样本数量多,维度中等. 在无离群值的情况下,
针对Basketball和Quake数据集, L1BLS和ENBLS表
现最为出色,与BLS相比,不仅预测精度有所提升,而
且节点个数大幅减少,简化了网络结构. 针对Cleve-
land数据集, ENBLS, ENRBLS预测精度最高,相比
BLS,这两种算法一定程度上简化了网络结构,而
L1BLS, L1RBLS显然网络结构简化程度更大,但预测
精度略微下降. 针对Abalone数据集, BLS预测性能较
好,而L1BLS在提升预测性能的同时,产生了一个更
为紧凑的网络结构.
在有离群值(p = 30%)情况下,可以看到, JunWei

Jin和C.L.Philip Chen提出的鲁棒宽度学习系统受
到的影响是最小的,其中ENRBLS在各个数据集上
的预测性能均表现优异,但相比于L1BLS, ENBLS,
L1RBLS,网络结构的简化程度略低. 针对处理有离群
值的数据集, L1BLS, ENBLS预测性能相比于无离群
值时有一定程度的下降,但同样能够大幅简化网络结
构. 在测试时间方面,由于L1BLS, ENBLS大幅简化
了网络结构,所以在无离群值和有离群值的情况下,
L1BLS和ENBLS相较于BLS均减少了测试时间.
为了更加直观地展现不同算法的性能,图 2–5

给出了L1BLS, ENBLS, L1RBLS, ENRBLS相比于
BLS的RMSE的变化率以及网络结构的压缩率.
图2和图3展示了在无离群值情况下,每种算法与

BLS相比预测精度的提升程度以及网络结构的压缩
率.该提升程度或者压缩率由以下公式得到:

Percentage =

RMSE/NodesBLS−RMSE/NodesimprovedBLS

RMSE/NodesBLS

×100,

(23)

其中: RMSE/NodesBLS表示原始BLS的RMSE以及
节点数, RMSE/NodesimprovedBLS表示改进后的BLS
的RMSE以及节点数.
在无离群值情况下, L1RBLS相较于BLS预测精

度下降较多. 针对Abalone数据集, ENBLS, L1RBLS,
ENRBLS与BLS相比预测精度均有所下降. 而在另外
3个数据集上,各个算法预测精度略微有提升,但总体
相近.在网络结构方面,各个算法相比于BLS,能够实
现更为紧凑的网络结构,并且在所有情况下,压缩率
都高于60%,尤其在Basketball, Quake, Abalone数据
集上L1BLS和ENBLS压缩率达到了80%以上,网络结
构得到了明显的简化.
图4和图5展示了在有离群值情况下,每种算法与

BLS相比预测精度的提升程度以及网络结构的压缩
率.该提升程度或者压缩率由式(23)得到.

图 2 正则化BLS的RMSE改进(无离群值)
Fig. 2 RMSE improvement of regularized BLS (no outliers)

图 3 正则化BLS的网络结构压缩率(无离群值)
Fig. 3 Network structure compression ratio of regularized

BLS (no outliers)

图 4 正则化BLS的RMSE改进(离群值p = 30%)
Fig. 4 RMSE improvement of regularized BLS (outliers

p = 30%)
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图 5 正则化BLS的网络结构压缩率(离群值p = 30%)
Fig. 5 Network structure compression ratio of regularized

BLS (outliers p = 30%)

在有离群值情况下,在Basketball, Quake, Abalone
数据集上, L1RBLS, ENRBLS相较于BLS,预测精度
都有提升,体现了良好的鲁棒性. 在网络结构方面,
L1BLS, ENBLS, L1RBLS, ENRBLS这 4种算法都不
同程度地简化了网络结构,压缩率均高于50%,特别
地, L1BLS在每个数据集上的网络结构压缩率均达到
了90%以上.

这些结果表明,在无离群值的情况下,基于lasso和
elastic net的BLS网络结构稀疏方法能够在不损失预
测精度的前提下,产生一个更为紧凑的网络结构. 在
有离群值的情况下,本文提出的L1BLS和ENBLS精
度略有下降,但同样能够大幅简化网络结构.

5 总总总结结结

本文提出了一种基于lasso和elastic net的BLS网络
结构稀疏方法,其主要思想是利用Lasso和Elastic net
代替BLS目标函数中的L2范数,将对输出预测影响程
度低的节点进行剔除,权衡模型预测精度与网络结构
的关系,最终得到一个稀疏的网络结构. 本文选取了
几个常用的UCI回归数据集,将该方法与BLS进行了
性能比较. 实验表明,该方法在保持模型预测精度的
前提下,同时实现了一个更为紧凑的网络结构.
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