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摘要:本文研究了离散时滞Lur’e系统的绝对稳定性和鲁棒绝对稳定性问题,包含时变时滞和扇形有界约束的非
线性.首先,构造了新颖的李雅普诺夫-克拉索夫斯基泛函(Lyapunov-Krasovskii functional, LKF),其中,为了增补时
变时滞区间和其他系统状态变量之间的耦合信息, LKF中扩充了一些重要的向量.其次,结合改进的基于自由权重
矩阵求和不等式技巧,推导了一些比已有结论保守性更低的绝对和鲁棒绝对稳定性判据.稳定性判据保守性的减小
主要归功于改进的LKF和求和不等式技巧.最后,通过几个文献中常用的数值算例的求解仿真来说明本文判据的有
效性和先进性.
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Abstract: In this paper, the absolute stability and robustly absolute stability for discrete-time Lur’e systems with time-
varying delays and sector constraint nonlinearities are investigated. To begin with, an augmented Lyapunov-Krasovskii
functional (LKF) is designed, where some augmented vectors are chosen to complement some coupling information be-
tween the delay intervals and other system state variables. Next, some improved delay-dependent absolute stability and
robustly absolute stability criteria are proposed via the modified LKF and a modified general free-matrix-based summation
inequality technique application. The proposed stability criteria can be easily solved by using the MATLAB linear matrix
inequality (LMI) toolbox. The stability criteria are less conservative than some results previously proposed. The reduction
of the conservatism mainly depends on the improvement of the LKF and the full use of the modified summation inequality
technique. Finally, some common numerical examples used frequently in some previous literature are presented to show
the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言

在工程实践中,时滞总是不可避免的存在,且是造
成系统性能下降甚至不稳定的主要原因,因此,时滞

系统的稳定性分析一直是控制理论领域的热门话

题[1–5].众所周知,时滞依赖的稳定性判据比时滞无关

的稳定性判据保守性更低,特别是当时滞很小的时候.
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因此,为了进一步减小稳定性判据的保守性,很多学
者一直不断的改进研究方法.降低稳定性判据的保守
性不仅依赖所构造的LKF的有效性,而且依赖松弛的
不等式技巧的发展,大量文献针对连续时滞系统做了
相关的工作,并提出了比较好的研究策略.比如:隐式
LKF[6]、时滞依赖的LKF[7]、向量LKF[8]、其他扩展的

LKF[9–11]等;以及时滞分解理论[12]、松弛二次函数负

定引理等不等式技巧.而针对离散时滞系统,也有相
应的推广,即:离散时滞系统稳定性判据的保守性大
小也依赖于所构造的LKF的先进性和求和不等式技
巧的发展.近几年来,很多学者把注意力集中在离散
时变时滞系统的稳定性分析[13–17].在以上工作中,利
用李雅普诺夫稳定性理论,推导出很多基于线性矩阵
不等式的稳定性判据.为了使得求和的上界值更接近
于真实值,文献推导了一些新颖的自由权重矩阵理论
和求和不等式技巧,比如零等式[13]、离散勒让德多项

式的不等式[17]等.
另外,各种各样的非线性不可避免的存在于工程

实践中,比如:经典的非线性、死区、饱和等.很多非
线性系统可以建模成 Lur’e系统,例如:蔡氏电路
(Chua’s circuit)、洛伦兹系统(Lorenz system)等.这样
的系统可以看作是一个线性动态系统和一个具有扇

形有界约束的非线性反馈项组成的闭环系统.近年来,
针对含有时变时滞和扇形有界约束的Lur’e系统的稳
定性分析问题,很多文献提出了重要的基于线性矩阵
不等式的稳定性判据.针对连续的Lur’e系统情形,文
献[18–20]的作者通过构造扩展的LKF和利用改进的
积分不等式技巧,提出了比已有文献保守性更小的绝
对稳定和鲁棒绝对稳定的判据.针对离散的Lur’e系统
情形,文献[21–23]利用改进的求和不等式技巧获得了
重要的稳定性判据.通过本文作者的查询发现,目前
保守性最低的稳定性判据为文献[23]给出的相关结
论.在此文献中,在构造LKF的时候,把时变时滞区间
分成了一些子区间,从而利用时滞分解的理论获得了
新的稳定性判据.最近,针对离散时滞神经网络系统
的稳定性分析问题,文献[13]给出了一个改进的基于
一般自由权重矩阵求和不等式,并推导出比已有结论
保守性更低的稳定性判据.受此启发,求和不等式是
一个放大的问题,如果上界值越小,不等式放大带来
的保守性越小.且不等式中利用了自由权重矩阵增加
了LMI求解自由度,则此类自由权重矩阵的自由度还
可以进一步扩充,从而得到自由度更大的情形,可能
进一步降低稳定性结论的保守性.更重要的是,在构
造LKF的时候,一方面要考虑尽可能多的包含系统状
态之间的关系,另一方面要充分利用所改进的不等式
技巧,这也是稳定性分析中的难点和重点.以上分析
将作为本文的出发点.
本文主要贡献可以总结为下列两点:

1) 根据文献[13]中的一般自由权重矩阵求和不等
式技巧,通过进一步增加不等式中自由权重矩阵的自
由度而获得了更为一般的求和不等式.这样,增加了
稳定性判据中的LMI约束条件的求解自由度,进一步
减小该稳定性判据的保守性.最后计算结果验证了此
方法的有效性;

2) 基于改进的更为一般的求和不等式引理2,本
文改进了相应 LKF.和文献[21–25]比较,本文构造
LKF的时候在V1(k)和V3(k)中增加了二重求和项,从
而LKF中包含更多关于系统不同状态变量之间的耦
合信息.这样可以在不同的时变时滞子区间 [h1,

h(k)]和[h(k), h2]之间充分利用改进的更为一般的求

和不等式引理2.因此,本文关于离散时滞Lur’e系统稳
定性判据的定理和推论保守性比文献[21, 23–25]
的更小.
本文主要针对离散时变时滞Lur’e系统的绝对稳

定和鲁棒且对稳定性问题展开研究.其中包括时变时
滞和扇形有界约束非线性.为了充分的利用和发挥改
进的基于一般自由权重矩阵求和不等式的作用,对所
需LKF进行了重要的扩充.通过李雅普诺夫稳定性理
论,推导了一些新的基于线性矩阵不等式的绝对稳定
和鲁棒绝对稳定性判据.所推导的稳定性判据保守性
比已有文献的更小.最后,通过对两个常用在文献中
的数值算例的求解和仿真,验证了本文方法和结论的
有效性.

2 问问问题题题阐阐阐述述述

考虑下面标称的和不确定的离散时变时滞Lur’e
系统:

Σ1 :



x(k + 1) = Ax(k) +Bx(k − h(k))+

Dω(k),

z(k) = Mx(k) +Nx(k − h(k)),

ω(k) = −φ(k, z(k)),

x(k) = ϕ(k), k = −h2,−h2 + 1, · · · , 0
(1)

和

Σ2 :



x(k + 1) = (A+∆A(k))x(k)+

(B +∆B(k))x(k − h(k))+

(D +∆D(k))ω(k),

z(k) = Mx(k) +Nx(k − h(k)),

ω(k) = −φ(k, z(k)),

x(k) = ϕ(k), k = −h2,−h2 + 1, · · · , 0,
(2)

其中: x(k) ∈ Rn (Rn表示n-维欧式空间), ω(k) ∈ Rm

和z(k) ∈ Rm分别是系统状态向量、输入向量和输出

向量; (A, B ∈ Rn×n) (Rn×m表示n ×m实矩阵空间),
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(D, M , N ∈ Rm×n); (∆A(k), ∆B(k) ∈ Rn×n)和
∆D(k) ∈ Rm×n分别是表示不确定参数的实矩阵函

数;函数ϕ(k)表示初始条件.

假假假设设设 1 时变时滞h(k)满足以下有界约束条件:

0 6 h1 6 h(k) 6 h2, (3)

其中非负标量h1和h2分别表示时变时滞的上下界值.

假假假设设设 2 不确定参数是允许的并且满足下面的

等式:

[∆A(k) ∆B(k) ∆D(k)] = LF (k)[Ea Eb Ed],

(4)

其中(L, Ea, Eb ∈ Rn×n)和Ed ∈ Rn×m是已知常矩

阵,且F (k) ∈ Rn×n是Lebesgue可测的未知矩阵满足
下列不等式

FT(k)F (k) 6 I, ∀t > 0, (5)

这里I表示相应维数的单位矩阵.

假假假设设设 3 非线性函数φ(k, z(k)) ∈ Rm满足下列

条件:
1) φ(k, z(k))是关于k离散的;
2) φ(k, z(k))关于z(k)是全局Lipschitz连续的且

φ(k, 0) = 0;
3) (φ(k, z(k))−K1z(k))

T×

(φ(k, z(k))−K2z(k)) 6 0; (6)

或者

(φ(k, z(k)))T(φ(k, z(k))−Kz(k)) 6 0, (7)

其中K1和K2 ∈ Rm×m是约束矩阵,且K =K2 −K1

是对称正定的矩阵.也就是,如果非线性φ(k, z(k))满

足式(2),那么认为φ(k, z(k))属于扇形界[K1,K2]的;
如果φ(k, z(k))满足式(2),那么认为φ(k, z(k))属于

扇形界[0,K]的.

在推导主要结论之前,给出下列一些重要的定义
和引理:

定定定义义义 1 如果Lur’e系统的平凡解x(k) = 0对非

线性φ(k, z(k))满足假设3是全局一致渐近稳定的,那
么称Lur’e系统在扇形界[K1,K2] (或[0,K])是绝对稳
定的或者鲁棒绝对稳定的.

引引引理理理 1 [13] 令x : [a, b− 1] → Rn是一个向量函

数,其中a, b是整数.对一个正定矩阵R ∈ Rn×n,下列
的不等式是成立的:

−
b−1∑
i=a

xT(i)Rx(i) 6 − 1

b− a
ζTR̄ζ, (8)

−
b−1∑
i=a

∆xT(i)R∆x(i) 6 − 1

b− a
ξTR̄ξ, (9)

其中:

ζ = col{
b−1∑
i=a

x(i),−
b−1∑
i=a

x(i) + 2χ1,

b−1∑
i=a

x(i)− 6χ1 + 12χ2},

ξ = col{x(b)− x(a), x(b) + x(a)− 2Ω1,

x(b)− x(a) + 6Ω1 − 6Ω2},

χ1 =
b−1∑
i2=a

b−1∑
i1=i2

x(i1)

b− a+ 1
,

χ2 =
b−1∑
i3=a

b−1∑
i2=i3

b−1∑
i1=i2

x(i1)

(b− a+ 1)(b− a+ 2)
,

Ω1 =
b∑

i=a

x(i)

b− a+ 1
,

Ω2 =
b∑

i2=a

b∑
i1=i2

x(i1)

(b− a+ 1)(b− a+ 2)
,

R̄ = {R, 3R, 5R}, ∆x(i) = x(i+ 1)− x(i).

引引引理理理 2 令x : [a, b− 1] → Rn是一个向量函数,
其中a, b是整数.对一个正定矩阵R ∈ Rn×n和任意适

当维数的矩阵M1, M2和两个向量β, ω,下列的不等
式是成立的:

−
b−1∑
i=a

xT(i)Rx(i) 6

Sym{βTM1ζ}+ (b− a)βTM1R̄
−1MT

1 β, (10)

−
b−1∑
i=a

∆xT(i)R∆x(i) 6

Sym{ωTM1ξ}+ (b− a)ωTM2R̄
−1MT

2 ω. (11)

证 这里只证明不等式(10),不等式(11)类似.
只要令

A = −
b−1∑
i=a

xT(i)Rx(i), B = ζ,

C = (b− a)R̄−1, N = MT
1 β,

根据引理1和文献[26]中的引理4.1则可得不等式
(10)成立. 证毕.
注注注 1 引理1中的式(8)中的ζ包含了三重求和项χ2,因

此要直接应用ζ式不可避免的要引入χ2.本文目的是在不引
入三重求和项的基础上,进一步改进Lyapunov泛函,结合引
理1和2进一步降低稳定性判据的保守性.事实上,式(8)可以
重新整理为以下不等式:

−
b−1∑
i=a

xT(i)Rx(i) 6 − 1

b− a
ζTR̄ζ =

− 1

b− a
(
b−a∑
i=a

xT(i))R(
b−a∑
i=a

x(i))−

3

b− a
(−

b−a∑
i=a

x(i) + 2χ1)
TR(−

b−a∑
i=a

x(i) + 2χ1)−

5

b− a
(
b−a∑
i=a

x(i)− 6χ1 + 12χ2)
TR×
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(
b−a∑
i=a

x(i)− 6χ1 + 12χ2) 6

− 1

b− a
(
b−a∑
i=a

xT(i))R(
b−a∑
i=a

x(i))−

3

b− a
(−

b−a∑
i=a

x(i) + 2χ1)
TR(−

b−a∑
i=a

x(i) + 2χ1) =

− 1

b− a
ζ̃TR̃ζ̃.

这里

ζ̃ = col{
b−1∑
i=a

x(i),−
b−1∑
i=a

x(i) + 2χ2},

R̃ = diag{R, 3R}.

引引引理理理 3 [27] 给定矩阵Γ , Θ和Υ = ΥT,则对F (k)

满足FT(k)F (k) 6 I有

Υ + ΓF (k)Θ +ΘTFT(k)ΓT < 0

成立当且仅当对任意的标量ε > 0,下列不等式成
立:

Υ + ε−1ΓΓT + εΘTΘ < 0.

3 主主主要要要结结结论论论

为了更准确地描述时滞对Lur’e系统(1)稳定性
的影响,本文旨在推导新的保守性更小的稳定性判
据.为了简化向量和矩阵的表示,给出以下符号:

h12 = h2 − h1, hk = h(k), hk1 = h(k)− h1,

hk2 = h2 − h(k), s1(h) = h+ 1,

s2(h) =
(h+ 1)(h+ 2)

2
,

η1(k) = col{x(k),
k−1∑

i=k−h1

x(i),
k−h1−1∑
i=k−h2

x(i),

k−1∑
i=k−h1

k−1∑
j=i

x(j)},

η2(k) = col{x(k),∆x(k)},
ξ(k) = col{x(k), x(k − h1), x(k − hk), x(k − h2),

µ1(k), µ2(k), µ3(k), v1(k), v2(k), v3(k)},

u1(k) =
k−h1∑

i=k−hk

x(i)

s1(hk1)
, u2(k) =

k−hk∑
i=k−h2

x(i)

s1(hk2)
,

u3(k) =
k∑

i=k−h1

x(i)

s1(h1)
, v1(k) =

k∑
i=k−h1

k∑
j=i

x(j)

s2(h1)
,

v2(k) =
k−h1∑

i=k−hk

k−h1∑
j=i

x(j)

s2(hk1)
,

v3(k) =
k−hk∑

i=k−h2

k−hk∑
j=i

x(j)

s2(hk2)
.

3.1 绝绝绝对对对稳稳稳定定定性性性判判判据据据

定定定理理理 1 如果存在正定矩阵P ∈ R4n×4n (Ri ∈

R2n×2n), (Qi, Zi, Gj ∈ Rn×n), (i = 1, 2; j = 1, 2, 3)
和任意适当维数的自由矩阵X , T ∈ R4n×4n, Y , H
∈ R4n×3n使得下列不等式成立,则称标称Lur’e系统
Σ1在h(k)满足式(3)和非线性φ(k, z(k))满足式(7)
下是绝对稳定的.

R1 +

[
0 G1

G1 G1

]
> 0, (12)

Ξ1 =


Π(h1)+Φ h12β

T
2 T h12β

T
2 H ΓΩ

∗ −h12R̄3 0 0

∗ ∗ −h12Z̄2 0

∗ ∗ ∗ −Ω

 < 0,

(13)

Ξ2 =


Π(h2)+Φ h12β

T
1 M h12β

T
1 N ΓΩ

∗ −h12R̄2 0 0

∗ ∗ −h12Z̄2 0

∗ ∗ ∗ −Ω

 < 0,

(14)

其中: P > 0 (P < 0)表示P是正定的(负定的)矩阵;
∗表示块矩阵对称的部分, Sym{A} = A + AT, ei
= col{0n×n, · · · , In×n︸︷︷︸

i

, 0n×n, · · · , 0n×n, 0m×m︸ ︷︷ ︸
11−i

}, i

= 1, 2, · · · , 11,比如ξT(k)e2=xT(k−h1), ξT(k)e11
= ωT(k), diag{a1, · · · , an}表示n-阶对角矩阵, a1,
· · · , an为对角元,

Π(hk) = Π1(hk) +Π2 + Sym{Π3(hk)},
Π1(hk) = Sym{Φ(hk)PΘT},
Π2 = e1(Q1 +G1)e

T
1 + e2(Q2 −Q1 +G2−

G1)e
T
2 + e3(G3 −G2)e

T
3 − e4(G3+

Q2)e
T
4 − 1

h1
ζ0R̄1ζ

T
0 − 1

h1
γ0Z̄1γ

T
0 ,

Π3(hk) = βT
1 XζT1 + βT

2 Tζ
T
2 + βT

1 Y γT1 + βT
2 HγT2 ,

Θ = [es (e1 − e2) (e2 − e4) s1(h1)(e1 − e7)],

Γ = [e1 Θ],

Ω = diag{0, P}+ diag{h1R1 + h12R2, 0, 0, 0}+
diag{0, h1Z1 + h12Z2, 0, 0, 0},

Φ(hk) = [e1 s1(h1)e7−e1 s1(hk1)e5+s1(hk2)e6−
e2−e3 s2(h1)e8−s1(h1)e1],

Φ = −2e11e
T
11 − Sym{e11KMeT1 + e11KNeT3 },

βT
1 = [e2 e3 e5 e9], β

T
2 = [e3 e4 e6 e10],

ζ0 = [s1(h1)e7 − e1 e1 − e2 s2(h1)e8−
s1(h1)e7 − e1 e1 + e2 − 2e7],
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ζ1(hk) = [s1(hk1)e5 − e2 e2 − e3 s2(hk1)e9−
s1(hk1)e5 − e2 e2 + e3 − 2e5],

ζ2(hk) = [s1(hk2)e6 − e3 e3 − e4s2(hk2)e10−
s1(hk2)e6 − e3 e3 + e4 − 2e6],

γ0 = [e1 − e2 e1 + e2 − 2e7

e1 − e2 + 6e7 − 6e8],

γ1 = [e2 − e3 e2 + e3 − 2e5

e2 − e3 + 6e5 − 6e9],

γ2 = [e3 − e4 e3 + e4 − 2e6

e3 − e4 + 6e6 − 6e10],

Ri = Ri +

[
0 Gi

Gi Gi

]
, R̄i = diag{Ri, 3Ri},

Z̄i = diag{Zi, 3Zi, 5Zi}, i = 1, 2,

R3 = R2 +

[
0 G3

G3 G3

]
, R̄3 = diag{R3, 3R3},

es = e1(A− I)T + e3B
T + e11D

T.

证 基于引理1–2的求和不等式技巧,本文构造
下面改进的LKF:

V (k) =
5∑

i=1
Vi(k), (15)

其中∆x(i) = x(i+ 1)− x(i)且

V1(k) = ηT1 (i)Pη1(i),

V2(k) =
k−1∑

i=k−h1

xT(i)Q1x(i)+

k−h1−1∑
i=k−h2

xT(i)Q2x(i),

V3(k) =
−1∑

i=−h1

k−1∑
j=k+i

ηT2 (j)R1η2(j)+

−h1−1∑
i=−h2

k−1∑
j=k+i

ηT2 (j)R2η2(j),

V4(k) =
−1∑

i=−h1

k−1∑
j=k+i

∆xT(i)Z1∆x(i)+

−h1−1∑
i=−h2

k−1∑
j=k+i

∆xT(i)Z2∆x(i).

沿着系统(1)的轨迹, V (k)的差分分别可以写成

下面的形式:

∆V1(k) =

ηT1 (k + 1)Pη1(k + 1)− ηT1 (k)Pη1(k) =

(η1(k + 1)− η1(k))
TP (η1(k + 1)− η1(k))+

Sym{ηT1 (k)P (η1(k + 1)− η1(k))} =

ξT(k){[es (e1 − e2) (e2 − e4)

s1(h1)(e1 − e7)]P [es (e1 − e2) (e2 − e4)

s1(h1)(e1 − e7)]
T + Sym{[e1 s1(h1)e7 − e1

s1(hk1)e5 + s1(hk2)e6 − e2 − e3

s2(h1)e8 − s1(h)e1]P [es (e1 − e2)

(e2 − e4) s1(h1)(e1 − e7)]
T}}ξ(k) =

ξT(k)(ΘPΘT + Sym{Φ(hk)PΘT})ξ(k), (16)

∆V2(k) =

xT(k)Q1x(k) + xT(k − h1)(Q2−
Q1)x(k − h1)− xT(k − h2)Q2x(k − h2) =

ξT(k)(e1Q1e
T
1 + e2(Q2 −Q1)e

T
2 −

e4Q2e
T
4 )ξ(k), (17)

∆V3(k) =

ηT2 (k)(h1R1 + h12R2)η2(k)−
k−1∑

i=k−h1

ηT2 (i)R1η2(i)−

k−h1−1∑
i=k−h2

ηT2 (i)R2η2(i) =

ξT(k)[e1 es](h1R1 + h12R2)[e1 es]
Tξ(k)−

k−1∑
i=k−h1

ηT2 (i)R1η2(i)−
k−h1−1∑
i=k−h2

ηT2 (i)R2η2(i), (18)

∆V4(k) =

∆xT(k)(h1Z1 + h12Z2)∆x(k)−
k−1∑

i=k−h1

∆xT(i)Z1∆x(i)−

k−h1−1∑
i=k−h2

∆xT(i)Z2∆x(i) =

ξT(k)es(h1Z1 + h12Z2)e
T
s ξ(k)−

k−1∑
i=k−h1

∆xT(i)Z1∆x(i)−

k−h1−1∑
i=k−h2

∆xT(i)Z2∆x(i). (19)

这里Θ, Φ(hk), es为定理1所定义.
对任意的对称矩阵G1, G2和G3,下面的零等式

自然成立:

0 = xT(k)G1x(k)− xT(k − h1)G1x(k − h1)−
k−1∑

i=k−h1

[∆xT(i)G1∆x(i)+
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2∆xT(i)G1x(i)], (20)

0 = xT(k − h1)G2x(k − h1)−
xT(k − hk)G2x(k − hk)−
k−h1−1∑
i=k−hk

[∆xT(i)G2∆x(i)+

2∆xT(i)G2x(i)], (21)

0 = xT(k − hk)G3x(k − hk)−
xT(k − h2)G3x(k − h2)−
k−hk−1∑
i=k−h2

[∆xT(i)G3∆x(i)+

2∆xT(i)G3x(i)]. (22)

把上面的3个零等式(20)–(22)加入∆V3(k)中可

以改写∆V3(k)为下列形式:

∆V3(k) =

ηT2 (k)(h1R1 + h12R2)η2(k) + e1G1e
T
1 +

e2(G2 −G1)e
T
2 + e3(G3 −G2)e

T
3 −

e4G3e
T
4 −

k−1∑
i=k−h1

ηT2 (i)R1η2(i)−

k−h1−1∑
i=k−hk

ηT2 (i)R2η2(i)−
k−hk−1∑
i=k−h2

ηT2 (i)R3η2(i) =

ξT(k)[e1 es](h1R1 + h12R2)[e1 es]
Tξ(k)−

ξT(k)(e1G1e
T
1 + e2(G2 −G1)e

T
2 +

e3(G3 −G2)e
T
3 − e4G3e

T
4 )ξ(k)−

k−1∑
i=k−h1

ηT2 (i)R1η2(i)−
k−h1−1∑
i=k−h2

ηT2 (i)R2η2(i). (23)

根据不等式 (12)和引理 1中的式 (9)和注 1,
∆V3(k)和∆V4(k)中的R1−和Z1−依赖的求和形式
可以写为系列不等式形式:

−
k−1∑

i=k−h1

ηT2 (i)R1η2(i) 6

− 1

h1
(col{

k−1∑
i=k−h1

η2(i),−
k−1∑

i=k−h1

η2(i) + 2χ̄1})T×

R1(col{
k−1∑

i=k−h1

η2(i),−
k−1∑

i=k−h1

η2(i) + 2χ̄1}) =

− 1

h1
(col{

k−1∑
i=k−h1

x(i)− x(k), x(k)− x(k − h1),

(h1 + 2)v1(k)− s1(h1)µ3(k)− x(k),

x(k) + x(k − h1)− 2µ3(k)})T×

R1(col{
k−1∑

i=k−h1

x(i)− x(k), x(k)− x(k − h1),

(h1 + 2)v1(k)− s1(h1)µ3(k)− x(k),

x(k) + x(k − h1)− 2µ3(k)}) =

− 1

h1
ξT(k)ζ0R̄1ζ

T
0 ξ(k), (24)

−
k−1∑

i=k−h1

∆xT(i)Z1∆x(i) 6

− 1

h1
(col{x(k)− x(k − h1), x(k) + x(k − h1)−

2Ω̄1, x(k)− x(k − h1) + 6Ω̄1 − 6Ω̄2})T×
R1(col{x(k)− x(k − h1), x(k) + x(k − h1)−

2Ω̄1, x(k)− x(k − h1) + 6Ω̄1 − 6Ω̄2}) =

− 1

h1
ξT(k)γ0Z̄1γ

T
0 ξ(k), (25)

这里v1(k)和µ3(k)为定理1所定义,并且

χ̄1 =
k−1∑

i2=k−h1

k−1∑
i1=i2

η2(i1)

s1(h1)
,

χ̄2 =
k−1∑

i3=k−h1

k−1∑
i2=i3

k−1∑
i1=i2

η2(i1)

2s2(h1)
,

Ω̄1 =
k∑

i=k−h1

x(i)

s1(h1)
, Ω̄2 =

k∑
i2=k−h1

k−1∑
i1=i2

x(i)

2s2(h1)
.

从不等式(13)和(14)中可以得到R2 > 0且R3 >

0.因此,利用引理2中的式(10)和式(11)来估计下面
R2−, R3−和Z2−依赖的求和不等式:

−
k−h1−1∑
i=k−h2

ηT2 (i)R2η2(i) =

−
k−h1−1∑
i=k−hk

ηT2 (i)R2η2(i)−

k−hk−1∑
i=k−h2

ηT2 (i)R2η2(i) 6

ξT(k) Sym{βT
1 XζT1 + βT

2 Tζ
T
2 }ξ(k)+

hk1ξ
T(k)βT

1 XR̄−1
2 XTβ1ξ(k)+

hk2ξ
T(k)βT

2 T R̄−1
3 TTβ2ξ(k), (26)

−
k−h1−1∑
i=k−h2

∆xT(i)Z2∆x(i) =

−
k−h1−1∑
i=k−hk

∆xT(i)Z2∆x(i)−

k−hk−1∑
i=k−h2

∆xT(i)Z2∆x(i) 6

ξT(k) Sym{βT
1 Y γT1 + βT

2 HγT2 }ξ(k)+
hk1ξ

T(k)βT
1 Y Z̄−1

2 Y Tβ1ξ(k)+

hk2ξ
T(k)βT

2 HZ̄−1
2 HTβ2ξ(k), (27)
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并且,利用假设3中的式(7)可以得到下列不等式:

− 2ωT(k)ω(k)−
2ωT(k)K[Mx(k) +Nx(k − h(k))] > 0. (28)

最后,通过式(16)–(19)和式(23)–(28),下列不等
式成立:

∆V (k) 6
ξT(k)(ΘPΘT + Sym{Φ(hk)PΘT})ξ(k)+
ξT(k)(e1Q1e

T
1 + e2(Q2 −Q1)e

T
2 − e4Q2e

T
4 )ξ(k)+

ξT(k)([e1 es](h1R1 + h12R2)[e1 es]
T+

es(h1Z1 + h12Z2)e
T
s + e1G1e

T
1 +

e2(G2 −G1)e
T
2 + e3(G3 −G2)e

T
3 −

e4G3e
T
4 − 1

h1
ζ0R1ζ

T
0 − 1

h1
γ0Z̄1γ

T
0 )ξ(k)+

ξT(k) Sym{βT
1 XζT1 + βT

2 Tζ
T
2 }ξ(k)+

ξT(k) Sym{βT
1 Y γT1 + βT

2 HγT2 }ξ(k)+
hk1ξ

T(k)βT
1 XR̄−1

2 XTβ1ξ(k)+

hk2ξ
T(k)βT

2 T R̄−1
3 TTβ2ξ(k)+

hk1ξ
T(k)βT

1 Y Z̄−1
2 Y Tβ1ξ(k)+

hk2ξ
T(k)βT

2 HZ̄−1
2 HTβ2ξ(k).

化简可以得到如下形式:

∆V (k) 6
ξT(k)[Π(hk) + ΓΩΓT + Φ+

hk1β
T
1 (XR̄−1

2 XT + Y Z̄−1
2 Y T)β1]ξ(k)+

hk2ξ
T(k)βT

2 (T R̄−1
3 TT +HZ̄−1

2 HT)β2ξ(k). (29)

结合Schur补引理和不等式(13)和(14)可以推出
∆V (k) < 0.所以,根据李雅普诺夫稳定性理论可知
标称Lur’e系统Σ1是渐近稳定的.由定义1可知,标
称Lur’e系统Σ1是绝对稳定的. 证毕.
接下来,考虑非线性函数 φ(k, z(k))满足假设 3

中的式 (6),也就是 φ(k, z(k))属于扇形约束 [K1,

K2].根据文献[28]中给出的模型转换方法, φ(k,
z(k))属于扇形约束[0, K]的稳定性问题等价于下面

的变换形式:

Σ̃1 :


x(k + 1) = (A−DK1M)x(k)+

(B−DK1N)x(k−h(k))+Dω(k),

z(k) = Mx(k) +Nx(k − h(k)),

ω(k) = −φ(k, z(k)),

(30)

其中非线性函数φ(k, z(k))可以变换为属于扇形约

束[0,K2 −K1].即满足假设3中的式(7).因此,上述
定理1可以推广到如下结论:

推推推论论论 1 如果存在正定矩阵P ∈ R4n×4n(Ri

∈ R2n×2n), (Qi, Zi, Gj ∈ Rn×n), (i = 1, 2; j = 1, 2,

3)和任意适当维数的自由矩阵X , T ∈ R4n×4n, Y ,
H ∈ R4n×3n使得不等式(12)和下列不等式成立,则
称标称Lur’e系统Σ̃1在h(k)满足式(3)和非线性φ(k,

z(k))满足式(6)下是绝对稳定的.

Ξ̃1 =


Π̃(h1)+Φ̃ h12β

T
2 T h12β

T
2 H Γ̃Ω

∗ −h12R̄3 0 0

∗ ∗ −h12Z̄2 0

∗ ∗ ∗ −Ω

 < 0,

(31)

Ξ̃2 =


Π̃(h2)+Φ̃ h12β

T
1 X h12β

T
1 Y Γ̃Ω

∗ −h12R̄2 0 0

∗ ∗ −h12Z̄2 0

∗ ∗ ∗ −Ω

 < 0,

(32)

其中:

Π̃(hk) = Π̃1(hk) +Π2 + Sym{Π3(hk)},
Π̃1(hk) = Sym{Φ(hk)PΘ̃T},
Θ̃ = [ẽs (e2 − e4) (e1 − e2) s1(h1)(e1 − e7)],

Γ̃ = [e1 Θ̃],

ẽs = e1(A−DK1M − I)T + e3(B −DK1N)T+

e11D
T,

Φ̃ = −2e1M
TKT

1 K2MeT1 − 2e3N
TKT

1 K2NeT3 −
2e11e

T
11 − Sym{e11(K1 +K2)(MeT1 +

NeT3 ) + 2e1M
T(KT

2 K1 +KT
1 K2)NeT3 }.

证 仅需把定理1证明过程中的式(28)用下列式
子代替即可:

− 2(φ(k, z(k))−K1z(k))
T×

(φ(k, z(k))−K2z(k)) > 0, (33)

也就是,

2[ω(k) +K1(Mx(k) +Nx(k − hk))]
T×

[−ω(k)−K2(Mx(k) +Nx(k − hk))] > 0. (34)

证毕.

3.2 鲁鲁鲁棒棒棒绝绝绝对对对稳稳稳定定定性性性判判判据据据

接下来,本文将把以上绝对稳定性判据推广到
含有时变不确定参数的系统情形中,不确定参数满
足假设2.
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定定定理理理 2 如果存在正定矩阵P ∈ R4n×4n (Ri ∈
R2n×2n), (Qi, Zi, Gj ∈ Rn×n),任意适当维数的自
由矩阵X , T ∈ R4n×4n, Y , H ∈ R4n×3n以及标量εi

> 0, (i = 1, 2; j = 1, 2, 3),使得不等式(12)和下列不
等式成立,则称不确定Lur’e系统Σ̃2在在假设1–3中
的式(7)约束下是鲁棒绝对稳定的.Ξ1 J ε1Λ

T

∗ −ε1I 0

∗ ∗ −ε1I

 < 0, (35)

Ξ2 J ε2Λ
T

∗ −ε2I 0

∗ ∗ −ε2I

 < 0, (36)

其中:
J = [L̄T ∆T

0 0 0 L̄T ΩT]T, Λ = [0 E 0 0 0]T,
L̄ = diag{L,L, L, L, L}, ∆0 = [0 Φ(hk) P ], E =

e1E
T
a + e3E

T
b + e11E

T
d ,且Ξi, (i = 1, 2)见定理1定

义.

证 只需把定理1中的式(13)和式(14)中的A, B
和D用A + LF (k)Ea, B + LF (k)Eb和D + LF (k)

Ed来代替即可.其中令

F̄ (k) = diag{F (k), F (k), F (k), F (k), F (k)},

定理1中的线性矩阵不等式(13)和(14)可以重新写
成下列形式:

Ξi + JF̄ (k)Λ+ ΛTF̄T(k)JT < 0, i = 1, 2. (37)

根据定理1和定义1所约束,如果上式(37)成立,
则可以得到Lur’e系统Σ2满足假设1–3下是鲁棒绝
对稳定的.根据引理3可知,上式(37)成立当且仅当
存在标量εi > 0, (i = 1, 2),下列不等式成立:

Ξi + ε−1
i JJT + εiΛ

TΛ < 0, i = 1, 2. (38)

根据Schur补引理可得矩阵不等式(38)和线性矩
阵不等式(35)–(36)是等价的. 证毕.

推推推论论论 2 如果存在正定矩阵P ∈ R4n×4n (Ri ∈
R2n×2n), (Qi, Zi, Gj ∈ Rn×n),任意适当维数的自
由矩阵X , T ∈ R4n×4n, Y , H ∈ R4n×3n以及标量εi

> 0, (i = 1, 2; j = 1, 2, 3),使得不等式(12)和下列不
等式成立,则称不确定Lur’e系统Σ̃2在在假设1–3中
的式(6)约束下是鲁棒绝对稳定的.Ξ̃1 J ε1Λ̃

T

∗ −ε1I 0

∗ ∗ −ε1I

 < 0, (39)

Ξ̃2 J ε2Λ̃
T

∗ −ε2I 0

∗ ∗ −ε2I

 < 0, (40)

其中:

Λ̃ =[0 Ẽ 0 0 0]Tm,

E =e1(Ea −EdK1M)T + e3(Eb − EdK1N)T+

e11E
T
d

且Ξ̃i (i = 1, 2)见推论1定义.
注注注 2 为了在不同的时变时滞子区间[h1, h(k)]和[h(k),

h2]之间充分利用引理1,本文构造LKF的时候增加了二重求
和项V1(k)和V3(k).这样,所构造的LKF比文献[21–25]
中选择的LKF包含更多关于系统不同状态变量之间的耦合信
息.因此,本文关于离散时滞Lur’e系统稳定性判据的定理和
推论保守性比文献[21–25]的更小.

注注注 3 定理和推论1–2中的矩阵不等式初始形式并不
是线性矩阵不等式形式,因为他们都依赖于时变时滞参数
h(k).事实上,结论中的矩阵不等式都可以写成以下形式:

Σ1 + hk1Σ2 + hk2Σ3 < 0, (41)

这里Σi (i = 1, 2, 3)都是时滞无关的矩阵函数.根据文献[29]
给出的凸组合技巧可以推出以上初始形式的矩阵不等式成立

当且仅当对h1 6 h(k) 6 h2 下列不等式成立:

Σ1 + [hk1Σ2 + hk2Σ3]hk∈{h1,h2} < 0, (42)

也就是,

Σ1 + h12Σ3 < 0, (43)

Σ1 + h12Σ2 < 0. (44)

以上分析可以知道本文结论中的矩阵不等式可

以化成线性矩阵不等式形式求解.

4 数数数值值值算算算例例例

本章主要通过文献[21–23, 25]中常用的数值算
例来验证本文稳定性判据的有效性.利用MATLAB
中的LMI工具箱来求解结论中的线性矩阵不等式,
可以计算出系统最大允许时滞上界(maximum al-
lowable delay upper bounds, MADUBs).

例例例 1 [21–23] 考虑不确定Lur’系统Σ̃1,具体参数
描述如下:

A =

[
0.8 0

0.05 0.9

]
, B =

[
−0.1 0

−0.2 −0.1

]
,

D =

[
−0.02

−0.03

]
, M = [0.3 0.1],

N = [0.1 0.2], L = Ea = Eb =

[
0.1 0

0 0.1

]
,
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Ed =

[
0

0

]
, K1 = 0.2, K2 = 0.5.

给定不同的时滞下界值h1,相应的MADUBs h2
可以通过MATLAB中的LMI工具箱求解结论中的
线性矩阵不等式得到.表1中给出了计算所得结果,
并和文献[21–23]中的结果进行了比较分析.从此表
中可以看出,本文稳定性判据计算出的MADUBs值
比文献中的更大,这也说明本文的结论比文献中的
保守性更小,效果更好.图1表示在本文得到的时滞
上界情形下的状态相应曲线.其中, φ(k, z(k)) =
(0.35 + 0.15 sin k)z(k),初 始 条 件 为 x(0) = [1

− 1]T,时变时滞为h(k) =
49

2
+

49

2
sin

kπ

4
.从图1

可以看出本文的时滞上界没有超出实际值,系统仍
然是趋于稳定的.

表 1 不同h1下的MADUBs h2值(例1)
Table 1 MADUBs h2 for different h1 (Example 1)

h1方法
4 6 8 10 12 15 17 18 20

不
含
有
不
确

定
参
数
情
形

文献[21] 17 18 19 20 21 23 25 25 27
文献[22] 17 18 19 20 21 23 25 25 27
文献[23] 19 20 21 22 23 24 26 26 28
推论1 22 23 24 25 25 26 27 27 29

含
有
不
确
定

参
数
情
形

文献[21] 12 13 14 15 16 18 20 21 22
文献[22] 12 13 14 15 16 18 20 21 22
文献[23] 13 13 14 15 16 18 20 21 22
推论2 16 17 17 18 18 19 21 22 22

k / s
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0.0
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-0.8

1.0

-1.0

x
 ( k

)

x1(k)

x2(k)

50 100 150 200 250 300

图 1 在例1给定条件下,系统Σ̃1的状态相应曲线

Fig. 1 The state response of system Σ̃1 under the conditions
given in Example 1

例例例 2 [21–23] 考虑标称的Lur’e系统Σ1,具体参
数描述如下:

A =

[
0.8 0

0 0.7

]
, B =

[
−0.1 0

−0.1 −0.1

]
,

D =

[
−0.02

−0.03

]
, M = [0.6 0.8],

N = [0 0], K = 0.5.

和例1相似,给定不同的时滞下界值h1,相应的
MADUBs h2可以通过MATLAB中的LMI工具箱求
解结论中的线性矩阵不等式得到.表2–3中给出了
在K = 0.5和K = 10情形下的计算所得结果,并和
文献[21, 23]中的结果进行了比较分析.从此表中可
以看出,本文稳定性判据计算出的MADUBs值比文
献中的更大,这也说明本文的结论比文献中的保守
性更小,效果更好.随着K的增大,时滞上界也是递
减的.图2表示在本文得到的时滞上下界(h1 = 20,
h2 = 44)情形下且K = 0.5的状态响应曲.其中,
φ(k, z(k)) = 0.5 sin2(z(k)),初始条件为x(0) = [1

2]T,时变时滞为h(k) = 32 − 12 sin(
kπ

4
).图3在图2

的基础上,取K = 10时的状态响应曲线.即, φ(k,
z(k)) = 10 sin2(z(k)).从图2–3可以看出本文的时
滞上界没有超出实际值,系统仍然是趋于稳定的.

表 2 不同h1下的MADUBs h2值(例2)
Table 2 MADUBs h2 for different h1 (Example 2)

h1K 方法
4 6 8 10 12 15 17 18 20

不
含
有
不
确

定
参
数
情
形

0.5
文献[21] 17 19 21 23 25 28 30 31 33
文献[23] 27 29 30 32 34 37 39 40 42
定理1 29 31 32 33 35 38 40 41 44

10 定理1 23 25 25 26 28 30 32 32 34
含
有
不
确
定

参
数
情
形

0.5
文献[23] 13 14 16 18 20 23 25 26 28
定理2 15 16 18 20 22 24 26 27 30

10 定理2 12 13 14 18 19 22 24 25 29

k / s
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图 2 例2中K = 0.5,系统Σ̃1的状态相应曲线

Fig. 2 The state response of system Σ̃1 with K = 0.5 in
Example 2

另外,在例2系统的基础上考虑不确定参数,即
考虑不确定Lur’e系统Σ2,具体不确定参数描述如
下:
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L = Ea = Eb =

[
0.2 0

0 0.2

]
, Ed =

[
0.1

0

]
.

k / s

0

0.4

-0.4

0.2

-0.2

0.0
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图 3 例2中K = 10,系统Σ̃1的状态相应曲线

Fig. 3 The state response of system Σ̃1 with K = 10 in
Example 2

在这种情形下,相应的MADUBs h2可以通过
MATLAB中的LMI工具箱求解定理2中的线性矩阵
不等式得到.而文献[21]没有考虑不确定参数矩阵
∆D(k),所以其结论不适用此种情形.从表1和2中
都可以看出,含有不确定参数的情形所得到的
MADUBs h2总是比不含有不确定参数情形的要小,
因此,鲁棒绝对稳定性判据要比绝对稳定性判据保
守性更大.

5 总总总结结结

本文主要基于李雅普诺夫稳定性理论,研究了
含有时变时滞和扇形界约束的非线性离散时滞

Lur’e系统的绝对稳定和鲁棒绝对稳定性问题.受已
发表文献的启发,构造了扩充的LKF和改进了求和
不等式技巧,并基于此给出了一些绝对稳定性和鲁
棒绝对稳定性判据.本文的结论和已有文献进行了
比较分析,得到保守性更小的结论.最后,通过文献
中常用的数值算例进行计算并仿真,验证了所得结
论的有效性.
显然易见,本文新的稳定性判定条件可以被推

广到很多其他时滞控制系统中,比如:时滞神经网
络系统、时滞中立型系统、时滞线性系统等等.然
而,由于理论分析的复杂性,此理论运用于实际工
程中还有很长的距离.这些将作为团队未来的科研
方向.
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