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摘要:针对模型未知的一类离散时间多智能体系统,本文提出了一种Q-learning方法实现多智能体系统的一致性
控制.该方法不依赖于系统模型,能够利用系统数据迭代求解出可使给定目标函数最小的控制律,使所有智能体的
状态实现一致.通过各个智能体所产生的系统数据,采用策略迭代的方法实时更新求解得到多智能体系统的控制
律,并对所提Q-learning方法进行了收敛性和稳定性分析.最后,论文给出了计算机仿真验证了所提方法的有效性.
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1 引引引言言言

近年来,随着计算机技术和网络技术的不断发展,

有关多智能体系统协同控制方面的研究越来越多.多

智能体系统具有单个智能体无法比拟的优势,可以完

成单个智能体无法完成的任务,因而具有更广泛的应

用,例如:无人飞行器编队控制、卫星姿态控制和移动

多机器人等[1–5].

多智能体系统(multi-agent systems, MASs)的一致

性是复杂动力学系统中一个具有理论和实践意义的

重要问题.现有的一致性问题主要分为两类:无领导

者多智能体系统的一致性和领导–跟随多智能体系统

的一致性.对于无领导者的多智能体系统,当所有智
能体的状态收敛至同一值时,则系统达到一致;对于
领导–跟随的多智能体系统,当系统中所有跟随者的
状态趋于领导者的状态,则系统达到一致.基于多智
能体系统的一致性和协同控制方面的研究[6],文献
[7]利用动态输出反馈的控制方法研究了在固定和切
换拓扑下多智能体系统的一致性,并提出了相应的一
致性算法.为了解决线性异构多智能体系统在切换拓
扑下的一致性问题,文献[8]设计了一种分布式分级控
制协议.对于二阶非线性多智能体系统的一致性问题,
文献[9]推导出固定网络拓扑在部分间歇通信的情况
下达到一致的充分条件.假设系统同时存在网络时延
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与状态时延,文献[10]研究了一类二阶马尔可夫切换
多智能体系统的一致性问题.然而,上述研究均是在
模型参数已知的条件下,而面对现实中复杂的物理系
统,绝对精确的数学模型是难以得到的.所以,为了避
免建模难度大或者模型未知的问题,设计一种基于数
据的分布式控制律则更为有效.
强化学习作为机器学习的一种方法[11–12],以环境

反馈作为输入并通过不断的试错来寻找最优的行为

策略.不同于监督学习,智能体并不知道如何做出正
确的行为策略,但可以通过强化学习的方法对行为策
略进行评估,并根据有效反馈信息对行为策略进行改
善.同时,强化学习的奖励函数对系统信息的需求更
少,也更容易设计,因此,强化学习适合解决复杂的控
制问题.在有关强化学习的基础数学研究取得突破之
后,对强化学习的研究也越来越多[13–14].
强化学习还可以解决最优控制问题,例如带有约

束的最优控制[15–16]、带有时延的最优控制[17–18]、最

优跟踪控制[19–20]、最优一致性控制[21]等.作为强化学
习中一种重要的方法, Q-leaning是一种无模型的学习
方法.目前,已经有很多关于Q-learning的研究,例如:
跟踪控制[22]、零和博弈[23]、鲁棒控制[24]等.
经过上述讨论可知,在系统模型已知的前提下,文

献[7–10]可以很好地解决多智能体系统的一致性问
题,但是当系统模型未知时,解决这一问题将变得困
难.为了避免复杂的机理建模,本文提出一种Q-learn-
ing方法解决离散时间多智能体系统的一致性问题,主
要贡献如下:

1) 将Q-learning方法从单智能体拓展应用到多智
能体系统中,解决了离散时间多智能体系统模型未知
时的一致性控制问题;

2) 对于多智能体强化学习,本文在文献[26]的基
础上对值函数的结构进行了优化改进,提出了一种新
的关于误差的值函数.
本文结构安排如下:第2部分将给出基础代数图理

论和问题描述;第3部分将给出的Q-learning一致性算
法,并对所提算法进行了收敛性和稳定性分析;第4部
分将通过计算机仿真验证所提算法的有效性;最后,
第5部分将对全文工作进行总结和展望.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 代代代数数数图图图论论论

令G = (V, E ,A)表示一个有向加权图.其中: V =

{v1, v2, · · · , vN}表示具有N个节点的集合, E ⊆ V ×
V表示边集,节点下标集合为I = {1, 2, · · · , N}.定
义矩阵A = [aij]是图G的非负邻接矩阵,矩阵元素aij
> 0表示节点vi和vj之间的连接权重.当节点vi可以收
到来自节点vj的信息传递时,则aij > 0;否则aij = 0,
本文所讨论的图中, aii = 0, ∀i, j ∈ I .如果aij = aji,

则称图G是无向的,显然无向图对应的加权邻接矩阵

A = [aij]是对称的.节点vi的邻居下标集合为Ni =

{j|vj ∈ V(vj, vi)∈E}且邻居的个数表示为|Ni|.定义

度矩阵为D = diag{di, i = 1, 2, · · · , N}, di =
n∑

j=1

aij

为矩阵A的第i行元素的和,节点vi的入度和出度分别

定义为din(vi) =
n∑

j=1

aji, dout(vi) =
n∑

j=1

aij .若图G中

每个节点的入度都等于出度,则称图G是平衡图.定义

图G的Laplace矩阵为L = D − A.对于图中的节点vi
和vj ,存在有序下标集合{k1, k2, · · · , kl},若aik1

> 0,

ak1k2
> 0, · · · , aklj > 0,则称节点vi和vj之间存在一

条有向连接路径.如果对于图中任意的两个节点vi
和vj之间存在至少一条有向连接路径,则称图G是强
连通的.

2.2 问问问题题题描描描述述述

假设多智能体系统由N个智能体组成,且智能体

间的通信网络拓扑是固定、无向和连通的.给出下面

的离散时间系统的一致性算法:

xi(k + 1) = Axi(k) +Bui(k), i = 1, · · · , N, (1)

ui(k) = εK
∑

j∈Ni

aij(xj(k)− xi(k)), (2)

其中: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m 和K ∈ Rm×n, xi(k) ∈
Rn是智能体i在k = 1, 2, 3, · · ·时刻的状态, ui(k) ∈
Rm是其控制律, ε ∈ (0, 1/∆)是系统的控制参数, ∆ =

max
i
dout(vi) > 0为网络节点的最大出度.

假假假设设设 1 假设本文中的系统模型是确定且未知

的.

控制律(2)可以用每个智能体自身信息和其邻居智

能体的信息求得,那么每个智能体和其邻居智能体的

局部误差定义如下:

δi(k) =
∑

j∈Ni

aij(xj(k)− xi(k)), (3)

根据式(3)可以得到全局误差向量

δ(k) = [δT1 (k) δ
T
2 (k) · · · δTN(k)]T ∈ RnN .

本文目标是求解最优控制律(2),使得当k→∞
时, ∥δ(k)∥ → 0,所有智能体的状态达到一致,即

lim
k→∞

∥xi(k)− x∗
i ∥ = 0,

各个智能体的最终状态满足[6]

x∗
1 = x∗

2 = · · · = x∗
N ,

同时使后面第2.3节中的目标函数式(4)最小.

2.3 值值值函函函数数数的的的定定定义义义

对于每个智能体定义一个如下所示的目标函数:
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Ji(δi(k), ui(k), uj(k)) =
∞∑
k=0

γkUi(δi(k), ui(k), uj(k)), (4)

上式中的效用函数Ui(δi(k), ui(k), uj(k))定义如下:

Ui(δi(k), ui(k), uj(k)) =

δTi (k)Qiiδi(k) + uT
i (k)Riiui(k)+∑

j∈Ni

uT
j (k)Rijuj(k), (5)

其中: Qii > 0 ∈ Rn×n,而Rii > 0 ∈ Rm×m, Rij > 0

∈ Rm×m均为正定对称矩阵, 0 < γ 6 1为折扣因子.
对每个智能体及其邻居智能体给定控制律

(ui(l), uj(l)),每个智能体的值函数定义如下

Vi(δ(k)) =
∞∑
l=k

γl−kUi(δi(l), ui(l), uj(l)), (6)

其中δ(k) = [δT1 (k) δ
T
2 (k) · · · δTN(k)]T ∈ RnN .

注注注 1 目标函数(4)用来评价智能体i的性能,智能体i

的值函数(6)可以收集局部信息.

定定定义义义 1 (容许控制[25]) 如果控制律ui(k), ∀i ∈
I不仅可以使系统稳定,还可以保证目标函数有界,则
称其为容许控制.

在满足容许控制律的条件下,值函数可以改写成
贝尔曼方程的形式

Vi(δ(k)) = Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γVi(δ(k + 1)). (7)

引引引理理理 1 (二次型值函数) 在满足容许控制律的条

件下,智能体i的值函数式(6)可以改写为如下二次型
的形式

Vi(δ(k)) = δT(k)Piδ(k). (8)

证证证 此引理的证明可以通过以下步骤完成:

步步步骤骤骤 1 根据式(3),智能体i和邻居智能体的局
部误差动力学方程为

δi(k + 1) =
∑

j∈Ni

aij[xj(k + 1)− xi(k + 1)] =

Aδi(k)− diBui(k)+∑
j∈Ni

aijBuj(k), (9)

根据式(9)可得

δ(k + 1) = (I ⊗A)δ(k) + (L⊗B)u(k), (10)

其中u(k)=[uT
1 (k) u

T
2 (k) · · · uT

N(k)]
T ∈ RmN .根

据式(2)和式(3),可以得到ui(k) = εKδi(k),整理成
紧凑的形式

u(k) = (I ⊗ εK)δ(k), (11)

将式(11)代入式(10),得到

δ(k + 1) = (I ⊗A)δ(k) + (L⊗ εBK)δ(k) =

(I ⊗A+ L⊗ εBK)δ(k) =

Acδ(k). (12)

步步步骤骤骤 2 定义两个块对角矩阵

Q̄i =



0
. . .

Qii

. . .

0


,

R̄i =



0
. . .

Rii

. . .

0


+



0
. . .

Rij

. . .

0


,

其中: Q̄i > 0 ∈ RnN×nN为对角矩阵,矩阵元素Qii >
0 ∈ Rn×n所在位置为第i行、第i列,其他位置元素均
为0; R̄i > 0 ∈ RmN×mN为对角矩阵,矩阵元素Rii >

0 ∈ Rm×m所在位置为第i行、第i列,矩阵元素Rij >

0 ∈ Rm×m所在位置为第j行、第j列j ∈ Ni,剩余元素
均为0.

步步步骤骤骤 3 根据式(11)–(12),式(6)可以改写为

Vi(δ(k)) =
∞∑
l=k

γl−kUi(δi(l), ui(l), uj(l)) =

∞∑
l=k

γl−k[δTi (l)Qiiδi(l) + uT
i (l)Riiui(l)+∑

j∈Ni

uT
j (l)Rijuj(l)] =

∞∑
l=k

γl−k[δT(l)Q̄iδ(l) + uT(l)Riu(l)] =

∞∑
l=k

γl−k[δT(l)Q̄iδ(l)+

δT(l)((I ⊗ εK)TR̄i(I ⊗ εK))δ(l)] =
∞∑
l=0

γl[δT(k + l)Q̄iδ(k + l)+

δT(k + l)((I ⊗ εK)TR̄i(I ⊗ εK))δ(k + l)] =

δ(k)[
∞∑
l=0

γl((Al
c)

T((I ⊗ εK)TR̄i(I ⊗ εK)+

Q̄i)A
l
c)]δ(k) =

δ(k)Piδ(k), (13)
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其中

Pi =
∞∑
l=0

γl[(Al
c)

T(Q̄i+(I ⊗ εK)TR̄i(I ⊗ εK))Al
c].

证毕.

基于贝尔曼最优性原则,智能体i的最优值函数满
足离散时间的Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程

V ∗
i (δ(k)) = min

ui(k)
{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γV ∗
i (δ(k + 1) )}, (14)

通过求偏导,即
∂V ∗

i (δ(k))

∂ui(k)
= 0,可以得到最优控制

律u∗
i (k)

u∗
i (k) = argmin

ui(k)
{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γV ∗
i (δ(k + 1) )}. (15)

定定定义义义 2 (纳什均衡解[25]) 如果包含N个控制律的

控制序列是N个智能体博弈的全局纳什均衡解,那么
满足

V ∗
i = Vi(u

∗
1, u

∗
2, · · · , u∗

i , · · · , u∗
N) 6

Vi(u
∗
1, u

∗
2, · · · , ui, · · · , u∗

N).

根据定义2,智能体i的耦合离散时间HJB方程为

V ∗
i (δ(k)) = Ui(δi(k), u

∗
i (k), u

∗
j (k))+

γV ∗
i (δ(k + 1)). (16)

3 基基基于于于Q-learning的的的多多多智智智能能能体体体系系系统统统的的的一一一致致致性性性
算算算法法法

对于模型未知的多智能体系统,已有的基于模型
的算法是无效的.尽管可以通过系统信息建立模型,
但是实际系统中的不确定因素导致难以建立准确的

系统模型.由于Q-learning算法不需要构建系统模型,
可以利用多智能体系统产生的数据在线实时更新控

制律,故本文采用此方法解决多智能体系统一致性问
题.

3.1 Q-learning算算算法法法
基于贝尔曼方程的离散时间Q函数定义如下:

Qi(δ(k), ui(k) = Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γVi(δ(k + 1)), (17)

其中Q函数由智能体i及其邻居智能体的状态信息和

控制律构成.根据式(17),可以得到

Qi(δ(k), ui(k)) = Vi(δ(k)). (18)

构造Q函数的二次型的形式

Qi(δ(k), ui(k)) =

δ̄i(k)
ui(k)

T

Hi

δ̄i(k)
ui(k)

 =

ZT
i (k)HiZi(k), (19)

其中: δ̄i(k)=[δTi (k) δ
T
ij1(k) δ

T
ij2(k) · · · δTijp(k)]T ∈

Rn(p+1)由全局误差向量δ(k)中不为0的元素构成,
Zi(k) = [δ̄Ti (k) u

T
i (k)]

T ∈ Rn(p+1)+m; Hi =HT
i ;矩

阵Hi表示为

Hi =

Hδδ Hδui

Huiδ Huiui

 =



Hi(δiδi) Hi(δiδj1) · · · Hi(δiδjp) Hi(δiui)

Hi(δj1δi) Hi(δj1δj1) · · · Hi(δj1δjp) Hi(δj1ui)

...
...

...

Hi(δjpδi) Hi(δjpδj1) · · · Hi(δjpδjp) Hi(δjpui)

Hi(uiδi) Hi(uiδj1) · · · Hi(uiδjp) Hi(uiui)


,

j1, j2, · · · , jp ∈ Ni, p为智能体i的邻居个数.为了表
达方便,将Hi(ui(k)δi(k)) 和Hi(δi(k)δjp(k)) 分别写作

Hi(uiδi)和Hi(δiδjp)的形式.
为了得到能使目标函数最小的线性控制律ui(k),

对Q函数求关于ui(k)的偏导,并使
∂Qi

∂ui(k)
= 0,则有

如下方程

∂Qi

∂ui(k)
= 2Hi(uiui)ui(k) + 2Hi(uiδi)δi(k)+∑

j∈Ni

2Hi(uiδj)δj(k) = 0, (20)

求解式(20)可以得到

ui(k) = −H−1
i(uiui)

(Hi(uiδi)δi(k)+∑
j∈Ni

Hi(uiδj)δj(k)) =

−H−1
i(uiui)

H̄iδ(k) = Kiδ(k), (21)

其 中: H̄i = [Hi(uiδi) Hi(uiδj1) · · · Hi(uiδjp)],而Ki

= −H−1
i(uiui)

H̄i是反馈控制增益矩阵.根据式(17)–
(18), Q函数改写为

Qi(δ(k), ui(k)) =

Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQi(δ(k + 1), ui(k + 1)), (22)

将式(24)带入到式(27), Q函数还可以写成

ZT
i (k)HiZi(k) =

δTi (k)Qiiδi(k) + u(k)R̄iu(k)+

γZT
i (k + 1)HiZi(k + 1), (23)

其中u(k) = [uT
1 (k) u

T
2 (k) · · · uT

N(k)]
T ∈ RmN .

由式(21)(23)可知,在策略评估和策略迭代时不需
要任何系统模型信息.矩阵Hi可以通过最小二乘法实
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时迭代求解[26].将策略迭代直接应用到所提Q-lear-
ning算法中,给出如下算法:

步步步骤骤骤 1 初始化:对于每个智能体i,给定初始容
许控制律u0

i (k), ∀i = 1, 2, · · · , N ; r = 0, r表示迭代
次数,总的迭代次数为R;

步步步骤骤骤 2 策略评估:根据式(23)迭代求解每个智
能体i的第r + 1次矩阵Hi

Qi(δ(k), ui(k)) =

δTi (k)Qiiδi(k) + uT (k)R̄iu(k)+

γZT
i (k + 1)HiZi(k + 1); (24)

步步步骤骤骤 3 策略迭代:利用求得的矩阵Hi更新第r

+ 1迭代控制律ur+1
i (k), ∀i

ur+1
i (k) = −H−1

i(uiui)
(Hi(uiδi)δi(k)+∑

j∈Ni

Hi(uiδj)δj(k)); (25)

步步步骤骤骤 4 若r = R,停止迭代;否则, r = r + 1并

返回步骤2.

注注注 2 为了确保数据训练过程中对状态空间有更充分

的探索,策略迭代算法一般需要一定的激励条件ξ, ξ是会随着

迭代次数的增加而逐渐衰减至0的.

3.2 算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析

为了保证系统稳定,下面对所提的算法进行收敛
性分析.

假假假设设设 2 假设智能体之间的通信网络拓扑图G是
固定、无向且连通的.

引引引理理理 2 [27] 对 i ∈ I 和 ∀r ∈ N 值函数Qr
i (δ(k),

ur
i (k))和控制律u

r
i (k)分别通过式(24)–(25)进行更新.

如果智能体i给定的初始控制律u0
i是容许的,那么迭

代控制律ur
i (k)也是容许的,则ur

i (k)不仅可以使系统

(1)稳定,还可以保证目标函数(4)有界.

引引引理理理 3 对于∀i ∈ I和∀r ∈ N ,给定一个初始
容许控制律(2),即u0

i (k),分别通过式(24)–(25)计算
Qr

i (δ(k), u
r
i (k))和 ur

i (k),可以得到函数 Qr
i (δ(k),

ur
i (k))是单调非递增的,即

Qr+1
i (δ(k), ur

i (k)) 6 Qr
i (δ(k), u

r
i (k)).

证证证 此引理的证明可以通过以下步骤完成:

步步步骤骤骤 1 对于∀i ∈ I和∀r ∈ N ,定义一个新的
性能指标函数ψr+1

i (δ(k), ur+1
i (k))

ψr+1
i (δ(k), ur+1

i (k)) =

Ui(δi(k), u
r+1
i (k), ur+1

j (k))+

γQr
i (δ(k + 1), ur

i (k + 1) ) =

min
ui(k)

{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQr
i (δ(k + 1), ur

i (k + 1) )} 6

Qr
i (δ(k), u

r
i (k)), (26)

根据引理2,对于∀i ∈ I和∀r ∈ N ,迭代控制律ur
i (k)

总是容许的.因此,当k → ∞时, δ(k) → 0.

步步步骤骤骤 2 令k = T当T → ∞可以得到

Qr+1
i (δ(T ), ur+1

i (T )) =

ψr+1
i (δ(T ), ur+1

i (T )) =

Qr
i (δ(T ), u

r
i (T )). (27)

令k = T − 1,根据式(24)–(25)(27)可得

Qr+1
i (δ(T − 1), ur+1

i (T − 1) ) =

Ui(δi(T − 1), ur+1
i (T − 1), ur+1

j (T − 1) )+

γQr+1
i (δ(T ), ur+1

i (T )) =

Ui(δi(T − 1), ur+1
i (T − 1), ur+1

j (T − 1) )+

γQr
i (δ(T ), u

r
i (T )) =

min
ui(T−1)

{Ui(δi(T − 1), ui(T − 1), uj(T − 1) )+

γQr
i (δ(T ), u

r
i (T ))} 6

Ui(δi(T − 1), ur
i (T − 1), ur

j(T − 1) )+

γQr
i (δ(T ), u

r
i (T )) =

Qr
i (δ(T − 1), ur

i (T − 1)), (28)

根据式(28),当k = T − 1时, Qr+1
i (δ(k), ur+1

i (k)) 6
Qr

i (δ(k), u
r
i (k)).

步步步骤骤骤 3 假设对∀q = 0, 1, 2, · · · ,当k = q + 1时

式(28)成立,即

Qr+1
i (δ(q + 1), ur+1

i (q + 1)) 6

Qr
i (δ(q + 1), ur

i (q + 1)),

令k = q,则

Qr+1
i (δ(q), ur+1

i (q)) =

Ui(δi(q), u
r+1
i (q), ur+1

j (q))+

γQr+1
i (δ(q + 1), ur+1

i (q + 1) ) 6

Ui(δi(q), u
r+1
i (q), ur+1

j (q))+

γQr
i (δ(q + 1), ur

i (q + 1) ) =

ψr+1
i (δ(q), ur+1

i (q)) 6 Qr
i (δ(q), u

r
i (q)). (29)

根据式(29),对于∀i和∀r, Qr+1
i (δ(k), ur+1

i (k)) 6
Qr

i (δ(k), u
r
i (k)), ∀k = 0, 1, 2, · · ·成立.

证毕.
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定定定理理理 1 在假设1–2成立的条件下,给定系统(1)
的任意初始容许控制律,分别通过式(24)–(25)计算得
到矩阵Hi和控制律 ur

i (k).当 r → ∞时, Qr
i (δ(k),

ur
i (k))将收敛至最优值函数Q

∗
i (δ(k), u

r
i (k)), u

r
i (k)

将收敛至最优控制律u∗
i (k).

证证证 此定理的证明可以通过以下步骤完成:

步步步骤骤骤 1 定义

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) = lim
r→∞

Qr
i (δ(k), u

r
i (k)),

根据引理3,值函数Qr
i (δ(k), u

r
i (k))是单调非递增的.

根据式(26)可得

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) 6

ψr+1
i (δ(k), ur+1

i (k)) =

min
ui(k)

{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQr
i (δ(k + 1), ur

i (k + 1) )}. (30)

当r → ∞时,满足

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) 6

min
ui(k)

{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQ∞
i (δ(k + 1), u∞

i (k + 1) )}. (31)

步步步骤骤骤 2 因为Qr
i (δ(k), u

r
i (k))是单调非递增的,

则一定存在一个迭代次数R使不等式成立,则可以得
到

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) >

QR
i (δ(k), u

R
i (k))− a =

Ui(δi(k), u
R
i (k), u

R
i (k))+

γQR
i (δ(k + 1), uR

i (k + 1) )− a >

min
ui(k)

{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQ∞
i (δ(k + 1), u∞

i (k + 1) )} − a, (32)

其中a是任意正常数,所以

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) >

min
ui(k)

{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQ∞
i (δ(k + 1), u∞

i (k + 1) )}. (33)

结合式(31)(33),可得

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) =

min
ui(k)

{Ui(δi(k), ui(k), uj(k))+

γQ∞
i (δ(k + 1), u∞

i (k + 1) )}. (34)

步步步骤骤骤 3 定义ϕi(δ(k), µi(k))为一个新的性能指

标函数

ϕi(δ(k), µi(k)) =

Ui(δi(k), µi(k), µj(k))+

γQi(δ(k + 1), µi(k + 1) ), (35)

其中µi(k)和µj(k)为任意容许控制律.
令k = p, p→ ∞,由引理2可知δ(k) → 0,从而

Q∞
i (δ(p), u∞

i (p)) = ϕi(δ(p), µi(p)) = 0.

令k = p− 1可得

ϕi(δ(p− 1), µi(p− 1)) =

Ui(δi(p− 1), µi(p− 1), µj(p− 1))+

γϕi(δ(p), µi(p)) >

min
ui(p−1)

{Ui(δi(p− 1), ui(p− 1), uj(p− 1))+

γϕi(δ(p), ui(p))} =

min
ui(p−1)

{Ui(δi(p− 1), ui(p− 1), uj(p− 1))+

γQ∞
i (δ(p), u∞

i (p))} =

Q∞
i (δ(p− 1), u∞

i (p− 1)). (36)

假设根据式(36),当k = s+ 1, ∀s = 0, 1, 2, · · ·
时,

ϕi(δ(s+ 1), µi(s+ 1)) >

Q∞
i (δ(s+ 1), u∞

i (s+ 1))

成立,则

ϕi(δ(s), µi(s)) =

Ui(δi(s), µi(s), µj(s))+

γϕi(δ(s+ 1), µi(s+ 1)) >

Ui(δi(s), µi(s), µj(s))+

γQ∞
i (δ(s+ 1), µ∞

i (s+ 1)) >

min
µi(s)

{Ui(δi(s), ui(s), uj(s))+

γQ∞
i (δ(s+ 1), u∞

i (s+ 1))} =

Q∞
i (δ(s), u∞

i (s)). (37)

根据式(37),可得

ϕi(δ(s), µi(s)) > Q∞
i (δ(s), u∞

i (s)),

∀s = 0, 1, 2, · · · .

步步步骤骤骤 4 令µi(k) = u∗
i (k), ∀i,可得

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) 6
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ϕi(δ(k), µi(k)) = Q∗
i (δ(k), u

∗
i (k)). (38)

因为Q∗
i (δ(k), u

∗
i (k))是最优性能指标值,可得

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) = lim
r→∞

Qr
i (δ(k), u

r
i (k)) =

Q∗
i (δ(k), u

∗
i (k)). (39)

结合式(38)–(39),可得

Q∞
i (δ(k), u∞

i (k)) = lim
r→∞

Qr
i (δ(k), u

r
i (k)) =

Q∗
i (δ(k), u

∗
i (k)).

当r → ∞时, Qr
i (δ(k), u

r
i (k))收敛至最优性能指

标值Q∗
i (δ(k), u

∗
i (k)),此时

lim
r→∞

ur
i (k) = u∗

i (k).

证毕.

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 2 在假设1和假设2成立的条件下,系统(1)

的每个智能体i的V ∗
i (δ(k))和u

∗
i (k)分别满足耦合离

散时间HJB方程(16)和最优控制律(15).智能体i和其

邻居的局部误差δi(k)是渐近稳定的,并且当k→∞
时, δi(k) → 0,此时所有智能体的状态达到一致.

证证证 根据式(21)可以得到

V ∗
i (δ(k))− γV ∗

i (δ(k + 1)) =

Ui(δi(k), u
∗
i (k), u

∗
j (k)). (40)

定义Lyapunov函数的差分

∆(γkV ∗
i (δ(k))) =

γk+1V ∗
i (δ(k + 1))− γkV ∗

i (δ(k)), (41)

根据式(40),式(41)可改写为

∆(γkV ∗
i (δ(k))) =

− γkUi(δi(k), u
∗
i (k), u

∗
j (k)) 6 0, (42)

上述式(42)表明智能体i和其邻居的误差δi(k)是渐近

稳定的,即当k → ∞, δi(k) → 0, i = 1, 2, · · · , N .最

终,所有智能体的状态将趋于一致.

证毕.

4 仿仿仿真真真

本节用MATLAB仿真验证所提算法的有效性.假

设多智能体系统的通信网络拓扑如图1所示,该网络

是一个固定无向图,且系统模型未知. 5个顶点分别代

表5个智能体,智能体之间的连接权值均为1.每个智

能体的动力学方程满足式(1),令

A =

 0.985 −0.09887

0.09887 0.985

 , B =

0.8 −1

0 0.9

 .

图 1 多智能体系统的通信拓扑

Fig. 1 The communication topology of multi-agent systems

给定初始状态为

x0
1 =

17

−4

 , x0
2 =

22
9

 , x0
3 =

13
5

 ,
x0
4 =

11
12

 , x0
5 =

16

−3

 .
初始化矩阵H0

i为

H0
i =



0.1 0 0 0 0 0 0.1 0.1

0 0.1 0 0 0 0 0.1 0.1

0 0 0.1 0 0 0 0.1 0.1

0 0 0 0.1 0 0 0.1 0.1

0 0 0 0 0.1 0 0.1 0.1

0 0 0 0 0 0.1 0.1 0.1

0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 1 0

0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0 1


,

相应的初始容许控制律为

u0
1 =

1.650
1.650

 , u0
2 =

1.550
1.550

 , u0
3 =

3.200
3.200

 ,
u0
4 =

−0.950

−0.950

 , u0
5 =

−2.350

−2.350

 .
令折扣因子γ = 0.8,迭代总次数R = 600,效用

函数式(5)的权值矩阵分别为

Q11 = Q22 = Q33 = Q44 = Q55 = I2×2,

R11 = R22 = R33 = R12 = R21 = R23 = R32 = 1,

R31 = R13 = 0.

下面的图2给出了多智能体系统的一致性误差动

态曲线,可以看出在前1000次的迭代过程中,由于缺

少模型信息, 5个智能体之间的一致性误差较大;在迭

代至1000次至2000次时,随着不断的获取邻居智能体

的信息并学习过往积累的数据信息,智能体之间的一

致性误差开始减小.迭代至2000次之后,智能体之间

的一致性误差逐渐趋于0.

下面的图3给出了关于控制律的动态曲线,可以看

出在前1200次迭代过程中,由于迭代次数少还无法学
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习到较好的控制策略,智能体的控制律还不理想.但
值得注意的是,因为选取了初始容许控制律,所以控
制律的更新始终是有界的.从1500次迭代开始,根据
过往积累的数据信息和邻居智能体的信息,智能体开
始逐渐学习并优化控制律,但智能体之间的状态误差
是非0的,所以智能体的控制律需要不断更新且不为0.

图 2 智能体的一致性误差

Fig. 2 The consensus error of the MASs

图 3 智能体的控制律

Fig. 3 The controller of the MASs

下面的图4给出了每个智能体状态的动态变化曲
线,可以看出在迭代至0∼1500次时,由于缺少模型信
息,智能体的状态无法达到一致;从1500次开始,经过
学习过往积累的数据信息不断更新控制律ui(k),每个
智能体的状态开始逐渐趋于一致.图5是智能体状态
的三维坐标图.

图 4 智能体的状态

Fig. 4 The dynamics of the MASs

图 5 智能体状态三维坐标图

Fig. 5 3-D phase plane plot of the dynamics of the MASs

5 结结结论论论

本文研究在系统模型未知的情况下一类离散时间

多智能体系统的一致性问题.论文提出了一种Q-lear-
ning的方法,这种方法避免了复杂的系统建模与HJB
方程求解,利用系统数据进行策略迭代得到理想控制
律,实现多智能体系统的状态一致.为了保证系统稳
定,论文给出了所提算法的收敛性和稳定性分析.最
后,通过MATLAB仿真验证了所提方法的有效性.未
来研究工作可以针对如何利用强化学习方法解决一

类模型随机的多智能体系统的一致性问题进行研究.
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