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摘要:本文讨论多无人水面艇协同海上溢油污染羽流监测问题,其中羽流扩张过程是由二维空间对流–扩散方程
描述. 本文的主要目标是为水面无人艇构建基于领导–跟随–锚的协同控制算法,实现其对羽流边界的动态合围与
实时跟踪,其中羽流边界是一个预先设定阈值的水平集合.为此,选择两艘无人水面艇分别将其设定为边界领导艇
和边界锚艇,并将其余艇设定为跟随艇.利用无人艇各自位置处局部区域内的羽流浓度信息,本文提出了基于分布
一致观测器的协同控制算法实现本文的主要目标.结合Lyapunov技术、集合稳定概念以及多智能体协同控制理论,
分析了所提控制算法的收敛性. 最后,数值仿真验证了所提出协同控制算法的有效性.
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Abstract: This paper discusses the oil spill plume monitoring by multiple unmanned surface vehicles (USVs), where the
plume propagation is modeled by an advection-diffusion process in two-dimensional space. The main objective of this paper
is to construct a leader-follower-anchor-based cooperative control law for USVs such that all vehicles track the expansion of
the plume front described by a level set with a pre-specified threshold value and simultaneously forms an even distribution
on this plume front. To this end, two vehicles are assigned as boundary leader and anchor one, respectively, and the other
ones are assigned as followers. By local averaged concentration measurements from the chemical sensors equipped on
USVs, a distributed-consensus-observer-based cooperative control law is developed to achieve the main objective of this
paper. The convergence of the suggested cooperative guidance laws is analyzed rigorously by the Lyapunov technique, set
stability, and multi-agent cooperative control theory. Finally, numerical simulations are provided to support the suggested
cooperative control laws.
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1 引引引言言言

海上溢油是一种高污染、难治理的突发环境污染

事故. 近年来,海上溢油事故频发,如美国墨西哥湾原
油泄漏事件、巴西原油污染事件、蓬莱19–3油田溢油
事故、“桑吉轮”碰撞溢油事故等,对海洋尤其是近海
生态系统造成了极大破坏[1]. 海上溢油应急响应的主
要任务之一是实时掌握溢油羽流输移动态,这需要对
海上溢油进行大范围持续监测. 传感器、海洋机器人、

无线传输和机械系统控制等技术进步使得利用搭载

化学传感器的移动海洋机器人网络大范围持续监测

海洋环境成为可能[2],进而派生出多机器人协同海洋
环境监测问题.现有成熟的多智能体协同控制理论不
能直接解决上述海洋环境监测问题,因其大都忽略了
环境的动态特性. 因此,面向动态环境大范围持续监
测的多机器人协同控制问题不仅具有重要的实际应

用价值,还将进一步推动多智能体协同控制理论研究
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的发展.

目前,已有大量研究工作专注于多机器人协同动
态环境监测问题[3–12]. 针对动态环境边界跟踪与合围,
文献[4]为移动传感器网络开发一种包括随机覆盖控
制、避碰控制和bang-bang角速度控制在内的协同控
制算法. 在文献[6]中,一种协同控制算法被提出用于
驱动移动传感器网络跟踪环境边界的动态扩张.考虑
到环境场时空动态可建模为由偏微分方程(partial
differential equation, PDE)描述的分布参数系统[7],文
献[8]利用飞行器测量的浓度数据提出一种基于Lya-
punov的龙贝格型PDE观测器设计实现移动气体源的
气体扩散浓度估计,其中气体扩散模型是由具有可变
涡流扩散率和环境风的空间二维对流–扩散方程刻画.
假设海洋机器人局部位置处的污染羽流浓度、梯

度、散度信息均可得,学术专著[9]的作者为多机器人
协同动态羽流边界跟踪与监测问题构造了一种基于

模型的协同控制算法,其中羽流被建模为空间二维对
流–扩散PDE.在作者前期研究工作[10]中,仅利用机器
人局部位置处羽流浓度信息,从估计与控制角度出发,
提出一种基于PDE观测器的控制策略用于解决单海
洋机器人动态羽流边界跟踪与监视问题.具体来说,
通过构造龙贝格型PDE观测器实现整个空间区域内
动态羽流场估计,然后根据观测器方程设计运动控制
算法引导海洋机器人跟踪动态羽流边界并在此边界

上按给定速度巡逻.此思路被进一步推广到仅有点式
浓度测量的双海洋机器人协同动态羽流边界跟踪与

监测问题[11]和仅有局部区域浓度测量的多海洋机器

人无领导者协同动态羽流边界跟踪和合围问题[12]. 需
要强调的是上述协同控制算法设计均忽视了羽流模

型误差和测量干扰的影响.另外,基于领导–跟随结构
的多海洋机器人协同动态羽流边界跟踪和合围问题

依然保持开放.

在前期研究工作[10–12] 基础上,本文采用领导–跟
随–锚结构进一步探讨海上溢油污染羽流多海洋机器
人协同监测问题,其中溢油羽流的动态扩张是由含有
过程干扰的二维空间对流–扩散机理模型刻画,且羽
流边界是由事先设定阈值的水平集合刻画. 本文致力
于开发基于模型的协同控制设计方法使得n艘水面无

人艇有效监测羽流边界的动态扩张.为此,在n艘水面

无人艇中,选择两艘无人艇分别将其设定为边界领导
艇和边界锚艇,其余艇设定为跟随艇.利用各自艇载
化学浓度传感器测量的局部溢油羽流浓度信息,分别
为边界领导艇、跟随艇以及边界锚艇构造基于分布一

致龙贝格型PDE观测器控制策略.结合Lyapunov技
术、集合稳定以及多智能体一致性理论,严格证明了
所提出协同控制算法能驱动所有水面无人艇跟踪羽

流边界的动态扩张并同时在此边界上形成均匀分布.
最后数值仿真实验结果说明了所提出协同控制算法

的有效性.

符号说明: 所有实数集合以及具有范数∥ · ∥的n

维欧式空间分别记为R和Rn. 对于任意α ∈ R, |α|表
示其绝对值. ∇·是一个关于x的连续可微向量场

v(x, t) , [v1(x, t) v2(x, t)]
T的散度,即∇ · v(x, t)

, ∂v1(x, t)

∂x1

+
∂v2(x, t)

∂x2

. 对于给定的空间区域Ω,其

直径用dia(Ω)表示,勒贝格测度为l(Ω),例如dia(Ω)

= L2
x+L2

y且l(Ω) = LxLy如果Ω , [0, Lx]× [0, Ly].

2 问问问题题题描描描述述述与与与前前前期期期准准准备备备

2.1 海海海面面面溢溢溢油油油污污污染染染羽羽羽流流流模模模型型型

海面溢油羽流动态扩散过程可由如下二维空间对

流–扩散方程描述[10, 12]:

Ct(x, t) + vT(x, t)∇C(x, t) =

∇ · (D∇C(x, t)) + w(x, t), x ∈ Ω, t > t0,

(1)

受约束于齐次狄利克雷边界条件

C(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > t0 (2)

和初始条件

C(x, t0) = C0(x), x ∈ Ω ∪ ∂Ω, (3)

其中: x , [x1 x2]
T ∈ Ω ⊂ R2; ∂Ω是空间域Ω的边

界; C(x, t) > 0是t时刻海面x位置处的溢油羽流

浓度; ∇C(x, t)是其梯度(即∇C(x, t) , [
∂C(x, t)

∂x1

∂C(x, t)

∂x2

]T); Ct(x, t)是其关于时间t的一阶偏导(即

Ct(x, t) ,
∂C(x, t)

∂t
); v(x, t) , [v1(x, t) v2(x, t)]

T

是传播介质的速度场(本文为海面洋流); vT(x, t) ·
∇C(x, t)刻画由洋流引起的羽流对流现象; D ,
diag{d1, d2} ∈ R2×2是扩散矩阵. ∇·(D∇C(x, t))是

D∇C(x, t)的散度,其具体表达式为∇·(D∇C(x, t))

,
2∑

i=1

di
∂2C(x, t)

∂x2
i

,用于刻画海面羽流从高浓度区域

向低浓度区域的扩散现象. w(x, t)是满足
w
Ω
w2(x, t)

dx < wm的过程干扰/未建模动态,其中wm > 0是给

定常数. t0 > 0是海面溢油羽流扩散开始时刻.

假假假设设设 1 [10–12] 假设海面洋流场v(x, t)是完全已

知的且其散度∇ · v(x, t)为零,即∇ · v(x, t) = 0.

2.2 无无无人人人水水水面面面艇艇艇数数数学学学模模模型型型

考虑由n艘无人水面艇构成的同构型海洋机器人

网络,其无人艇运动学模型可由如下方程刻画[9]
ẋ1(t) = τ1(t) cos θ(t),

ẋ2(t) = τ1(t) sin θ(t),

θ̇(t) = τ2(t),

(4)
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其中: (x1(t), x2(t), θ(t))是无人水面艇在其笛卡尔坐

标系下位置和航向; τ1(t)和τ2(t)是无人艇的控制输

入. 为获得一个更适用于控制设计的运动学模型,引
入如下坐标变换[13]

xr(t) ,
[
xr1(t)

xr2(t)

]
=

[
x1(t) + lc cos θ(t)

x2(t) + lc sin θ(t)

]
,

ur(t) ,
[
ur1(t)

ur2(t)

]
=[

cos θ(t) − lc sin θ(t)

sin θ(t) lc cos θ(t)

][
τ1(t)

τ2(t)

]
. (5)

当lc > 0为已知常数时,欠驱动模型(4)可改写为如下
单重积分器模型:

ẋr = ur. (6)

在同构型海洋机器人网络中,所有无人水面艇均配置
相同的定位传感器、溢油羽流浓度传感器和无线通信

模块. 通过这些艇载设备,每艘艇均能获得其准确位
置信息xr(t)和以xr(t)为中心的局部区域平均浓度测

量,并与通信拓扑邻居节点交互信息.溢油羽流浓度
y(xr(t), t)的表达式为

y(xr(t), t)=
1

l(U(xr(t)))

w
U(xr(t))

C(x, t)dx+ω(t),

其中U(xr(t))是以xr(t)为中心的局部区域,其勒贝格
测度为 l(U(xr(t))), ω(t)是测量干扰满足 |ω(t)| <
ωm, ωm是事先给定常数. 此测量方程可写成

y(xr(t), t) =

1

l(U(xr(t)))

w
Ω
χ(x,xr(t))C(x, t)dx+ ω(t),

(7)

若x ∈U(xr(t)),则χ(x,xr(t)) = 1,否则χ(x,xr(t))

= 0. 不失一般性,假设l(U(xr(t))是一个常数,也就
是说, l(U(xr(t)))是一个独立于艇位置xr(t)的参数.

2.3 控控控制制制目目目标标标与与与问问问题题题描描描述述述

为保证同构型海洋机器人网络有效监视溢油羽流

的动态扩张过程,本文设定以下两个控制目标.第1个
目标是驱动所有水面无人艇运动到由集合LS(C,Cf)

, {xf(t) ∈ R2|C(xf , t) = Cf}刻画的羽流边界, Cf

> 0是羽流边界的浓度阈值.第2个目标是n艘无人水

面艇在羽流边界上形成均匀分布.
针对上述两个控制目标,本文拟讨论的控制问题

正式定义如下.
协同动态羽流监测问题:针对由二维空间对流–扩

散模型(1)–(3)描述的溢油污染羽流时空动态扩散过
程,本文为由n艘无人水面艇构成的同构型海洋机器

人网络开发协同控制算法使得: 随着时间演化,受运
动学模型(6)约束的n艘无人水面艇在∥xr(t)∥LS(C,Cf )

范数意义下跟踪羽流边界LS(C,Cf),同时在此羽流

边界上实现均匀分布.

为此,针对羽流场C(x, t),令

∥xr(t)∥LS(C,CB) , |y(xr(t), t)− CB|

为无人艇位置xr(t)与由集合LS(C,CB) , {xB(t) ∈
R2|C(xB, t) = CB}刻画的轮廓线之间的距离,其中
常数值CB为事先给定的轮廓线值.本文引入如下关于
无穷维集合LS(C,CB)的集合稳定概念.

定定定义义义 1 [10, 12] 受运动学方程(6)约束的无人艇是
关于集合LS(C,CB)集合稳定,如果对任意时间td >

t0和任意常数ε > 0,存在一个依赖于td和ε的常数v

>0使得∥xr0(t)∥LS(C,CB)<v ⇒∥xr(t)∥LS(C,CB)< ε,
其中td > t0是无人艇布放在羽流场C(x, t)内位置xr0

处的时间. 此外,如果上述不等式中常数v > 0独立

于td,则无人艇是关于集合LS(C,CB)一致集合稳定.
如果对任意∥xr0(t)∥LS(C,CB) < v,进一步有

lim
t→+∞

∥xr(t)∥LS(C,CB) = 0,

则无人艇是关于集合LS(C,CB)集合跟踪.

2.4 无无无人人人水水水面面面艇艇艇之之之间间间通通通信信信

为实现第二个控制目标(即n艘无人水面艇均匀分

布在羽流边界上),无人艇之间必须交换信息.通常无
人艇之间通信可用图来建模. 考虑到通信复杂度和通
信拓扑的易拓展度,本文选择最近邻线无向图. 如图1
所示, 1号无人艇与2号艇通信, i(1 < i < n)号艇只与

i− 1号和i+ 1号艇通信,编号n艇与编号n− 1艇通

信. 在此情形下,无人艇之间的通信复杂度为O(n).
另一方面,为提高协同控制算法的鲁棒性,本文采用
领导–跟随–锚结构,即将1号艇设定为边界锚艇, n
号艇设定为边界领导艇,其余无人艇设定为跟随艇.

1 3 5 7

2 4 6 8

图 1 由8艘无人水面艇构成的海洋机器人网络中边界领导
艇、跟随艇分配及最近邻线图通信拓扑

Fig. 1 The assignment of boundary leader robot, boundary
anchor robot, and follower ones, and nearest-neigh-
bor-line graph communication topology in a mobile

sensor network with 8 USVs

在图1中，红色方形、蓝色圆形、紫色三角形与绿
色虚线分别表示边界领导艇、跟随艇、锚艇以及临近

节点间通信链. 在最近邻线型通信拓扑结构下,描述
此无向图的拉普拉斯矩阵为
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L =



1 −1 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0 · · · 0

0 −1
. . . . . . . . .

...

0 0
. . . 2 −1 0

...
...

. . . −1 2 −1

0 0 · · · 0 −1 1


, (8)

显然矩阵L是半正定的(即L > 0). 此矩阵的半正定性
质将用于后续的协同控制算法分析. Ni, i ∈ N ,
{1, 2, · · · , n}刻画与i号艇通信的所有艇编号构成的

集合,其具体定义为

Ni
∆
=


{2}, i = 1,

{i− 1, i+ 1}, 1 < i < n,

{n− 1} i = n.

(9)

3 基基基于于于分分分布布布一一一致致致观观观测测测器器器的的的协协协同同同控控控制制制律律律设设设计计计

在研究工作[10, 12]基础上,根据溢油羽流动态模
型(1)–(3)和无人水面艇运动学模型(6),本节将在领导
–跟随–锚策略下进一步提出基于分布一致观测器的
协同控制算法.

首先利用n艘无人艇所配备的化学浓度传感器测

量到各自位置处的局部羽流浓度信息

yi(xri(t), t) =

1

l(U(xri(t)))

w
Ω
χ(x,xri(t))C(x, t)dx+ ωi(t),

(10)

其中l(U(xri(t))), i ∈ N为常数且均相同,即

l(U(xr1(t))) = l(U(xr2(t))) = · · · =
l(U(xrn(t))) = l̃ (11)

和ωi(t), i ∈ N是测量干扰并满足|ωi(t)| < ωmi, ωmi

> 0, i ∈ N是给定的常数,构造具有如下形式的分布
一致偏微分观测器

Ĉi,t(x, t) + vT(x, t)∇Ĉi(x, t) =

∇·(D∇Ĉi(x, t))−Lc

∑
j∈Ni

(Ĉi(x, t)−Ĉj(x, t)) +

Liχ(x,xri(t))[yi(xri(t), t)− ŷ(xri(t), t)],

Ĉi(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > td,

Ĉi(x, td) = Ĉi,td(x) ̸= 0,

ŷi(xri(t), t) =

w
Ω
χ(x,xri(t))Ĉi(x, t)dx

l(U(xri(t)))
, i ∈ N,

(12)

其中Lc > 0和Li > 0, i ∈ N分别是给定的观测器增
益,一致项Lc

∑
j∈Ni

(Ĉi(x, t)− Ĉj(x, t))用来确保分

布观测器(12)对溢油污染羽流浓度场做出无偏估计.

根据观测器方程(12),分别为边界锚艇、跟随艇、
边界领导艇构造如下协同控制律.

边界锚艇:

ur1(t) =
f̂1(xr1(t), t)∇ŷ1(xr1(t), t)

∥∇ŷ1(xr1(t), t)∥2
. (13)

跟随艇:

uri(t) =
f̂i(xri(t), t)∇ŷi(xri(t), t)

∥∇ŷi(xri(t), t)∥2
−

k2e
T
2i(xri(t), t)

∑
j∈Ni

(xri(t)− xrj(t)) ·

e2i(xri(t), t),

i ∈ {2, 3, · · · , n− 1}. (14)

边界领导艇:

urn(t) =
f̂n(xrn(t), t)∇ŷn(xrn(t), t)

∥∇ŷn(xrn(t), t)∥2
+

k3n(t)e2n(xrn(t), t), (15)

其中:

e2i(xri, t) ,
H∇ŷi(xri, t)

∥∇ŷi(xri, t)∥
, i ∈ N,

f̂i(xri(t), t) ,
−k1[ŷi(xri(t), t)− Cf ]−w

Ω
χ(x,xri(t))∇ · (D∇Ĉi(x, t))dx

l(U(xrt(t)))
+

w
Ω
χ(x,xri(t))v

T(x, t)∇Ĉi(x, t)dx

l(U(xri(t)))
+

w
Ω
χ(x,xri(t))

∑
j∈Ni

(Ĉi(x, t)− Ĉj(x, t))dx

l(U(xri(t)))
−

Li[yi(xri(t), t)− ŷi(xri(t), t)],

且H ,
[
0 − 1

1 0

]
, k1 > 0, k2 > 0和k3n(t) = k3 >

0是给定的控制增益.在此协同控制律驱动下,可实现
边界锚艇随着羽流边界扩张(与领导艇不同,锚艇不沿
羽流边界进行巡逻);边界领导艇不仅跟踪羽流边界的
扩张,而且沿着羽流边界的切线方向按期望速度进行
逆时针巡逻;跟随艇在边界领导艇和边界锚艇引导下,
以均匀分布形式完成对羽流边界的合围并随边界的

扩张而扩张.因为羽流边界是闭曲线,边界领导艇和
边界锚艇会在某一时刻相遇.当边界领导艇与边界锚
艇相遇后,此时n艘无人水面艇以均匀分布形式完成

溢油污染羽流边界的合围.为保持此合围状态,需将
边界领导艇控制算法(15)中的控制增益k3n(t)切换为

如下形式[9]:

k3n(t) = k4∥xrn(t)− xr1(t)∥ ×
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sgn((xrn(t)−xr1(t))
Te2n(xrn(t), t)),

(16)

其中k4 > 0是给定的控制参数和sgn(·)是符号函数.

为衡量协同控制律(13)–(15)的性能,引入以下3
类误差指标.

羽流场协同估计误差平均值:√√√√ n∑
i=1

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx

n
, (17)

其中C̃i(·, t) , C(·, t)− Ĉi(·, t), i ∈ N. 此指标主要
衡量分布一致观测器(12)的估计性能;

羽流边界协同跟踪误差平均值:√√√√ n∑
i=1

(yi(xri(t), t)− Cf)
2

n
, (18)

此指标度量协同控制算法的羽流边界动态跟踪控制

性能;

协同编队误差平均值:√√√√√n−1∑
i=2

(∥xri(t)−xri+1(t)∥ − ∥xri(t)−xri−1(t)∥)2

n− 2
,

(19)

此指标刻画协同控制算法的编队控制性能(即在羽流
边界上无人水面艇编队的均匀性).

定理1从理论角度严格分析了所提出协同控制算
法(13)–(15)的性能.

定定定理理理 1 在假设1下,考虑由二维空间对流–扩散
方程(1)–(3)描述的溢油污染羽流扩散方程、受运动学
方程(6)约束的n艘无人水面艇以及协同控制算法

(13)–(15). 对给定常数wm > 0, ωmi> 0, i ∈ N,系数
矩阵D , diag{d1, d2} > 0,控制增益ki> 0, i ∈ {1,
2, 3, 4},观测器增益Li > 0, i ∈ N和一致观测器增
益Lc > 0,在过程干扰w(x, t)和测量干扰ωi(t)分别

满足
w
Ω
w2(x, t)dx <wm和|ωi(t)| <ωmi, i∈ N前提

下,有如下结论成立:

a) 羽流场协同估计误差均值指数收敛于一个事
先给定的以零点为圆心的邻域内,其半径依赖于wm

和ωmi, i ∈ N;

b) 羽流场协同跟踪误差均值指数收敛于一个事
先给定的以零点为圆心的邻域内,其半径依赖于wm

和ωmi, i ∈ N;

c) 协同编队误差均值收敛于事先给定有界区域
内.

证证证 本证明主要由3部分构成: a)协同估计误差
分析; b)羽流边界协同跟踪误差分析; c)协同编队误

差分析.

a) 协同估计误差分析.

由式(1)–(3),式(10)和式(12),估计误差C̃i(x, t), i

∈ N受约束于如下微分方程:

C̃i,t(x, t) + vT(x, t)∇C̃i(x, t) =

∇·(D∇C̃i(x, t))− Lc

∑
j∈Ni

(C̃i(x, t)− C̃j(x, t))−

Liχ(x,xri(t))

l(U(xri(t)))

w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dx−

Liχ(x,xri(t))ωi(t) + w(x, t),

C̃i(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

C̃i(x, td) = C̃i,td(x), i ∈ N, (20)

其中C̃i,td(x) = C(x, td)− Ĉi,td(x), i ∈ N. 针对羽
流场估计误差方程(20),构造Lyapunov函数候选

V1(t) = 0.5
n∑

i=1

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx, (21)

沿着估计误差方程(20)的解,对V1(t)求导其导数为

V̇1(t) =
n∑

i=1

w
Ω
C̃i(x, t)∇ · (D∇C̃i(x, t))dx−

n∑
i=1

w
Ω
C̃i(x, t)v

T(x, t)∇C̃i(x, t)dx−

Lc

n∑
i=1

w
Ω
C̃i(x, t)

∑
j∈Ni

(C̃i(x, t)− C̃j(x, t))dx−

n∑
i=1

Li

l(U(xri(t)))
(
w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dx)

2 −
n∑

i=1

Li

w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dxωi(t) +

n∑
i=1

w
Ω
C̃i(x, t)w(x, t)dx. (22)

应用格林公式并考虑估计误差方程(20)中的边界条件
以及假设1中∇ · v(x, t) = 0,有如下两个等式成立:w

Ω
C̃i(x, t)∇ · (D∇C̃i(x, t))dx =

−
w
Ω
∇TC̃i(x, t)D∇C̃i(x, t)dx, (23)w

Ω
C̃i(x, t)v

T(x, t)∇C̃i(x, t)dx =

−0.5
w
Ω
∇ · v(x, t)C̃2

i (x, t)dx = 0. (24)

应用庞加莱不等式[14]并考虑到D , diag{d1, d2} >

0,有 w
Ω
∇TC̃i(x, t)D∇C̃i(x, t)dx >

d̄
w
Ω
∇TC̃i(x, t)∇C̃i(x, t)dx >

π2d̄

(dia(Ω))
2

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx, (25)

其中d̄ , min{d1, d2} > 0. 将式(25)代入式(23),有
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Ω
C̃i(x, t)∇ · (D∇C̃i(x, t))dx 6

− π2d̄

(dia(Ω))
2

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx. (26)

由式(9),很容易验证
n∑

i=1

w
Ω
C̃i(x, t)

∑
j∈Ni

(C̃i(x, t)− C̃j(x, t))dx =

0.5
n∑

i=1

∑
j∈Ni

(C̃i(x, t)− C̃j(x, t))
2dx, (27)

由式(24),不等式(26)和式(27)并考虑式(21),式(22)可
改写为

V̇1(t) 6

− 2π2d̄

(dia(Ω))
2V1(t)+

n∑
i=1

w
Ω
C̃i(x, t)w(x, t)dx−

n∑
i=1

Li(
w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dx)

2

l(U(xri(t)))
−

n∑
i=1

Li

w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dxωi(t). (28)

运用三角不等式,对于任意i ∈ N,有

2
w
Ω
C̃i(x, t)w(x, t)dx 6

π2d̄

(dia(Ω))
2

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx+

(dia(Ω))
2

π2d̄

w
Ω
w2(x, t)dx, (29)

2
w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dxωi(t) 6
2

l(U(xri(t)))
(
w
Ω
χ(x,xri(t))C̃i(x, t)dx)

2 +

0.5l(U(xri(t)))ωi
2(t), (30)

将不等式(29)和不等式(30)代入不等式(28)并考虑式
(11), Li > 0, |ωi(t)| < ωmi, i ∈ N和

w
Ω
w2(x, t)dx

< wm, t > 0,有如下不等式成立

V̇1(t) 6 − π2d̄

(dia(Ω))
2V1(t) + κ, (31)

其中κ , n(dia(Ω))
2
wm

2π2d̄
+

l̃
n∑

i=1

Liω
2
mi

4
. 由等式(21)

和不等式(31),对于任意t > td,有如下不等式
n∑

i=1

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx 6

n∑
i=1

w
Ω
C̃2

i,td
(x)dx exp(−π2d̄(t− td)

(dia(Ω))
2 ) +

2κ(dia(Ω))
2

π2d̄
(1− exp(−π2d̄(t− td)

(dia(Ω))
2 )),

显然上述不等式意味着

lim
t→+∞

√√√√ n∑
i=1

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx

n
6

√
2κ(dia(Ω))

2

nπ2d̄
,

(32)

即羽流场协同估计误差均值

√√√√ n∑
i=1

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx

n
指

数收敛于一个以零点为圆心半径为

√
2κ(dia(Ω))

2

nπ2d̄
的

邻域内.

b) 羽流边界协同跟踪误差分析.

在协同控制算法(13)–(15)驱动下, n艘无人水面艇
闭环运动学模型为

ẋri(t) =

f̂1(xr1(t), t)∇ŷ1(xr1(t), t)

∥∇ŷ1(xr1(t), t)∥2
,

f̂i(xri(t), t)∇ŷi(xri(t), t)

∥∇ŷi(xri(t), t)∥2
−k2e

T
2i(xri(t), t)·∑

j∈Ni

(xri(t)− xrj(t))e2i(xri(t), t),

i ∈ {2, 3, · · · , n− 1},
f̂n(xrn(t), t)∇ŷn(xrn(t), t)

∥∇ŷn(xrn(t), t)∥2
−

k3n(t)e2n(xrn(t), t),

(33)

针对方程(33),构造如下Lyapunov函数候选:

V2(t) = 0.5
n∑

i=1

ê2ŷ,i(xri(t), t). (34)

定义

êŷ,i(xri(t), t) , ŷi(xri(t), t)− Cf , (35)

考虑到Cf是常数,对于任意i ∈ N,显然有

dêŷ,i(xri(t), t)

dt
=

dŷi(xri(t), t)

dt
,

∇êŷ,i(xri(t), t) = ∇ŷi(xri(t), t),

∇Têŷ,i(xri(t), t)e2i(xri(t), t) =

∇Tŷi(xri(t), t)e2i(xri(t), t) = 0,

(36)

利用式(36),进一步有如下结论

∇Tŷi(xri(t), t)ẋri(t) = f̂i(xri(t), t), i ∈ N, (37)

沿着式(1)–(3)和式(33)的解,运用链式求导法则并考
虑式(36)和式(37),对于任意i ∈ N,有如下结论成立

dêŷ,i(xri(t), t)

dt
=

∇Tŷi(xri(t), t)ẋri(t) +
∂ŷi(xri(t), t)

∂t
=

−k1êŷ,i(xri(t), t). (38)

因此,利用式(38), V2(t)关于时间t的导数为
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V̇2(t) =
n∑

i=1

êŷ,i(xri(t), t)
dêŷ,i(xri(t), t)

dt
=

− ki
n∑

i=1

ê2ŷ,i(xri(t), t) = −2k1V2(t),

这意味着
n∑

i=1

ê2ŷ,i(xri(t), t) =

n∑
i=1

ê2ŷ,i(xri(td), td) exp(−2k1(t− td)), t > td.

(39)

运用三角不等式、杰森不等式并考虑|ωi(t)| <
ωmi, i ∈ N,可得到

n∑
i=1

(yi(xri(t), t)− Cf)
2 =

n∑
i=1

(ê2ŷ,i(xri(t), t)+yi(xri(t), t)−ŷi(xri(t), t))
26

2
n∑

i=1

ê2ŷ,i(xri(t), t) + 2
n∑

i=1

(yi(xri(t), t)−

ŷi(xri(t), t))
2 6 2

n∑
i=1

ê2ŷ,i(xri(t), t) +

4
n∑

i=1

w
U(xri(t))

C̃2
i (x, t)dx

l(U(xri(t)))
+ 4

n∑
i=1

ω2
i (t) <

2
n∑

i=1

ê2ŷ,i(xri(t), t)+4
n∑

i=1

w
Ω
C̃2

i (x, t)dx

l(U(xri(t)))
+4

n∑
i=1

ω2
mi,

(40)

将不等式(32),式(39)代入不等式(40),则此不等式可
改写为

lim
t→+∞

n∑
i=1

(yi(xri(t)), t)− Cf)
2 <

8
κ(dia(Ω))2

π2 l̃d̄
+ 4

n∑
i=1

ω2
mi, (41)

这意味着

lim
t→+∞

√√√√ n∑
i=1

(yi(xri(t), t)− Cf)
2

n
<

2

√
2κ(dia(Ω))2

nπ2 l̃d̄
+

n∑
i=1

ω2
mi

n
,

也 就 是 说,羽 流 边 界 协 同 跟 踪 误 差 均 值√√√√ n∑
i=1

(yi(xri(t), t)− Cf)
2

n
指数收敛于一个以零点为

圆心半径为2

√
2κ(dia(Ω))

2

nπ2 l̃d̄
+

n∑
i=1

ω2
mi

n
的邻域内.

c) 协同编队误差分析.
定义通信拓扑上相邻的两艘无人艇间距

∆xT
ri(t) = xT

ri(t)− xT
ri+1(t), i ∈ N̄, (42)

其中N̄ , {1, 2, · · · , n− 1}. 由n艘无人水面艇闭环

运动学模型(33), ∆xri(t), i ∈ N̄受约束于如下微分方
程:

∆ẋri =

−k2e
T
2i(xri(t), t)

∑
j∈Ni

(∆xri(t)−∆xrj(t)) ·

e2i(xri(t), t) + d1i(t) + d2i(t) + d3i(t), i ∈ N̄,
(43)

其中:

d1i(t)
∆
=

f̂(xri(t), t)∇Tŷi(xri(t), t)

∥∇ŷi(xri(t), t)∥2
−

f̂i+1(xri+1(t), t)∇ŷi+1(xri+1(t), t)

∥∇ŷi+1(xri+1(t), t)∥2
, i ∈ N̄,

d2i(t)
∆
=

k2e
T
2i+1

(xri+1(t), t)(∆xri+1(t)−∆xri(t)) ·
e2(i+1)(xr(i+1), t)− k2e

T
2i(xri(t), t) ·

(∆xri+1(t)−∆xri(t))e2i(xri(t), t), i ∈ N̄,
d3i(t) ,{
0, i ∈ {1, 2, · · · , n− 2},
−k3n(t)e2n(xrn(t), t), i = n− 1,

为了简化公式及便于理解,定义

∆x̄r , [∆xT
r1 ∆xT

r2 · · · ∆xT
r(n−1)]

T,

E(t) ,
diag{e21(xr1, t),e22(xr2, t), · · · ,
e2(n−1)(xr(n−1), t)},
d̂q(t) , [dT

q1(t) dT
q2(t) · · · dT

q(n−1)(t)]
T,

q ∈ {1, 2, 3},

则微分方程(43)可改写为如下向量形式:

∆ ˙̄xr =

−k2E(t)ET(t)(L⊗I2)∆x̄r+d̂1(t)+d̂2(t)+d̂3(t).

(44)

针对上述向量方程,构造如下Lyapunov函数候选

V3(t) = 0.5∆x̄T
r (L⊗ I2)∆x̄r, (45)

应用柯西–许瓦兹不等式,沿式(44)的解,关于时间t

的V3(t)的一阶微分为

V̇3(t) = ∆x̄T
r (L⊗ I2)∆ ˙̄xr =

−k2∆x̄T
r (t)(L⊗ I2)E(t)ET(t)(L⊗ I2)∆x̄T

r (t)+

∆x̄T
r (t)(L⊗ I2)(d̂1(t) + d̂2(t) + d̂3(t)) 6

−k2∆x̄T
r (t)(L⊗ I2)E(t)ET(t)(L⊗ I2)∆x̄T

r (t)+

∥∆x̄T
r (t)∥∥(L⊗I2)∥(∥d̂1(t)∥+∥d̂2(t)∥+∥d̂3(t)∥).

(46)
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在羽流边界协同跟踪误差分析部分,已经得到下
列结论:尽管过程干扰w(x, t)和测量干扰ωi(t), i∈N
存在,协同控制算法(13)–(15)依然能驱动n艘水面无

人艇运动到羽流边界附近且随着羽流边界的扩张而

动态扩张.众所周知,对于大多数羽流场,边界附近的
浓度、梯度和散度均有界的且通常情况下值很小. 因
此, ∥d̂1(t)∥, ∥d̂2(t)∥, ∥d̂3(t)∥均有界,即存在一个常
数τ > 0使得

∥d̂1(t)∥+ ∥d̂2(t)∥+ ∥d̂3(t)∥ 6 τ, (47)

因为E(t)ET(t) > 0且L > 0,所以从不等式(46)和
(47)可得到如下结论:随着t → ∞,系统(44)的解收敛
到一个以一致性值为中心的小区域,其区域半径由
τ > 0决定. 证毕.

注注注 1 根据定理1的证明可知,如果过程模型完全已
知且浓度测量精确,即不考虑过程干扰w(x, t)和测量干扰

ωi(t), i ∈ N的影响,协同控制算法(13)–(15)可保证羽流场
协同估计误差和羽流边界协同跟踪误差指数收敛.

注注注 2 在协同控制算法(13)–(15)中,本文通过控制增
益k3n(t)切换实现第2个控制目标.结合文献[12]的工作,第
二个控制目标还可通过通信拓扑切换实现. 具体来说,当两
艘边界领导艇在羽流边界上相遇(或两者之间距离小于某给
定值),将最近邻线型图通信拓扑切换到最近邻环型图通信拓
扑[12].

4 数数数值值值仿仿仿真真真

4.1 仿仿仿真真真环环环境境境

设仿真区域Ω为[0, 14]× [0, 21]的矩形. 在此区
域内,两个化学源头(记为Y1和Y2)分别设定在位置
[9 6]T和[7 8]T处,其中浓度值分别为2和3. 令扩散系
数矩阵为D = diag{0.5, 0.5},羽流边界阈值为Cf

= 0.1且外部干扰w(x, t)为w(x, t) = 0.1 sin(πx) ·
exp(−0.01t).

类似于文献[12],仿真环境包括海面洋流场
v(x, t)虚拟仿真和羽流浓度场C(x, t)虚拟仿真. 海
面洋流场v(x, t)是通过利用文献[15]提供的算法数值
近似求解空间区域Ω内带有预设边界速度的不可压缩

羽流场纳维–斯托克斯方程. 在位置[9 6]T和[7 8]T处

的两个泄漏源持续向流场中释放化学物质,这些化
学物质在流场中传播形成了一个动态羽流浓度场

C(x, t). 此动态浓度场可通过数值求解的空间二维对
流–扩散方程(1)–(3)近似获得.

4.2 基基基于于于分分分布布布一一一致致致观观观测测测器器器的的的协协协同同同控控控制制制算算算法法法仿仿仿真真真

针对由30艘水面无人艇构成的同构型海洋机器人
网络(即n = 30, N , {1, 2, · · · , 30}),本节给出了所
提出协同控制算法的数值仿真来验证其有效性. 两个
化学物质泄漏源在t = 0时刻开始泄漏(t0 = 0). 在化
学物质泄漏1 s后,含有30艘无人艇的同构型海洋机器

人网络被随机部署在区域Ω内(td = 1 s),如图2所示,
其中伪色彩表示每时刻羽流浓度分布其边上的色条

显示比例,黑色曲线是羽流边界的轮廓,阈值浓度值
为Cf = 0.1,跟随艇被标记为蓝色圆圈‘○’,边界领导
艇标记为红色方框‘□’,边界锚艇标记为紫色三角形
‘Δ’,标记为Y1和Y2的两个位置分别是化学物质泄漏
源,且无人艇的初值位置为

[xr1(td) xr2(td) · · · xr30(td)] =[
12

7

]
[1 1 · · · 1]︸ ︷︷ ︸

30

+rand(2, 30),

其中rand(2, 30)是一个2× 30的矩阵,其元素取值于
区间(0, 1)内均匀分布的随机数. 假设艇载浓度传感
器所测量的羽流浓度值受到测量干扰为取值于区间

(−0.03, 0.03)内的随机噪声. 过程噪声为w(x, t) =

0.1 sin(πx) exp(−0.01t).

在协同控制算法(13)–(15)中,相关参数取值分别
为Lc = 30, Li = 5, i ∈ N, k1 = 70, k2 = 25,
k3 = 4, k4 = 5. 在边界领导艇控制律(15)中,当条件
∥xr1(t)− xr30(t)∥ 6 2得到满足时,控制增益k3n(t)

切换到(16). 类似于文献[12],为降低初始估计误差对
控制性能的影响,海洋机器人网络要充分收集任务区
域内相关信息.为此,在本节仿真中,所有无人艇在初
值位置固定不动以搜集任务区域内羽流浓度信息,直
到4 s后才在协同控制算法(13)–(15)驱动下运动.

(a) t = 4 s (b) t = 6 s

(c) t = 7 s (d) t = 8 s
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(e) t = 10 s (f) t = 18 s
图 2 针对由30艘水面无人艇构成的海洋机器人网络基于领

导–跟随–锚结构海洋溢油羽流边界协同监测一次仿真
运行中无人艇运动截图

Fig. 2 The snapshots of the vehicle movements for a simu-
lation run with the marine robot network consisting
of 30 USVs for boundary-leader-follower-anchor-

based cooperative dynamic plume monitoring

如图2所示, 30艘无人艇在协同控制算法(13)–(15)
引导下跟踪羽流边界(由黑色轮廓线刻画)的动态扩
张,并在此羽流边界上保持均匀分布.具体来说,在t

= 8 s之前,边界领导艇引导跟随艇在羽流边界上散开
(见t = 6 s和t = 7 s时刻截图)以有效监视羽流边界的
动态扩张.在时刻t = 8 s之后,边界领导艇控制算法
(15)中控制增益k3n(t)已切换为(16)以实现边界领导
艇与边界锚艇一起运动,且随羽流边界扩张而扩张
(见t = 10 s和t = 18 s时刻截图). 此外,为进一步说明
协同控制算法的工程应用效果,图3中展示了由(17)–
(19)定义的三类误差随时间的演化轨迹,以及30艘无
人艇的运动轨迹,其中Y1和Y2是两个化学物质泄漏
源,空心圆圈、方形框、三角形框及其实心形状分别表
示无人艇初始和最终位置.这些仿真结果说明即使存
在过程干扰和测量干扰,本文所提出的协同控制算法
(13)–(15)依然能提供令人满意的控制效果.

4.3 对对对比比比仿仿仿真真真实实实验验验

为进一步说明其优越性,下面将本文所提出的领
导–跟随–锚协同控制算法与文献[12]中的无领导者协
同控制算法进行仿真对比. 在此仿真对比实验中,两
种算法的仿真环境设定以及控制参数选取均相同,
即

ωi = rand(−0.03, 0.03), i ∈ N,
w(x, t) = 0.1 sin(πx) exp(−0.01t),

Lc = 30, Li = 5, i ∈ N,
k1 = 70, k2 = 25.

无人艇的初始位置为

[
11

7

]
[1 1 · · · 1]︸ ︷︷ ︸

30

+rand(2, 30).

与之前的仿真一样,所有无人艇在初始位置固定
不动以搜集任务区域内羽流浓度信息,直到4 s后才在

各自协同控制算法驱动下运动.图4给出了仿真结束
时受上述两种协同控制算法驱动的30艘无人艇在羽

流边界上的分布情况. 图5提供了由领导–跟随–锚协
同控制算法驱动无人艇的编队误差、羽流边界跟踪误

差和估计误差时间轨迹(红色实线).仿真结果表明: 本
文提出的领导–跟随–锚协同控制算法有效实现了在
第2.3节设定的两个控制目标,而文献[12]的无领导者
协同控制算法未能实现第2个控制目标(即30艘无人

艇在羽流边界上形成均匀分布).

(a) 无人艇轨迹

(b) 编队误差

(c) 羽流边界跟踪误差

(d) 估计误差

图 3 无人艇运动轨迹和编队误差、羽流边界跟踪误差和估计

误差时间轨迹

Fig. 3 The USV trajectories, the time trajectories of formation

error, plume front tracking error, and estimation error
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(a) 领导–跟随–锚协同控制 (b) 无领导者协同控制

图 4 仿真结束时30艘无人艇在羽流边界上的分布情况

Fig. 4 The distribution on the plume front at the end of

simulation

(a) 编队误差

(b) 羽流边界跟踪误差

(c) 估计误差

图 5 30艘无人艇的编队误差、羽流边界跟踪误差和估计误差
轨迹

Fig. 5 The time trajectories of formation error, plume front

tracking error, and estimation error for 30 USVs

另外,文献[12]的仿真研究已经指出:相对于初始
位置随机布放,无领导者协同控制算法能提供更好监
测效果,如果其初始位置设定为包含溢油源的期望形
状.为此,将无人艇的初始位置重新设定为

[xr1(td) xr2(td) · · · xr30(td)] =[
5 5 5 5 5 5.4 5.8 6.2 6.6 7 7.4 7.8 8.2 8.6 9

6 7 8 9 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

9 9 9 9 9 8.6 8.2 7.8 7.4 7 6.6 6.3 6 5.7 5.4

9 8 7 7.5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

]
,

并重新运行无领导者协同控制算法仿真实验. 图5给
出相应无人艇的编队误差、羽流边界跟踪误差和估计

误差时间轨迹(蓝色虚线).

由图4和图5中仿真结果可知,即使存在过程干扰
和测量噪声,相对于文献[12]中的无领导者协同控制
算法,本文所提出的领导–跟随–锚协同控制算法能提
供更好的控制效果.

5 结结结论论论

在领导–跟随–锚框架下,本文提出了基于分布一
致观测器的协同控制策略,引导由n艘无人水面艇构

成的海洋机器人网络完成海上溢油污染羽流的协同

监测任务.在所提的协同控制算法中,分布一致观测
器技术不仅能实现整个空间区域内动态浓度场的无

偏估计,还克服了无人艇局部位置处梯度信息难以直
接测量导致的控制设计困难.结合Lyapunov技术、集
合稳定概念和多智能体一致性理论,严格分析了所提
出协同控制算法的收敛性. 数值仿真实验直观地展示
了所提出协同控制算法的有效性及其仿真应用效果.
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