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摘要:本文针对通讯拓扑同时沿时间轴和迭代轴切换且存在测量受限的情形,研究了基于迭代学习控制方法的
连续线性多智能体系统输出一致性跟踪问题.在系统通信拓扑始终含有以虚拟领航者为根节点的生成树,以及所有
智能体初态在每次迭代均可重置的条件下,针对跟随者能够获得的局部信息而设计了测量受限分布式输出一致性
协议.然后,利用λ范数的方法和圆盘定理给出了所有跟随者的输出收敛到虚拟领导者输出的两个充分性条件,其
中之一可实现时变迭代学习增益的分布式计算.最后,仿真结果验证了所得结论的有效性.
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Abstract: In this paper, aiming at the situation where the communication xtopology is switched along the time axis and
iterative axis, and with measurement restricted, the output consensus tracking problem of the continuous linear multi-agent
system based on the iterative learning method is studied. Under the condition that the system communication topology
always contains a spanning tree with the virtual leader as the root node, and the initial state of all agents can be reset in
each iteration, a measurement-constrained distributed output consensus protocol designed for the local information that
followers can obtain. And then, using λ norm method and the disc theorem give two sufficient conditions for the output
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1 引引引言言言

近年来,由于在智能电网、多机器人系统协同等复
杂网络化系统建模与控制中的广泛应用,多智能体系
统(multi-agent system, MAS)协同控制得到了深入研
究,并取得了丰硕的成果[1–5].

在多智能体系统的研究中,人们采用了多种经
典控制方法,包括在给定时间区间内能快速跟踪期
望轨迹的迭代学习 (iterative learning control, ILC)方

法[6–9]. 对于连续的系统,文献[10]建立相应分布式
ILC控制律,保证输入输出型线性系统的MAS在给定
时间区间达成一致性. 文献[11]研究了具有不确定性
和存在扰动情形下的二阶多智能体系统ILC一致性问
题.文献[12]基于给出的初态可学习分布式ILC协议,
研究了固定拓扑结构下非线性多智能体系统的一致

性问题.而对于离散的系统,文献[13]中的拓扑结构在
有限区间的时间轴和无限增加的迭代轴双变化,根据
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个体智能体所能获得的局部信息建立的分布式ILC更
新律保证了线性系统MAS完成编队. 文献[14]考虑了
存在时间延时和拓扑结构变化的情况,根据局部信息
建立的分布式ILC能够保证所有线性系统智能体达成
输出一致性. 文献[15]在面对拓扑结构改变、初态漂
移和存在扰动的情况,使用分布式ILC的方法仍能使
非线性系统的MAS完成编队. 值得注意的是,将ILC
代入到MAS中,很多变量将会是沿时间轴和迭代轴双
变化的,这增加了保证MAS达成一致性对通信拓扑结
构的要求. 若在此情况下,若通信拓扑也是沿时间轴
和迭代轴双变化的,这很自然的使整个MAS变成了一
个二维(2D)的动态变化系统[14]. 此外,在变拓扑条件
下ILC学习增益的求解大都要求系统通讯拓扑结构的
变化规律已知[12–15]. 在实际应用中,传感器测量范围
有限在某些情形下也对多智能体系统能否求解一致

性问题带来了挑战,针对这一问题也取得了一些成果.
文献[16]研究了具有固定拓扑且存在输入饱和的一阶
多智能体一致性问题.文献[17]研究固定和变化的无
向拓扑结构下输入饱和的情况. 文献[18]研究了固定
无向拓扑结构下,个体动态特性为离散系统且存在输
入饱和的情况. 文献[19]研究了在无向拓扑结构下,
存在输出饱和且基于事件触发机制下多智能体一致

性问题.此外,文献[20]考虑了测量受限与存在测量噪
声的影响,用饱和函数对测量受限进行建模,给出了
实际测量值与输出之间的函数关系,建立了通讯拓扑
仅沿时间轴切换时的一致性问题可解条件.

受文献[20]启发,本文考虑连续正则线性多智能
体系统测量受限一致性问题,其中智能体之间的通信
拓扑沿时间轴和迭代轴两个维度变化,给出此类系统
可解一致性问题的条件.与文献[18]和文献[20]所考
虑的离散线性系统相比,由于测量受限的存在而引入
了非光滑的饱和函数,这为分析连续系统带来相关困
难.此外,与单一变化或是固定无向拓扑结构相比,本
文采用分布式迭代学习控制方法且拓扑结构沿时间

轴和迭代轴双变化,这也为达成一致性增加了困难.
而且,与文献[16–20]相比,连续的正则线性系统中在
状态和输出两处都由输入引入了测量值而非实时的

真实值,这为所探索的问题进一步的增加了困难.

2 问问问题题题描描描述述述

多智能体系统中个体之间的通讯拓扑利用有向图

表示,记为G = (V, E ,A),其中: n为智能体的个数, V
= {v1, v2, · · · , vn}为顶点集合, E ⊆ V ×V为边集, A
= [aij]为邻接矩阵, aij > 0, aii = 0. 当aij > 0时,
(vj, vi) ∈ E ,表明智能体i能够接收到智能体j的相

关信息. Ni = {vl ∈ V : (vl, vi) ∈ E}表示智能体 vi

的邻居集. 取di =
n∑

l=1

ail,图G的度矩阵表示为D =

diag{d1, d2, · · · , dn}. L = D −A为图G的拉普拉斯

矩阵. 如果图G中至少存在一个顶点vi,对图中任一其
他节点vj ,总存在首尾相连的一组边(vi, vi1), (vi1 ,

vi2), · · · , (vil , vj),则称图G含有生成树. 此外, I表示
单位矩阵, A > 0(A > 0)表示矩阵A的所有元素都为

正(非负), ℓn = {1, 2, · · · , n}, A⊗B表示矩阵A和B

的 kronecker积. diag{x1, x2, · · · , xn}表示以xi为元

素的对角矩阵. N+={0, 1, 2, · · · }, 1n=[1 1 · · · 1]T

∈ Rn.
考虑由n个跟随着和1个虚拟领导者组成的多智能

体系统一致性问题,其跟随者vi的动力学方程为{
ẋi,k(t) = A(t)xi,k(t) +B(t)ui,k(t),

yi,k(t) = C(t)xi,k(t) +D(t)ui,k(t),
(1)

其中: i ∈ ℓn, k ∈ N+和t ∈ [T1, T2](0 6 T1 < T2)分

别表示迭代次数和时间区间; ui,k(t) ∈ Rp, xi,k(t) ∈
Rnx和yi,k(t) ∈ Rm分别表示输入变量、状态变量和

输出变量,且有m >p. A(t), B(t), C(t), D(t)为适维

时变系统矩阵, D(t)行满秩.
所考虑系统中的虚拟领导者v0的动力学方程形如

系统(1),系统矩阵仍为A(t), B(t), C(t), D(t),相应
的期望输入为ud(t),期望状态为xd(t),期望输出为
yd(t). 需要说明的是,在本文所考虑的多智能体系统
中,只有部分跟随者能够获得虚拟领导者信息的情形.
当跟随者vi(i ∈ ℓn)接收到虚拟领导者v0的信息时,取
qi,k(t) = 1,否则qi,k(t) = 0. 令{

Qk(t) = diag{q1,k(t), q2,k(t), · · · , qn,k(t)},
qk(t) = [q1,k(t) q2,k(t) · · · qn,k(t)]T

(2)

表示t时刻跟随者与虚拟领导者的关系矩阵. 则包含
领导者和跟随者的多智能体系统通信拓扑可表示为

Ḡk(t) = (V ∪ {v0}, Ēk(t), Āk(t)). 其中, Ē为图 Ḡk(t)

的边集,图Ḡk(t)的邻接矩阵为

Āk(t) =

[
Ak(t) qk(t)

0 0

]
.

其中Ak(t) = [aij,k(t)] ∈ Rn×n. 此外,跟随者vi的入

度为d̄i,k(t) =
n∑

l=1

ail,k(t) + qi,k(t),图Ḡk(t)度矩阵为

D̄k(t) = diag{d̄1,k(t), d̄2,k(t), · · · , d̄n,k(t), 0},相 应

的拉普拉斯矩阵为

L̄k(t) = D̄k(t)− Āk(t) =[
Lk(t) +Qk(t) −qk(t)

0 0

]
. (3)

跟随者vi的邻居集为

N̄i,k(t) = {vl ∈ V : (vl, vi) ∈ Ēk(t), i ∈ 0 ∪ ℓn}.

考虑跟随者智能体测量受限时由式(1)给出的多智
能体系统一致性问题.为此设r0 > 0为一给定常数,
领导者智能体的输出yd(t)的元满足max

i
|yi

d| 6 r0, i
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= 1, · · · ,m. 跟随者智能体传感器的量程为[−r0,

r0]. 智能体vi与其邻居之间的通信方式如图1所示.

B( )

ui, k
 ( )

xi, k
 ( )

ȓ
yi, k

 ( )

yi, k
 ( )

vj

C( )

A( )

D( )

Sat(.)

+ +

+ +

vl    i, k ( )

图 1 跟随者智能体vi通信方式

Fig. 1 Communication mechanism of agent vi

定义跟随者vi的输出误差信号为

ei,k(t) = yd(t)− yi,k(t), i ∈ ℓn, (4)

则所考虑一致性问题转化为设计一个分布式控制律

ui,k(t),使得对每一个跟随者智能体,均有

lim
k→∞

[yd(t)− yi,k(t)] = lim
k→∞

ei,k(t) = 0, i ∈ ℓn

(5)

成立. 为此,在设计基于迭代学习方法的控制律之前,
先给出关于系统的两个约定条件,以及将要用到的3
个引理.

假假假设设设 1 对由式(1)给出的测量受限多智能体系
统,每次迭代时所有智能体的初态均能重置,即有

xi,k(T1) = xi(T1) = xd(T1), i ∈ ℓn, k ∈ N+ (6)

成立.

注注注 1 在迭代学习控制中,关于初态重置的假设是一
个基本条件,它在某些问题中是轨迹能够完美跟踪期望的保
证[9]. 该方法引入多智能体系统领域后,初态重置的条件也
普遍存在[4, 12–13, 16].

假假假设设设 2 对由式(1)给出的测量受限多智能体系
统,其通信拓扑由图Ḡk(t)表示. 假设Ḡk(t)始终含有以

领导者v0为根节点的生成树且信息切换拓扑的结构

已知,其中k ∈ N+, t ∈ [T1, T2].

引引引理理理 1 [20] 考虑由式(1)给出的测量受限多智能
体系统,其通信拓扑图为Ḡk(t),拉普拉斯矩阵由式(3)
表示. 若图Ḡk(t)满足假设2,则

Lk(t) +Qk(t)

的所有特征值具有正实部.

引引引理理理 2 [21] 设x(t), y(t)是[T1, T2]上的实值连续

函数, a > 0,若

x(t) 6 c+
w t

T1

(ax(τ) + by(τ))dτ,

则

x(t) 6 cea(t−T1) +
w t

T1

ea(t−τ)by(τ)dτ.

注注注 2 引理1的证明参见文献[21]中附录部分关于
Bellman-Gronwall的证明,其中只需将积分下限由0变为T1

即可，此处从略.

引引引理理理 3 [12] 对任意给定的矩阵M ∈ Rn×n,若其
谱半径ρ(M) < 1,则至少存在一种矩阵范数∥ · ∥s,使
得 lim

k→∞
(∥M∥s)k = 0.

定定定义义义 1 [12] ∥M(t)∥s表示矩阵M在t时刻的某种

范数,基于此s–范数定义一个λ–范数,其表达式如下:

∥M(·)∥λ = sup
t∈[T1,T2]

e−λt∥M(t)∥,

其中λ > 0且可任意取值.

注注注 3 需要说明的是,在文中其他部分范数∥ · ∥s均以
∥ · ∥代替.

3 多多多智智智能能能体体体系系系统统统一一一致致致性性性分分分析析析

为实现控制目标(5),式(1)所示跟随者智能体基于
迭代学习方法的控制律取为

ui,k+1(t) =

ui,k(t) + γk(t){
∑

j∈Ni

aij,k(t)[sat(yj,k(t))−

sat(yi,k(t))] + qi,k(t)[yd(t)− sat(yi,k(t))]}, (7)

其中: γk(t) ∈ Rp×m表示学习增益, sat(yi,k(t)) =

[sat(y
(1)
i,k (t)) sat(y

(2)
i,k (t)) · · · sat(y(m)

i,k (t))]
T

,且有

sat(y
(p)
i,k (t)) =


r0, y

(p)
i,k (t) > r0,

y
(p)
i,k (t), −r0 < y

(p)
i,k (t) < r0,

−r0, y
(p)
i,k (t) 6 −r0.

p = 1, · · · ,m. 为便于分析,取

yd(t)− sat(yi,k(t)) = σi,k(t)(yd(t)− yi,k(t)),

其中σi,k(t) = diag{σ(1)
i,k (t), · · · , σ

(m)
i,k (t)},其元素为

σ
(p)
i,k (t) =

y
(p)
d (t)− r0

y
(p)
d (t)− y

(p)
i,k (t)

, y
(p)
i,k (t) > r0,

1, −r0 < y
(p)
i,k (t) < r0,

y
(p)
d (t) + r0

y
(p)
d (t)− y

(p)
i,k (t)

, y
(p)
i,k (t) 6 −r0,

p = 1, · · · ,m. 则由0 < σ
(p)
i,k (t) 6 1,可得

0 < ∥σi,k(t)∥ 6 1. (8)

由式(1)和式(4),所有跟随者智能体的输入、输出
和误差信号可写为

uk(t) = [uT
1,k(t) uT

2,k(t) · · · uT
n,k(t)

T]T,

yk(t) = [yT
1,k(t) yT

2,k(t) · · · yT
n,k(t)]

T,

ek(t) = [eT1,k(t) eT2,k(t) · · · eTn,k(t)]T,
(9)

则式(7)所示跟随者智能体的控制律的向量形式为
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uk+1(t) =

uk(t) + ((Lk(t) +Qk(t))⊗ γk(t))×
σk(t)[1n ⊗ yd(t)− yk(t)] =

uk(t) + ((Lk(t) +Qk(t))⊗ γk(t))σk(t)ek(t).

(10)

其中σk(t) = diag{σ1,k(t), · · · , σn,k(t)}.

定定定理理理 1 考虑由式(1)给出的测量受限多智能体
系统,其通信拓扑满足假设2. 若跟随者智能体每次迭
代初态满足假设1,且其迭代学习控制律由式(7)给出.
那么,如果学习增益γk(t)满足不等式

∥I − Γk(t)σk(t)∥ < 1, (11)

其中

Γk(t) = (Lk(t) +Qk(t))⊗ (D(t)γk(t)). (12)

则随着迭代次数k的增加,所有跟随者智能体的输出
均收敛到虚拟领导者的输出,即式(5)成立.

证证证 由式(4)和式(9)关于输出误差的定义,得到

ek+1(t)− ek(t) = −(yk+1(t)− yk(t)) =

−(In ⊗ C(t))[xk+1(t)− xk(t)]−
(In ⊗D(t))[uk+1(t)− uk(t)] =

−(In ⊗ C(t))[xk+1(t)− xk(t)]−
Γk(t)σk(t)ek(t), (13)

其中Γk(t)如式(12)所示. 则有

ek+1(t) = [I − Γk(t)σk(t)]ek(t)−
(In ⊗ C(t))[xk+1(t)− xk(t)].

上式两端取范数,易得

∥ek+1(t)∥ 6 ∥I − Γk(t)σk(t)∥∥ek(t)∥+
∥In ⊗ C(t)∥∥xk+1(t)− xk(t)∥,

上式等号两端同乘上e−λt,可得

∥ek+1(·)∥λ 6
∥I − Γk(t)σk(t)∥∥ek(·)∥λ +
∥In ⊗ C(t)∥∥xk+1(·)− xk(·)∥λ. (14)

此外,由式(1)可得

xk+1(t)− xk(t) =

xk+1(T1)−xk(T1)+
w t

T1

[(In⊗A(τ))(xk+1(τ)−

xk(τ)) + (In ⊗B(τ))(uk+1(τ)− uk(τ))]dτ.

(15)

对式(15)两端取范数,可得

∥xk+1(t)− xk(t)∥ 6w t

T1

∥In ⊗A(τ)∥∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+

∥In ⊗B(τ)∥∥uk+1(τ)− uk(τ)∥dτ =w t

T1

∥In ⊗A(τ)∥∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+

∥In ⊗B(τ)∥∥((Lk(τ) +Qk(t))⊗ γk(τ)) ·
σk(τ)ek(τ)∥dτ.

令

a1 = sup
t∈[T1,T2]

∥In ⊗A(t)∥,

a2 = sup
t∈[T1,T2]

∥In ⊗B(t)∥,

a3 = sup
t∈[T1,T2]

∥In ⊗ C(t)∥,

a4 = sup
t∈[T1,T2]

∥(Lk(t) +Qk(t))⊗ γk(t)∥,

代入式(16)可得

∥xk+1(t)− xk(t)∥ 6w t

T1

[a1∥xk+1(τ)− xk(τ)∥+ a2∥((Lk(τ) +

Qk(t))⊗ γk(τ))∥∥σk(τ)∥∥ek(τ)∥]dτ 6w t

T1

[a1∥xk+1(τ)−xk(τ)∥+ a2a4∥ek(τ)∥]dτ.

(16)

由引理2,式(16)可进一步写为

∥xk+1(t)− xk(t)∥ 6
w t

T1

ea1(t−τ)a2a4∥ek(τ)∥dτ.

(17)

式(17)两端同乘e−λt,可得

∥xk+1(·)− xk(·)∥λ 6w t

T1

e(a1−λ)(t−τ)a2a4∥ek(·)∥λdτ 6

1− e(a1−λ)(T2−T1)

λ− a1

a2a4∥ek(·)∥λ. (18)

将式(18)代入式(14),可得

∥ek+1(·)∥λ 6 ∥I − Γk(t)σk(t)∥∥ek(·)∥λ +
1− e(a1−λ)(T2−T1)

λ− a1

a2a3a4∥ek(·)∥λ.

(19)

由定义1可知, λ可自由选取,故当选取充分大的λ时,
上面不等式的右边第二项可忽略不计,所以当满足条
件(11)时,随着迭代次数k的不断增加, ek(t)将趋于0,
即所有跟随者智能体的输出均收敛到虚拟领导者的

输出.

最后由假设2和引理1可知,矩阵Lk(t) +Qk(t)所

有特征值均具有正实部,因此Γk(t)σk(t)的行向量不

存在零元,此为条件(11)成立的前提.需要注意的是,
根据定理1所给出的条件在实时求解迭代学习增益
γk(t)的过程中总是需要知道σk(t),由于该信息是一
个全局信息,因而导致跟随者智能体很难利用局部信
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息获得γk(t),这使得系统在切换拓扑情形下分布式实
现比较困难.为此,通过限定迭代学习增益γk(t)的形

式,给出一个可分布式实现的结果.

定定定理理理 2 考虑由式(1)给出的测量受限多智能体
系统,智能体之间通信拓扑满足假设2,跟随者智能体
每次迭代初态满足假设1,且其迭代学习控制律由
式(7)给出.若取γk(t)使得D(t)γk(t) = ϱk(t)Im,其中
ϱk(t)满足

sup
t∈[T1,T2]

ρ(I −Mk(t)) < 1, (20)

其中

Mk(t) = ((Lk(t) +Qk(t))⊗ ϱk(t)Im),

其中: ρ(·)为矩阵的谱半径, ϱk(t)为随拓扑图结构改
变而变化的实数. 则随着迭代次数k的不断增加,式
(5)成立,即一致性问题可解.

证证证 由于Mk(t)满秩,假设矩阵I −Mk(t)的特征

值为 λi,k(t), i = 1, 2, · · · , nm,且由条件 (20)可知√
|λi| < 1. 则由圆盘定理可知

|λi,k(t)− (1−(
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|+qi,k(t))ϱk(t))| 6

n∑
j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t), (21)

去掉绝对值符号,则有

1− 2
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t)− qi,k(t)ϱk(t) 6

λi,k(t) 6 1− qi,k(t)ϱk(t), (22)

从而有

−1 < 1− 2
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t)−qi,k(t)ϱk(t) 6

λi 6 1− qi,k(t)ϱk(t) < 1. (23)

此处可知ϱk(t) > 0. 因为有部分的qi,k(t) = 0,而由
条件(20)可知

√
|λi| < 1,故可知上式不取等号成立的

情况.

进一步地,设λσ
i,k(t)为I −Mk(t)σk(t)的任意一

个特征值,则由圆盘定理可知

|λσ
i,k(t)− (1− (

n∑
j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|+

qi,k(t))ϱk(t)σi,k(t))| 6
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t)σj,k(t),

则有

1− qi,k(t)ϱk(t)σi,k(t)−
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t) ·

σi,k(t)−
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t)σj,k(t) 6 λσ
i,k(t) 6

1−
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|ϱk(t)σi,k(t)+
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)| ·

ϱk(t)σj,k(t)− qi,k(t)ϱk(t)σi,k(t). (24)

此外,对任一跟随者智能体vi,由式(19)且矩阵范数形
式取为2范数,则可得

∥ei,k+1(·)∥λ 6

∥I−(
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|+qi,k(t))(ϱk(t)Im)σi,k(t)∥2 ·

∥ei,k(·)∥λ +
1−e(a1−λ)(T2−T1)

λ− a1

a2a3a4∥ei,k(·)∥λ +
n∑

j=1,j ̸=i

(∥(aij,k(t)ϱk(t)Im)σj,k(t)∥2∥ej,k(·)∥λ).

(25)

当λ取得充分大时,式(25)中不等号右边第2项可忽略
不计，将不等号右边第3项视为扰动项,由式(23)
可知矩阵

I − (
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|+ qi,k(t))(ϱk(t)Im)

为对角线矩阵,且其所有的对角线元素的绝对值均小
于1. 则结合前面对σi,k(t)的分析,可得

∥I−(
n∑

j=1,j ̸=i

|aij,k(t)|+qi,k(t))(ϱk(t)Im)σi,k(t)∥2<1.

故 ∥ei,k+1(·)∥λ将减小,同理对 ∥ej,k+1(·)∥λ也有
形如式 (25)的存在,故 ∥ej,k+1(·)∥λ也会减小. 所以
∥ei,k+1(·)∥λ将会不断的减小. 故随着迭代次数的不断
增加,所有的σi,k(t), i ∈ ℓn将会不断的趋近于1.

而随着所有的σi,k(t), i ∈ ℓn将会不断的趋近于1,
式(24)中λσ

i的范围将变得和式(23)中λi的范围一样.
故随着迭代次数k的不断增加,有:

ρ(I −Mk(t)σk(t)) < 1. (26)

则对于任意的某一时刻t ∈ [T1, T2],由引理3可知,对
于任意给定的迭代次数k,存在一种范数形式使得定
理1中条件(11)成立. 故由对定理1的证明过程可知
∥ek+1(t)∥ < ∥ek(t)∥. 同理也存在着某种范数形式使
得∥ek+2(t)∥ < ∥ek+1(t)∥. 虽然不同迭代次数之间所
采用的范数形式可能不一样,但都存在着某种范数形
式使得对定理1的证明过程成立,故可以看出对不同
的迭代次数 k,均满足存在着某种范数形式使得
∥ek+1(t)∥ < ∥ek(t)∥,即随着迭代次数k的增加,所有
跟随者智能体的输出均收敛到虚拟领导者的输出,即
式(5)成立.

注注注 4 由于D(t)是行满秩的,因此对于学习增益γk(t)

中的某一列,可由D(t)γk(t) = ϱk(t)Im列出m个线性无关方

程,则γk(t)中每列元素可由此m个线性无关方程组成的方程

组求出.
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注注注 5 与定理1相比较,定理2在求解学习增益γk(t)

时,只需求解使条件(20)成立的ϱk(t),而不受全局信息σk(t)

的影响,因此可实现分布式实时计算.

4 仿仿仿真真真

本节对所得结论进行仿真验证. 考虑由5个跟随者
智能体和1个虚拟领导者组城的多智能体系统,通信
拓扑的4种状态及切换方式如图2所示. 为简化起见,
取每条边的权值为0或1,跟随者测量上限r0 = 8. 易
知每个通信拓扑图均含有以领导者为根的生成树. 仿
真实验中,设t ∈ [T1, T2] = [1, 3],假设每次迭代之后
切换到下一个状态,其中设在1∼1.5 s区间内,通信拓
扑从Ga开始切换,而在1.5 ∼ 2 s, 2 ∼ 2.5 s, 2.5 ∼ 3 s
三个时间段内,系统从Ga, Gb, Gc, Gd任一通信拓扑

开始切换.显然,在此条件下系统的通信拓扑同时沿
迭代轴k和时间轴t变化.

Ga Gb

20 5

31 4

20

Ga Gb

Gd Gc

5

31 4

Gc Gd

20 5

31 4

20 5

31 4

(k = 0,  = 0)

图 2 4种状态的交流有向图和切换机制
Fig. 2 The directed graphs and switching mechanism of

four-states

取跟随者智能体的动力学方程为{
ẋi,k(t) = A(t)xi,k(t) +B(t)ui,k(t),

yi,k(t) = C(t)xi,k(t) +D(t)ui,k(t),
(27)

其中:

xi,k(t) = [x1 x2]
T, yi,k(t) = [y1 y2]

T,

A(t)=

[
0.5t 1.6

0.6t − 0.9t

]
, B(t)=

[
1 − 4t

5t 6t

]
,

C(t)=

[
−5.4t 3.7t

3.9 − 3.8t

]
, D(t)=

[
3t 5t

−7t 6t

]
.

与此同时,取虚拟领导者的动力学方程为{
ẋd(t) = A(t)xd(t) +B(t)ud(t),

yd(t) = C(t)xd(t) +D(t)ud(t),
(28)

其中系统矩阵A(t), B(t), C(t), D(t)与式(27)相同,
且有xd(T1) = 0,期望输入ud(t)为

ud(t) =

[
ud1

ud2

]
=[

0.045 cos(0.8t)− 0.03 sin(2t)

0.07 cos(3t)− 0.05 cos t

]
.

在上述条件下,对于通讯拓扑Ga,可解得Lk(t) +

Q的特征值,按升序排列为1 = λ1 = λ2 = λ3 = λ4

< λ5 = 2. 为使

max
i

(I − λiD(t)γGa
(t)σi,k(t)) < 1.

可取增益

γGa
(t) = 0.3D(t)−1 =

1

t

[
0.0556 − 0.0472

0.0660 0.0283

]
,

易验证

sup
t∈[T1,T2]

ρ(I − ((Lk(t) +Q)⊗ 0.3I2)) = 0.7 < 1

成立. 类似地,对于通信拓扑Gb, Gc, Gd,取

γGb
(t) = γGc

(t) = γGd
(t) = γGa

(t).

易验证也有式(20)成立. 也即满足定理2条件.

图3和图4所示为所有跟随者智能体vi, i ∈ ℓn和虚

拟领航者v0的输出轨迹以及在时间[1,3]区间上,随迭
代次数k的不断增加,所有跟随者智能体vi, i ∈ ℓn和

虚拟领航者v0输出之间最大误差无穷范数的变化趋

势. 由图可见,每个跟随者智能体在所求得的学习增
益作用下,其输出均能够很好地跟踪虚拟领航者的输
出.
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图 3 不同迭代次数之间所有智能体的实际轨迹输出(y1)

Fig. 3 Output trajectory of all agents at different iterations (y1) and the norm of error
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图 4 不同迭代次数之间所有智能体的实际轨迹输出(y2)

Fig. 4 Output trajectory of all agents at different iterations (y2) and the norm of error

5 结结结论论论

针对实际工程应用中大量存在的测量限制情形,
本文研究了存在测量限制影响的连续线性多智能体

系统基于迭代学习方法的输出一致性问题.通过利用

饱和函数对测量受限情况进行建模,给出了一个居于
局部信息的输出一致性协议,通过建立实际输出与测
量输出之间的函数关系,得到了两个使所有智能体输
出收敛到期望输出的两个充分条件.其中第二个条件
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大大简化了学习增益的设计过程,使得算法的分布式
实现成为可能.需要指出的是,所考虑系统的信息拓
扑图在沿时间轴切换的同时,也沿迭代轴切换,加之
跟随者动力学方程中利用饱和函数对测量受限进行

建模带来的非线性和非光滑性,使得问题的求解比较
困难.从仿真结果看,本文所得结果较好地解决了这
一问题,随着迭代次数的增加,最终实现了输出一致
性目标.在后续研究中,将进一步考虑通信拓扑沿时
间轴和迭代轴联合联通时测量受限多智能体系统的

一致性问题.
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