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摘要: 本文对具有边界观测和同位控制的一维热波耦合系统的指数镇定进行了研究. 当控制为零时, 系统是多项

式稳定的. 本文设计2种反馈方式–静态负比例反馈和动态反馈, 利用Lyapunov函数直接法, 得到在2种反馈下闭环系

统是指数稳定的. 此外, 并对2种控制的H∞鲁棒性进行了分析, 给出了相应的充分条件.
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1 引引引言言言

本文研究由如下偏微分方程组描绘的一维热波耦

合系统,

zt(t, x)− zxx(t, x) = 0, x ∈ (−1, 0),

ytt(t, x)− yxx(t, x) = 0, x ∈ (0, 1),

z(t,−1) = 0, yx(t, 1) = u(t),

yt(t, 0) = z(t, 0), yx(t, 0) = zx(t, 0),

z(0, x) = z0, y(0, x) = y0, yt(0, x) = y1.

(1)

这个系统是一维空间中流体结构交互作用的线性

化模型, 由一根热杆和一根振动的弦组成. 这里假设

热杆所占的空间为(−1, 0), 弹性弦所占的空间为(0,

1), z(t, x)表示t时刻热杆在x ∈ (−1, 0)处的温度,

y(t, x)表示t时刻震动弦在x ∈ (0, 1)处偏离平衡态的

位移, 热杆的左端点温度恒为零, 在弦的右端实施

Neumann边界控制yx(t, 1) = u(t), 并具有同位速度

观测O(t) = yt(t, 1), 热杆和弦在内部节点x = 0 (也

称作传输界面)相连. 文献[1]对系统的零可控性、可观

性和稳定性进行了详细的研究, 结果表明当控制

u(t) = 0时, 系统是多项式稳定的, 而不是指数稳定

的; 当控制u(t)存在时, 系统是零可控的. 文献[2–3]给

出了更多相关的结果, 但是在系统的稳定性分析方面,

只是得到系统是多项式稳定的, 而不是指数稳定的.

系统(1)具有多项式稳定性的原因在于它是由一个

指数稳定的系统(热方程部分)和一个能量守恒系统

(波方程部分)耦合在一起的, 由于连接2个部分的耗散
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机制太弱, 只有热方程部分是指数稳定的, 并不能把

整个系统交互作用成指数稳定的. 文献[4]的研究结果

进一步表明, 即使将控制u(t)设计为如下的动态反馈

控制:

u(t) = −η(t), ηt(t)−O(t) + βη(t) = 0,

此时波方程部分相应于一个多项式稳定的系统(见文

献[5]), 但是整个系统仍然是多项式稳定的. 可见想要

指数镇定系统(1), 需要从指数稳定的波方程中寻找控

制, 因而受文献[6–10]的启发, 本文采用如下负比例

反馈:

u(t) = −kO(t), k > 0 (2)

和动态反馈控制

u(t) = −cTw(t)− dO(t), (3)

wt = Aw(t) + bO(t), (4)

其中: u(t) ∈ Rn是控制器的状态, A ∈ Rn×n是常数

矩阵, b, c ∈ Rn是列向量, d是正常数. 本文主要采用

Lyapunov函数法验证系统(1)在负比例反馈控制(2)和
动态反馈控制(3)–(4)下都是指数稳定的.

系统(1)描绘的是流体结构交互作用的线性化模

型, 原模型应该是由Navier-Stokes方程和弹性方程通

过自由接触界面耦合在一起的, 但是对于这种复杂的

情形, 系统解的存在性和唯一性都是未解决的难题,
文献[12]给出了变形的此类系统的解的存在性相关结

果. 相比较而言, 虽然系统(1)易于研究, 但是它的稳定

性分析不但是非平凡的, 而且还是非常复杂和困难的.
事实上, 耦合方程一直是工程学、数学和控制论中的

重要研究内容, 特别是耦合方程的镇定是热点研究问

题, 但有一定困难和复杂性[13–17]. 除了上面提及的热

波耦合系统[11]外, 还有抽象双曲–抛物耦合系统

(Russell将这种耦合称之为间接阻尼机制)[18–19]、波

–波耦合系统[14, 20–21]、热弹性系统[15, 19, 22–23]、流体

结构通过界面耦合系统[24–26]、热–波平面网络系

统[27]、梁方程–波方程耦合系统[16]和梁方程–薛定谔

方程耦合系统[17]等.
负比例反馈(2)是非常经典的, 可见文献[10, 28]及

其中的参考文献. 动态反馈控制(3–4)来自[6–9]. 但是事

实上, 动态反馈控制在当代控制论中是广泛使用

的[29–32], 特别是输出调节问题中的鲁棒控制仅在动态

控制中是存在的, 这可由内模原理得到[33](Lemma
1.21, p. 19). 关于无穷维空间上抽象系统的动态控制

和静态控制之间的关系可见文献[34–35].
本文结构如下: 第2节对相应于负比例反馈(2)的

闭环系统的指数稳定性进行了研究; 第3节对相应于

动态边界反馈(3)–(4)的闭环系统的指数稳定性进行

了研究; 第4节给出了2种控制是H∞鲁棒的充分条件;
第5节是总结和展望部分.

2 静静静态态态反反反馈馈馈系系系统统统的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

系统(1)在静态反馈(2)下的闭环系统为

zt(t, x)− zxx(t, x) = 0, x ∈ (−1, 0),

ytt(t, x)− yxx(t, x) = 0, x ∈ (0, 1),

z(t,−1) = 0, t > 0,

yt(t, 0) = z(t, 0), yx(t, 0) = zx(t, 0),

yx(t, 1) = −kyt(t, 1), t > 0,

z(0, x) = z0(x), y(0, x) = y0(x),

yt(0, x) = y1(x).

(5)

引入系统(5)的状态空间为

H = L2(0, 1)×H1(0, 1)× L2(0, 1)

及其内积

⟨m, m̃⟩H =

1

2

w 1

0
[z(−x)z̃(−x) + uũ+ vṽ]dx,

其中: m= (z(−·), u(·), v(·)), m̃= (z̃(−·), ũ(·), ṽ(·))
∈H . 显然, 系统(5)的能量

E(t) =

1

2

w 1

0
[|z(t,−x)|2 + |yx(t, x)|2 + |yt(t, x)|2]dx

是相应于上述内积导出的范数.
若令X(t)= (z(t,−x) y(t, x) yt(t, x))

T, 则可将

系统(5)写成抽象微分方程形式:
d

dt
X(t) = BX(t) =


zxx(t,−x)

yt(t, x)

yxx(t, x)

 ,

X(0) = (z0(−x), y0(x), y1(x)) ∈ H,

(6)

其中算子B的定义域为

D(B) = {m = (z(−x), u(x), v(x)) ∈
H|z(−x), u(x) ∈ H2(0, 1), v(x) ∈
H1(0, 1), v(0) = z(0), z(−1) = 0,

ux(0) = zx(0), u(1) = −kv(1)}.

定定定理理理 1 算子B在H上生成的半群是收缩的C0

半群.

证证证 很容易看出, 算子B是稠定闭算子, 由直接计

算得

Re⟨Bm,m⟩ =
1

2
(⟨Bm,m⟩+ ⟨m,Bm⟩) =

−
w 1

0
z2x(−x)dx− kv2(1), (7)

进而有Re⟨Bm,m⟩ 6 0, 即B是耗散算子. 此外, 利用
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共轭算子的定义, 易于求得

B∗m̃ = (z̃(t,−x),−ṽx,−ũx),

∀m̃ = (z̃(t,−x), ũ, ṽ) ∈ D(B∗), 定义域为

D(B∗) = {m̃ = (z̃(−x), ũ(x), ṽ(x)) ∈ H|z(−x),

u(x) ∈ H2(0, 1), v(x) ∈ H1(0, 1), z̃(−1) = 0,

ṽ(0) = z̃(0), ũx(0) = −z̃x(0), ũ(1) = kṽ(1)}.

同样地有,

Re⟨B∗m̃, m̃⟩ = −
w 1

0
z̃x

2(−x)dx− kṽ2(1) 6 0.

所以, B∗也是耗散算子, 进而得出由算子B生成

的半群T (t)是收缩半群[36](定理6.1.8). 证毕.

利用算子半群理论可知系统(5)是适定的, 并且系

统(5)的唯一解可以由T (t)X0给出. 此外, 从定理1的

证明和能量E(t)与半群T (t)的关系可知系统(5)能量

满足

d

dt
E(t) = −

w 1

0
z2x(t,−x)dx− ky2

t (t, 1). (8)

为了得到系统(5)的指数稳定性, 令0 < ε < 1是

可以自由选取的参数, 构造Lyapunov函数: G(t) =

E(t) + εϕ(t), 其中ϕ(t)是待定的函数. 为了给出

εϕ(t)的具体表达式, 首先由式(5)的第1个等式并利用

分部积分公式有

d

dt

w 1

0
|z(t,−x)|2dx =

− 2
w 1

0
|zx(t,−x)|2dx+ 2yx(t, 0)yt(t, 0) 6

− 4
w 1

0
|z(t,−x)|2dx+ 2yx(t, 0)yt(t, 0), (9)

其中: 最后1个不等式用到了Wirtinger不等式[38]. 其

次, 利用研究波动方程所用到熟知的辅助函数
w 1

0
x ·

yt(t, x)yx(t, x)dx可得

d

dt

w 1

0
xyt(t, x)yx(t, x)dx =

1

2
(1 + k2)y2

t (t, 1)−
1

2

w 1

0
[y2

t (t, x) + y2
x(t, x)]dx.

(10)

再次, 注意到

d

dt

w 1

0
[(1− x)y2

t (t, x) + (1− x)y2
x(t, x)]dx 6

− 2yt(t, 0)yx(t, 0) +
w 1

0
[y2

t (t, x) + y2
x(t, x)]dx.

(11)

最后, 除了考虑消掉无关交叉项yt(t, 0)yx(t, 0)外,

还需考虑ϕ(t)估计式中能量E(t)中所有项的平衡. 这

样, 由
1

10
(9) + (10) +

1

10
(11)不但可以得到辅助函数

的表达式(为后面方便写成矩阵的形式)

ϕ(t) =
w 1

0
mΦmTdx, m = [z(t,−x) yx yt], (12)

其中

Φ =


1

10
0 0

0
1− x

10

x

2

0
x

2

1− x

10

 , (13)

而且根据能量E(t)和Lyapunov函数G(t)的表达式,

还有如下性质.

引引引理理理 1 Lyapunov函数G(t)等价于能量E(t), 即

如下关系式成立:

(1− ε)E(t) 6 G(t) 6 (1 + ε)E(t).

引引引理理理 2 辅助函数ϕ(t)满足

d

dt
ϕ(t) 6 −4

5
E(t) +

1

2
(1 + k2)y2

t (t, 1). (14)

在给出本节的主要结果之前, 先给出一个注.

注注注 1 辅助函数ϕ(t)由3部分组成, 前2部分分别来自

研究热方程和波动方程指数稳定性所用到的Lyapunov函
数[37], 第3部分是为了消掉交叉项yt(t, 0)yx(t, 0)而引入的.
辅助函数的系数是为了平衡ϕ(t)中各项使其相关项合在一起

与能量E(t)中各项一致, 可见, 系数的选取是不唯一的, 也就

是说辅助函数ϕ(t)有无穷多种设计方法.

定定定理理理 2 能量E(t)具有如下指数衰减率:

E(t) 6 1 + ε

1− ε
e−

4
5

ε
1+ε tE(0),

其中ε满足0 < ε < 1.

证证证 由式(8)和引理2可知

d

dt
G(t) =

d

dt
E(t) + ε

d

dt
ϕ(t) 6

−
w 1

0
z2x(t,−x)dx− ky2

t (t, 1)−
4

5
εE(t)+

ε

2
(k2 + 1)y2

t (t, 1) 6

− 4

5

ε

1 + ε
G(t)− [k − ε

2
(k2 + 1)]y2

t (t, 1) 6

− 4

5

ε

1 + ε
G(t),

其中: 选取参数ε确保

k − ε

2
(k2 + 1) > 0, (15)

所以有ε <
2k

k2 + 1
.再由比较原理[37](3.1节)可得

G(t) 6 e−
4
5

ε
1+ε tG(0).
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最后由引理1得

E(t) 6 1 + ε

1− ε
e−

4
5

ε
1+ε tE(0).

证毕.

3 动动动态态态反反反馈馈馈系系系统统统的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

系统(1)在动态反馈控制(3)–(4)下的闭环系统为

zt(t, x)− zxx(t, x) = 0, x ∈ (−1, 0),

ytt(t, x)− yxx(t, x) = 0, x ∈ (0, 1),

z(t,−1) = 0, t > 0,

yt(t, 0) = z(t, 0), yx(t, 0) = zx(t, 0),

yx(t, 1) = −cTw(t)− dyt(t, 1),

wt = Aw(t) + byt(t, 1),

z(0, x) = z0(x), y(0, x) = y0(x),

yt(0, x) = y1(x), w(0) = η,

(16)

其中A, b, c, d和w(t)在引言中已给出. 本节的结果依

赖于如下假设:
H1: 矩阵A的所有特征值有负实部;
H2: (A, b)是可控的和(c, A)是可观的;
H3: 对任意的实数s, 存在另一常数γ > 0, 使得

d > γ和

d+RecT(isI −A)−1b > γ.

由 Meyer-Kalman-Yakubovich 引理[6] (P. 1786)可
知, 在这几个假设下, 对给定任意对称正定矩阵Q ∈
Rn×n, 存在对称正定矩阵P ∈ Rn×n, 向量q ∈ Rn, 常
数∆> 0满足

ATP + PA = −qqT −∆Q, (17)

Pb− c =
√
2(d− γ)q. (18)

引入系统(16)空间

Hd = L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)× Rn

及其上的内积

⟨m, m̃⟩Hd
=

1

2

w 1

0
(z(−x)z̃(−x) + uũ+ vṽ)dx+

1

2
w̃TPw, (19)

其中: m = (z(−·), u(·), v(·), w), m̃ = (z̃(−x), ũ, ṽ,

w̃) ∈ Hd, 正定矩阵P已在上面给出.
若令Y (t) = (z(t, −x) y(t, x) yt(t, x) w(t))T,

算子Bd的定义域为

D(B) = {m = (z(−x), u(x), v(x), w) ∈
Hd|z(−x), u(x) ∈ H2(0, 1),

v(x) ∈ H1(0, 1), v(0) = z(0),

z(−1) = 0, ux(0) = zx(0),

u(1) = −cTw − dv(1)},

可将系统(16)写成抽象微分方程形式
d

dt
Y (t) = BdY (t) =


zxx(t,−x)

yt(t, x)

yxx(t, x)

Aw + byt(t, 1)

 ,

Y (0) = Y0 = (z0(−x), y0, y1, η) ∈ Hd.

(20)

则有如下适定性结果.

定定定理理理 3 算子Bd在Hd上生成的半群是收缩的

C0半群Td(t).

证证证 很容易看出, 算子Bd是稠定闭算子, 由直接

计算得

Re⟨Bdm,m⟩ =
1

2
(⟨Bdm,m⟩+ ⟨m,Bdm⟩) =

−
w 1

0
z2x(−x)dx− 1

2
[
√
2(d− γ)v(t, 1)− wTq]2−

γv2(t, 1)− ∆

2
wTQw.

进而有Re⟨Bdm,m⟩ 6 0, 即Bd是耗散算子. 此
外, 利用共轭算子的定义, 易于求得

B∗
dm̃ = (z̃(t,−x),−ṽx,−ũx,−Aw̃ − bṽ(1)),

∀m̃ = (z̃(t,−x), ũ, ṽ, w̃) ∈ D(B∗
d), 定义域为

D(B∗
d) =

{m̃ = (z̃(−x), ũ(x), ṽ(x), w̃) ∈ Hd|z(−x),

u(x) ∈ H2(0, 1), v(x) ∈ H1(0, 1), z̃(−1) = 0,

ṽ(0) = z̃(0), ũ(0) = −z̃x(0),

ũ(1) + w̃T
√
2(d− γ)q + cw̃T − dṽ(1) = 0,√

2(d− γ)qTwṽ(1) = w̃T(qqT +∆Q)w}.

同样地,

Re⟨B∗
dm̃, m̃⟩Hd

=− dṽ2(1)−
w 1

0
z̃x

2(−x)dx−
1

2
w̃T(PA+ATP )w̃ 6 0.

所以, B∗
d也是耗散算子, 进而得出由算子Bd生成

的半群Td(t)是收缩半群. 证毕.
这样利用上节同样的分析可知系统(16)是适定的,

并且它的唯一解可以由Td(t)Y0给出. 此外, 显然系统

(16)的能量

Ed(t) =
1

2

w 1

0
[|z(t,−x)|2 + |yx(t, x)|2+

|yt(t, x)|2]dx+
1

2
wTPw

是相应于上述内积导出的范数, 从上述定理的证明还
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可以看出系统(16)能量的导数满足

d

dt
Ed(t) =−

w 1

0
z2x(t,−x)dx−

1

2
[
√
2(d− γ)yt(t, 1)− wTq]2−

γy2
t (t, 1)−

∆

2
wTQw. (21)

为了利用Lyapunov函数法得到系统(16)的指数稳

定性, 构造Lyapunov函数: Gd(t) = Ed(t) + εϕ(t), 其
中0 < ε < 1和ϕ(t)与上节相同. 与引理1类似, 有如下

结果.

引引引理理理 3 Lyapunov函数Gd(t)等价于能量Ed(t),
即如下关系成立:

(1− ε)Ed(t) 6 Gd(t) 6 (1 + ε)Ed(t).

对于系统(16), 辅助函数ϕ(t)具有如下性质.

引引引理理理 4 辅助函数ϕ(t)满足

d

dt
ϕ(t) 6− 4

5
Ed(t) + (d2 +

1

2
)y2

t (t, 1)+

ccT|w(t)|2 + 2

5
wTPw. (22)

证证证 直接求导得

d

dt
ϕ(t) =

1

5

w 1

0
z(t,−x)zxx(t,−x)dx+

1

5

w 1

0
(1− x)yt(t, x)yxx(t, x)dx+

1

5

w 1

0
(1− x)yx(t, x)yxt(t, x)dx+w 1

0
xyt(t, x)yxt(t, x)dx+w 1

0
xyx(t, x)yxx(t, x)dx =

− 1

5

w 1

0
z2x(t,−x)dx+ y2

t (t, 1)+

1

5

w 1

0
yt(t, x)yx(t, x)dx−

w 1

0
y2
t (t, x)dx−w 1

0
xyt(t, x)yxt(t, x)dx+ y2

x(t, 1)−w 1

0
y2
x(t, x)dx−

w 1

0
xyx(t, x)yxx(t, x)dx 6

− 2

5

w 1

0
z2(t,−x)dx+

1

10

w 1

0
y2
t (t, x)dx+

1

10

w 1

0
y2
x(t, x)dx+ y2

t (t, 1) + y2
x(t, 1)−w 1

0
y2
t (t, x)dx−

w 1

0
y2
x(t, x)dx−w 1

0
xyt(t, x)yxt(t, x)dx−w 1

0
xyx(t, x)yxx(t, x)dx 6

− 4

5

w 1

0
z2(t,−x)dx− 4

5

w 1

0
y2
t (t, x)dx−

4

5

w 1

0
y2
x(t, x)dx+ y2

t (t, 1) + y2
x(t, 1)−

d

dt
ϕ(t).

所以,
d

dt
ϕ(t) 6

− 4

5
Ed(t) +

2

5
wTpw +

1

2
[y2

t (t, 1) + y2
x(t, 1)].

由于yx(t, 1) = −cTw(t)− dyt(t, 1), 所以

y2
x(t, 1) 6 2ccT|w(t)|2 + 2d2y2

t (t, 1),

将其代入上式可得式(22). 证毕.

定定定理理理 4 系统(16)的能量Ed(t)具有如下指数衰

减率

Ed(t) 6
1 + ε

1− ε
e−

4
5

ε
1+ε tEd(0),

其中: 0 < ε < 1满足0 < ε <
2γ

2d2 + 1
和使得二次型

∆

2
wTQw − εccT|w(t)|2 − 2ε

5
wTPw为正定的.

证证证 首先由式(21)和引理4可知

d

dt
Gd(t) =

d

dt
Ed(t) + ε

d

dt
ϕ(t) 6

−
w 1

0
z2x(t,−x)dx− 4

5
εEd(t)− γy2

t (t, 1)−

∆

2
wTQw − 1

2
[
√
2(d− γ)yt(t, 1)− wTq]2+

ε

2
(2d2 + 1)y2

t (t, 1) + εccT|w(t)|2 + 2

5
εwTPw 6

− 4

5

ε

1 + ε
Gd(t)− [γ − ε

2
(2d2 + 1)]y2

t (t, 1)−

1

2
[
√
2(d− γ)yt(t, 1)− wTq]2−

[
∆

2
wTQw − εccT|w(t)|2 − 2

5
εwTPw] 6

− 4

5

ε

1 + ε
Gd(t),

其中选取参数ε确保
γ − ε

2
(2d2 + 1) > 0,

∆

2
wTQw − εccT|w(t)|2 − 2

5
εwTPw > 0.

这就是定理中所列的ε需要满足的条件. 其次由比

较原理可得

Gd(t) 6 e−
4
5

ε
1+ε tGd(0).

最后再根据引理3, 得

Ed(t) 6
1 + ε

1− ε
e−

4
5

ε
1+ε tEd(0).

证毕.

4 H∞边边边界界界控控控制制制

在本节, 受文献[38]的启发, 研究系统(1)在负比例

反馈控制(2)和动态反馈控制(3)–(4)下内部扰动的

H∞控制问题. 首先考虑负比例反馈控制是H∞鲁棒的,



2074 控 制 理 论 与 应 用 第 38 卷

也就是考虑系统(1)的内部扰动形式:

zt(t, x)− zxx(t, x) + w1(t, x) = 0, x ∈ (−1, 0),

ytt(t, x)− yxx(t, x) + w2(t, x) = 0, x ∈ (0, 1),

z(t,−1) = 0, yx(t, 1) = u(t),

yt(t, 0) = z(t, 0), yx(t, 0) = zx(t, 0),

z(0, x) = 0, y(0, x) = 0, yt(0, x) = 0,

(23)

其中w1(t, x), w2(t, x)∈L2(0,∞;L2(0, 1))是外部扰

动, 可容许的外部扰动虽然对受控输出

X(t, x) = (z(t,−x), yx(t, x), yt(t, x), u(t))

有影响, 但是使得上述系统是内部可稳的. 本文所关

心的H∞边界控制问题是指, 给定γ > 0和负比例反馈

控制(2), 对于所有的可容许外部干扰w1(t, x), w2 (t,

x), 相应的系统(23)和式(2)的解都满足

J =
w ∞

0

w 1

0
XXT − γ(w2

1 + w2
2)dxdt < 0,

为了解决上述问题, 寻求条件确保下式成立:

W (t) , d

dt
G(t) +

w 1

0
XXT − γ(w2

1 + w2
2)dx < 0,

(24)

这里G(t)是在第2节内定义的, 上述关于时间t的导数

是对闭环系统(23)和式(2)的解进行的. 事实上, 如果

上式成立, 则对上式两侧关于t从0到∞求积分, 则有

J < − lim
t→∞

G(t) +G(0),

由于G(t)是正定的并且G(0) = 0, 所以J < 0.
现在寻求条件使得式(24)成立. 若令Y (t, x) =

(z(t,−x), yt, yx, yt(t, 1), w1, w2), 则仿照(8)的证明,
利用Wirtinger不等式(见文献[38]的引理1) 和闭环系

统(23)和式(2)有
d

dt
E(t) 6

w 1

0
Y (t, x)Ψ1Y

T(t, x)dx, (25)

其中

Ψ1 =



−2 0 0 0 −1

2
0

0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 −k 0 0

−1

2
0 0 0 0 0

0 −1

2
0 0 0 0


.

类似地, 仿照第2节中
d

dt
ϕ(t)的估计, 由闭环系统

(23)和式(2)有
d

dt
ϕ(t) 6

w 1

0
Y (t, x)Ψ2Y

T(t, x)dx, (26)

其中

Ψ2 =



−2

5
0 0 0 − 1

10
0

0 −2

5
0 0 0 − 1

10

0 0 −2

5
0 0 −1

2

0 0 0
1

2
(1 + k2) 0 0

− 1

10
0 0 0 0 0

0 − 1

10
−1

2
0 0 0


.

由于G(t) = E(t) + εϕ(t), 所以由式(24)–(26)可
有

W (t) 6
w 1

0
Y (t, x)ΨY T(t, x)dx,

其中

Ψ =



−1− 2ε

5
0 0 0 a 0

0 1− 2ε

5
0 0 0 c

0 0
1

2
− 2ε

5
0 0 −ε

2
0 0 0 b 0 0

a 0 0 0 −γ 0

0 c −ε

2
0 0 −γ


,

其中: a = −1

2
− ε

10
, b = −k+ k2 +

ε

2
(1 + k2), c =

−1

2
+

ε(−1)

10
. 这样由上面分析有如下定理.

定定定理理理 5 如果选取参数ε, γ和k使得矩阵Ψ是负

定的(−Ψ > 0), 则系统(23)在负比例边界反馈控制

式(2)下是H∞鲁棒的.

需要强调的是, 一方面, 利用MATLAB中LMI工
具包很容易验证矩阵Ψ对于什么参数ε, γ和k是负定

的; 另一方面, 利用本节和第3节类似的办法也可给出

系统(23)在负比例边界反馈控制(3)–(4)下是H∞鲁棒

的充分条件.

5 总总总结结结和和和展展展望望望

对于具有边界控制和同位观测的热波耦合系统,
当不施加控制时, 系统仅是多项式稳定的. 为了提升

系统的衰减率, 本文设计了2种边界反馈, 利用直接

Lyapunov函数法验证闭环系统是指数稳定的. 需要特

别指出的是, 不但验证2种闭环系统所用到的

Lyapunov函数类似, 而且系统指数稳定性的验证方法

很容易平移用于研究系统关于内部扰动是H∞鲁棒的,
从而很容易给出系统是H∞鲁棒的充分条件. 然而, 除
了内部扰动外, 边界观测也存在扰动, 此时如何设计

反馈使其可稳是重要的研究课题, 如文献[8, 39]. 此
外, 利用本文的结果还可以研究系统的一致指数稳定

性以及可观性的反问题等.
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[20] JÙNIOR A, RAMOS A, SANTOS L. Observability inequality for
the finite-difference semi-discretization of the 1-d coupled wave e-
quations. Advances in Computational Mathematics, 2015, 41(1): 105
– 130.

[21] LI T T, RAO B P. On the approximate boundary synchronization for
a coupled system of wave equations: direct and indirect controls. E-
SAIM: COCV, 2018, 24(5): 1675 – 1704.

[22] WANG J, HAN Z J, XU G Q. Energy decay rate of transmission
problem between thermoelasticity of type I and type II. Zeitschrift für
Angewandte Mathematik Und Physik, 2017, 68(1): 65 – 83.

[23] HAN Z J, XU G Q. Spectrum and stability analysis for a transmission
problem in thermoelasticity with a concentrated mass. Zeitschrift für
Angewandte Mathematik und Physik, 2015, 66(8): 1717 – 1736.

[24] CARDOSO RIBEIRO F L, MATIGNON D, POMMIER BUDIN
GER V. Modeling of a fluid-structure coupled system using port-
Hamiltonian formulation. IFAC-Papers Online, 2015, 48(13): 217 –
222.

[25] DALSEN M G. Strong stability for a fluid-structure interaction mod-
el. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 2009, 32(11):
1452 – 1466.

[26] AVALOS G, TRIGGIANI R. Rational decay rates for a pde heat-
structure interaction: a frequency domain approach. Evolution Equa-
tions and Control Theory, 2013, 2(2): 233 – 253.

[27] HAN Z J, ZUAZUA E. Decay rates for 1-d heat-wave planar network-
s, networks and heterogeneous media. Networks and Heterogeneous
Media, 2016, 11(4): 655 – 692.

[28] LUO Z H, GUO B Z, MORGUL O. Stability and Stabilization of
Infinite Dimensional Systems with Applications. London: Springer-
Verlag, 1999.

[29] LI H C, ZOU Z Q, WANG Y J. Dynamic output feedback control
for systems subject to actuator saturation via event-triggered scheme.
Asian Journal of Control, 2018, 20(1): 207 – 215.

[30] YANG X X, GE S S, LIU J. Dynamics and non-collocated model-free
position control for a space robot with multi-link flexible manipula-
tors. Asian Journal of Control, 2019, 21(3): 714 – 724.

[31] WEHBE A. Optimal energy decay rate in the Rayleigh beam equation
with boundary dynamical controls. Bulletin of the Belgian Mathemat-
ical Society, 2005, 12(1): 1 – 16.

[32] GUO B Z, XU G Q. On basis property of a hyperbolic system with
dynamic boundary condition. Differential Integral Equations, 2005,
18(1): 35 – 60.

[33] HUANG J. Non-linear Output Regulation: Theory and Applications.
Philadelphia: SIAM, 2004.

[34] FENG H, GUO B Z. On stability equivalence between dynamic out-
put feedback and static output feedback for a class of second order
infinite-dimensional infinite-dimensional systems. SIAM Journal on
Control and Optimization, 2015, 53(6): 1934 – 1955.

[35] WEI J, GUO B Z. Dynamic and static feedback control for second
order infinite-dimensional systems. Asian Journal of Control, 2020,
21: 1 – 10.

[36] JACOB B, ZWART H. Linear Port-Hamiltonian System on Infinite-
dimensional Space. Basel: Springer, 2012.

[37] KRSTIC M, SMYSHLYAEV A. Boundary Control of PDEs: A
Course on Backstepping Designs. Philadelphia: SIAM, 2008.

[38] FRIDMAN E, ORLOV Y. An LMI approach to H∞ boundary control
of semilinear parabolic and hyperbolic systems. Automatica, 2009,
45(9): 2060 – 2066.

[39] FENG H, GUO B Z. New unknown input observer and output feed-
back stabilization for uncertain heat equation. Automatica, 2017,
86(1): 1 – 10.

作者简介:
金金金雪雪雪莲莲莲 副教授, 近期主要从事分布参数系统的稳定性研究,

E-mail: 39849307@qq.com;

张张张思思思佳佳佳 硕士研究生, 近期主要从事分布参数系统的稳定性研究,

E-mail: zhangsijia@qymail.bhu.edu.cn;

郑郑郑 福福福 博士, 近期主要从事分布参数控制系统的稳定性及其数

值逼近和可修复系统的研究, E-mail: zhengfu@qymail.bhu.edu.cn.


