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摘要:本文研究了具有时滞脉冲的线性随机时滞系统的稳定性问题,基于Lyapunov函数和Razumikhin技巧,针对
具有镇定型脉冲和反镇定型脉冲的线性随机时滞系统分别建立了系统均方指数稳定的充分条件,最后给出两个数
值例子论证结果的有效性.
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1 引引引言言言

在现实世界的不同领域,如力学、电子、电信、金
融市场等都存在脉冲现象[1–3]. 作为一类特殊的混杂
系统,脉冲系统在理论研究和实际应用中的重要性得
到了越来越多的关注,尤其是时滞脉冲系统.近年来,
对于时滞脉冲系统稳定性的研究有了很大的进展,用
于研究时滞系统稳定性的Razumikhin技巧也被推广
到脉冲时滞系统中[4–8]. 众所周知,随机噪声广泛存在
于实际系统中,如电力系统、经济决策、生物医药等许
多领域[9]. 因此,对于同时带有随机噪声和脉冲作用
的脉冲随机系统的研究具有重要的理论和现实意义,
其中,关于脉冲随机系统稳定性的研究成果可参考文
献[10–17].

在以上文献中,都假设系统脉冲时刻的状态与时

滞无关.然而,实际系统中脉冲时刻的状态往往依赖
于时滞,例如,在自动控制装置中,从输入信号到反馈
信号必定相隔一段时间. 事实上,有些学者已经开始
这方面的研究了,如Khadral等研究了线性时滞脉冲系
统的时滞脉冲一致性问题[18]; Chen和Zheng研究了带
有时滞脉冲的非线性时滞脉冲系统的指数稳定性[19];
利用Lyapunov函数法和Razumikhin技巧, Chen等人
研究了带有时滞脉冲的非线性时滞系统的Lp稳定

[20];
文献[21–23]则研究了带有时滞脉冲的随机泛函微分
系统的指数稳定,其中,系统脉冲部分的方程设定为
x(tk) = gk(x(t

−
k ), x(tk − τk)

−), k = 1, 2, · · · .

若是将它们的系统退化到线性系统,此时脉冲部分的
方程可设定成

x(tk)=Ckx(t
−
k )+Dkx((tk − τk)

−), k=1, 2, · · · .
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但在考虑脉冲镇定问题时,文献[20–22]都要求脉冲部
分满足supk(|Ck|+ |Dk|) < 1. 实际上,当supk(|Ck|+
|Dk|)>1时,脉冲也可以起镇定作用,见文献[16–18]
中关于不带随机噪声的脉冲系统的研究.

受文献[18–20]的启发,本文研究带有时滞脉冲的
线性随机时滞系统的均方指数稳定,分别考虑了镇定
型脉冲和反镇定型脉冲对系统均方指数稳定的影响,
利用Lyapunov函数法和Razumikhin技巧建立了系统
均方指数稳定的充分条件.本文的研究结果表明,满
足supk(|Ck|+ |Dk|) > 1的脉冲也可以镇定随机时

滞系统.

2 准准准备备备知知知识识识

在本文中令(Ω,F , {Ft}t>0, P )表示完备概率空

间, {Ft}t>0为一满足通常条件的σ代数流, ω(t)表示
定义在概率空间上的一维布朗运动. N表示正整数集,
即N = {1, 2, 3, · · · }, R表示实数集, R+为非负实数

全体, Rn为n维实向量空间, Rn×m表示n×m维的实

矩阵全体.若A是一个矩阵,令λmax(·)和λmin(·)分别
表示其最大和最小特征值, AT表示它的转置, ∗表示
矩阵中由对称性得到的元素, A > 0表示A为正定矩

阵, A < 0(6 0)表示A是负定(半负定)矩阵, | · |表示
向量的欧式范数, ∥ · ∥为矩阵的谱范数, E{·}是期望
算子, I为适当维数的单位矩阵.

对于τ >0, PC([−τ, 0];Rn)={φ : [−τ, 0]→Rn|
φ(s)在[−τ, 0]上除至多有限个点s以外连续,在s处右

连续且左极限存在},其范数定义为

∥φ∥τ = sup
−τ6s60

|φ(s)|,

PCb
Ft0

([−τ, 0];Rn)表示所有有界Ft0可测PC([−τ,

0];Rn)值的随机变量构成的空间.

考虑下述线性脉冲随机时滞系统:

dx(t) = [A1x(t) +A2x(t− τ)]dt+

[B1x(t) +B2x(t− τ)]dω(t),

t ̸= tk, t > 0,

x(tk) = Ckx(t
−
k ) +Dkx((tk − τ)−), k ∈ N,

x(s) = ξ(s), s ∈ [−τ, 0],

(1)

其中: x(t)=(x1(t) x2(t) · · · xn(t))
T ∈ Rn为状态

向量, A1, A2, B1, B2, Ck, Dk∈Rn×n, {tk}k∈N是满足
tk < tk+1及 lim

k→∞
tk = +∞的脉冲时间序列, τ是常数

时滞. 系统在tk处的解x(tk)存在且右连续左极限存

在[3]. 初始值ξ(s) ∈ PCb
F0
([−τ, 0];Rn).

记C2(Rn;R+)为Rn上所有非负函数V (x)的全体,
其中V (x)关于x二次连续可微.

对于任意V ∈ C2(Rn;R+),定义算子LV : Rn×

Rn → R,

LV (x, y) = Vx(x)f(x, y) +

1

2
trace[gT(x, y)Vxx(x)g(x, y)],

其中: f(x, y)= A1x+A2y, g(x, y)= B1x+B2y.

定定定义义义 1 [9] 对于系统(1),若存在常数λ > 0和M

> 1使得对于任意初始值ξ ∈ PCb
F0
([−τ, 0];Rn),有

E|x(t)|2 6 Me−λ(t−t0)E∥ξ∥2τ , t > 0,

则称系统(1)均方指数稳定.

对于给定的β > 0,记ϱmin(β)和ϱmax(β)分别表示

满足 inf
k∈N

{tk − tk−1} > β和sup
k∈N

{tk − tk−1} 6 β的脉

冲时间序列.

3 主主主要要要结结结果果果

定定定理理理 1 对于系统(1),若脉冲时间序列{tk}k∈N
∈ ϱmin(β0),且存在常数α1 ∈ R, α2 > 0, µ1 > 0, µ2

> 0, µ1 + µ2 > 1, q > 1,以及对称正定矩阵P ,使得
下列不等式成立:

Φ =

[
φ11 φ12

∗ φ22

]
6 0, (2)

H =

[
CT

k PCk−µ1P CT
k PDk

∗ DT
k PDk−µ2P

]
60,

(3)

α = α1 + α2q < 0, (4)

µ1 + µ2e
−ατ < q < e−αβ0 , (5)

其中:

φ11 = PA1 +AT
1 P +BT

1 PB1 − α1P,

φ12 = PA2 +BT
1 PB2,

φ22 = BT
2 PB2 − α2P,

则系统(1)均方指数稳定.

证证证 记ζ(t) = (x(t), x(t−τ))T,定义Lyapunov函
数V (x) = xTPx, x ∈ Rn. 对任意t ∈ [tk−1, tk), k ∈
N. 由系统(1)的第1个方程及式(2)可知

LV (x(t), x(t− τ)) =

2xT(t)P [A1x(t)+A2x(t− τ)]+

[B1x(t)+B2x(t− τ)]TP [B1x(t)+B2x(t− τ)] =

ζTΦζ+α1x
T(t)Px(t)+α2x

T(t− τ)Px(t− τ) 6
α1V (x(t))+α2V (x(t− τ)). (6)

从而当EV (x(t+ θ)) 6 qEV (x(t)), θ ∈ [−τ, 0]时,

ELV (x(t), x(t− τ)) 6 αEV (x(t)). (7)

由式(5)知,存在足够小的λ ∈ (0,min{−α,
ln q

τ
}),使
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得

eλτ (µ1 + µ2e
−ατ ) < q < e−(α+λ)β0 . (8)

定义函数

W (t) = eλtV (x(t)), t > −τ.

对t ∈ [tk−1, tk),可以取∆t > 0足够小使得t+∆t ∈
(tk−1, tk),由Dynkin’s公式[9]可得

EW (t+∆t)− EW (t) =w t+∆t

t
ELW (s, x(s), x(s− τ))ds,

其中:

LW (s, x(s), x(s− τ)) =

eλs[λV (x(s)) + LV (x(s), x(s− τ))],

进而可得

D+EW (t) = ELW (t, x(t), x(t− τ)), (9)

其中

D+EW (t) = lim sup
h→0+

EW (t+ h)− EW (t)

h
.

给定初始值ξ ∈ PCb
F0
([−τ, 0];Rn),显然有

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [−τ, 0], (10)

其中c2 = λmax(P ).

接下来,本文证明

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t > 0. (11)

首先证明

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [0, t1). (12)

若式(12)不成立,那么一定存在t∗ ∈ (0, t1)使得

EW (t∗) > c2E∥ξ∥2τ , D+EW (t∗) > 0,

且对于任意s ∈ [−τ, t∗),有EW (s) < EW (t∗). 从而
对∀θ ∈ [−τ, 0],有

EV (x(t∗ + θ)) = e−λ(t∗+θ)EW (t∗ + θ) 6
e−λ(t∗+θ)EW (t∗) 6
qEV (t∗), (13)

进而由式(7)(9)以及Dynkin’s公式可得

D+EW (t∗) =ELW (t∗, x(t∗), x(t∗ − τ)) 6
(λ+ α)eλt

∗
EV (x(t∗)) < 0, (14)

这与D+EW (t∗) > 0矛盾,因此式(12)成立.

假设对于m > 1,m ∈ N,有下式成立

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [−τ, tm). (15)

本文将证明

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [tm, tm+1). (16)

首先证明,对∀θ ∈ [−τ, 0),有

EW (t−m + θ) 6 e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ , (17)

其中σ = qe−λτ > 1.

反证法,假设式(17)不成立,则存在θ0 ∈ [−τ, 0),
使得

EW (t−m + θ0) >
e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ . (18)

不失一般性,设tm + θ0 ∈ (tl−1, tl], l ∈ N, l 6 m. 下
面本文将分两种情形考虑.

情情情形形形 1 对∀t ∈ [tl−1, tm + θ0),

EW (t) >
e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ . (19)

由式(15)可得,对于t ∈ [tl−1, tm + θ0)及θ ∈ [−τ, 0],
有

EW (t+ θ)6 c2E∥ξ∥2τ < e−(λ+α)τc2E∥ξ∥2τ <

σEW (t). (20)

这隐含

EV (t+ θ) 6 σeλτEV (x(t)) = qEV (x(t)). (21)

因此由式(7)及Dynkin’s公式可得

EW (t−m + θ0) =

EW (tl−1) +
w tm+θ0

tl−1

ELW (s, x(s), x(s− τ))ds 6

EW (tl−1) +
w tm+θ0

tl−1

(λ+ α)EW (s)ds, (22)

进而由Gronwall不等式、式(8)以及式(15)有

EW (t−m + θ0) 6
EW (tl−1)e

(λ+α)(tm+θ0−tl−1) 6
e−(λ+α)τ

qm−l+1
c2E∥ξ∥2τ <

e−(λ+α)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ . (23)

这与假设式(18)矛盾.

情情情形形形 2 存在t ∈ [tl−1, tm + θ0),使得

EW (t) 6 e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ . (24)

令

t̄= sup{t ∈ [tl−1, tm + θ0] : EW (t) 6
e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ},

由EW (t)在[tl−1, tm + θ0)内的连续性有

EW (t̄) =
e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ , (25)

且对于∀t ∈ (t̄, tm + θ0),

EW (t) >
e−(α+λ)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ . (26)

因此对于t ∈ [t̄, tm + θ0),由式(15)(24)知

EW (t+ θ)6 c2E∥ξ∥2τ < e−(λ+α)τc2E∥ξ∥2τ <
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σEW (t), θ ∈ [−τ, 0]. (27)

从而类似于式(21)的证明有

EW (t−m + θ0)6EW (t̄)e(λ+α)(tm+θ0−t̄) <

e−(λ+α)τ

σ
c2E∥ξ∥2τ . (28)

这与假设式(18)矛盾.

综上两种情形知式(17)成立. 同理可证

EW (t−m) 6
1

σ
c2E∥ξ∥2τ . (29)

由式(3)(8)(17)以及式(29)可得

EW (tm) = eλtmEV (x(tm)) =

eλτζ(t−m)
THζ(t−m) + µ1W (t−m) +

µ2e
λτW ((tm − τ)−) 6

µ1+µ2e
−ατ

σ
c2E∥ξ∥2τ 6c2E∥ξ∥2τ . (30)

因此利用式(15)(29),类似于式(12)的证明可证式
(16)成立,从而由数学归纳法可知式(11)成立,进而可得

E|x(t)|2 6 c2
c1
E∥ξ∥2τe−λt, t > 0,

其中c1 = λmin(P ). 所以系统(1)均方指数稳定.

证毕.

注注注 1 类似文献[19]的条件(H2),本文定理1的证明中

式(7)为Razumikhin型条件,其中α < 0说明系统中的连续动

态稳定,而µ1 + µ2 > 1表示脉冲可能破坏系统的稳定性,所

以不稳定脉冲发生次数不能太频繁,因此设定{tk}k∈N ∈
ϱmin(β0). 下面的定理2将考虑系统中连续动态可能不稳定,

而脉冲起镇定作用的情形.

定定定理理理 2 对于系统(1),若脉冲时间序列{tk}k∈N
∈ ϱmin(β0)

∩
ϱmax(β1),且存在常数α1 ∈ R, α2 > 0,

µ1 > 0, µ2 > 0, µ1 + µ2 < 1, q > 1,以及对称正定
矩阵P使得定理1中的不等式(2)–(3)以及下列不等式
成立:

eαβ1 < min{q, (µ1 + µ2)
−1}, (31)

α = α1 + α2q > 0, (32)

则系统(1)均方指数稳定.

证证证 记ζ(t)=(x(t), x(t− τ))T,定义Lyapunov函
数V (x) = xTPx, x ∈ Rn. 由不等式(2)以及定理1中
式(7)证明知,对∀t ∈ [tk−1, tk), k ∈ N,当

EV (x(t+ θ)) 6 qEV (x(t)), θ ∈ [−τ, 0],

时,有

ELV (x(t), x(t− τ)) 6 αEV (x(t), x(t− τ)).

由式(31)知,存在λ, σ > 0使得

e(λ+α)β1 < σ < min{qe−λτ , (µ1 + µ2e
λτ )−1}.

(33)

定义函数W (t)=eλtV (x(t)), t>−τ . 类似定理1
证明中的式(9),有

D+EW (t) = ELW (t, x(t), x(t− τ)), (34)

其中

LW (t, x(t), x(t− τ)) =

eλt[λV (x(t)) + LV (x(t), x(t− τ))].

给定初始值ξ ∈ PCb
F0
([−τ, 0];Rn),显然有

EW (t)6 c2E∥ξ∥2τ <σc2E∥ξ∥2τ , t∈ [−τ, 0], (35)

其中c2 = λmax(P ).

接下来,本文证明

EW (t) 6 σc2E∥ξ∥2τ , t > 0. (36)

首先证明

EW (t) 6 σc2E∥ξ∥2τ , t ∈ [0, t1). (37)

若式(37)不成立,则存在t ∈ (0, t1)使得

EW (t) > σc2E∥ξ∥2τ .

令t∗ = inf{t ∈ [0, t1) : EW (t) > σc2E∥ξ∥2τ}, 由
EW (t)在[0, t1)上的连续性可知存在t∗ ∈ (0, t1),满
足

EW (t∗) = σc2E∥ξ∥2τ , (38)

且

EW (t) < σc2E∥ξ∥2τ , t ∈ [−τ, t∗). (39)

令t∗∗ = sup{t ∈ [0, t∗) : EW (t) > c2E∥ξ∥2τ},则

EW (t∗∗) = c2E∥ξ∥2τ , t∗∗ ∈ (0, t∗), (40)

且

EW (t) > c2E∥ξ∥2τ , t ∈ (t∗∗, t∗]. (41)

由式(38)–(41)可知对于t ∈ [t∗∗, t∗], θ ∈ [−τ, 0]有

EW (t+ θ) 6 σc2E∥ξ∥2τ 6 σEW (t). (42)

这隐含

EV (x(t+ θ)) 6 σeλτEV (x(t)) 6 qEV (x(t)).

(43)

从而由式(34),类似于式(14)证明可得,对于t ∈ [t∗∗,

t∗],有

D+EW (t)=ELW (t)6(λ+ α)EW (x(t)). (44)

从而类似式(21)证明有

EW (t∗)6EW (t∗∗)e(λ+α)(t∗−t∗∗) 6
e(λ+α)β1c2E∥ξ∥2τ < σc2E∥ξ∥2τ . (45)

这与式(38)矛盾,因此式(37)成立.

假设对于m > 1,m ∈ N,有下式成立

EW (t) 6 σc2E∥ξ∥2τ , t ∈ [−τ, tm). (46)
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本文将证明

EW (t) < σc2E∥ξ∥2τ , t ∈ [tm, tm+1). (47)

由式(3)(32),有

EW (tm) = eλτζ(t)THζ(t) + µ1W (t−m) +

µ2e
λτW ((tm − τ)−) 6

(µ1+µ2e
λτ )σc2E∥ξ∥2τ 6 c2E∥ξ∥2τ <

σc2E∥ξ∥2τ . (48)

因此利用式(46)(48),类似于式(37)证明方法可得式
(47)成立,从而由数学归纳法得式(36)成立,进而有

E|x(t)|2 6 σc2
c1

E∥ξ∥2τe−λt, t > 0, (49)

其中c1 = λmin(P ). 所以系统(1)均方指数稳定.

证毕.

针对系统(1)脉冲部分,下面给出不同于定理1和
定理2的脉冲估计方式.

定定定理理理 3 对于系统(1),若脉冲时间序列{tk}k∈N
∈ ϱmin(β0),且存在常数α1 ∈R, α2> 0, q> 1, ν >1,

ε1 > 0, c1 = λmin(P ), c2 = λmax(P ),以及对称正定
矩阵P ,使得定理1中的式(2)成立且满足下列条件:

i)

α = α1 + α2q < 0, (50)

(Ck +Dk)
TP (Ck +Dk)− νP 6 0; (51)

ii)

(1 + ε1)νmax{eαβ0 ,
1

q
}+ 6(1 +

1

ε1
)(
c2
c1
)∥Dk∥2 ×

(K1τ +K2 + l2h̄) < 1,

其中:

K1 = ∥A1∥2 + ∥A2∥2,
K2 = ∥B1∥2 + ∥B2∥2,
h̄ = max{∥Ck − I∥2, ∥Dk∥2},

l是满足lβ0 6 τ < (l + 1)β0的非负整数;则系统(1)
均方指数稳定.

证证证 记ζ(t) = (x(t), x(t−τ))T,定义Lyapunov函
数V (x) = xTPx, x ∈ Rn. 由不等式(2)以及定理1中
式(7)的证明知,对∀t ∈ [tk−1, tk), k ∈ N,当

EV (x(t+ θ)) 6 qEV (x(t)), θ ∈ [−τ, 0]

时,有

ELV (x(t), x(t− τ)) 6 αEV (x(t), x(t− τ)).

若条件ii)成立,则可选择λ∈(0,min{−α,
ln q

τ
}),

以及σ > 0,使得

max{e−(α+λ)β0 ,
eλτ

q
} < σ < η, (52)

其中

η=
1−6(1+

1

ε1
)∥Dk∥2e2λτ (

c2
c1
)(K1τ+K2τ+l2h̄)

ν+ε1ν
.

定义函数W (t) = eλtV (x(t)), t > −τ . 类似定理
1证明中的式(9),有

D+EW (t) = ELW (t, x(t), x(t− τ)), (53)

其中

LW (t, x(t), x(t− τ)) =

eλt[λV (x(t)) + LV (x(t), x(t− τ))].

给定初始值ξ ∈ PCb
F0
([−τ, 0];Rn),显然有

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [−τ, 0], (54)

其中c2 = λmax(P ).

接下来,作者将证明

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t > 0. (55)

首先,类似定理1中式(12)的证明方法有

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [0, t1). (56)

假设对于m > 1,m ∈ N,有下式成立

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [−τ, tm). (57)

接下来,作者将证明

EW (tm) 6 c2E∥ξ∥2τ . (58)

由{tk}∈ϱmin(β0)可知, ∃l∈N,使得τ ∈ [lβ0, (l +

1)β0). 假设在[tm − τ, tm)上存在脉冲时刻tmi
, i = 1,

2, · · · , i0, i0 6 l.

记∆x(tmi
) = x(tmi

)− x(t−mi
),由式(57)可得

E|x(t−m)− x((tm − τ)−)|2 =

E|
w tm

tm−τ
[A1x(s)+A2x(s− τ)]ds+

w tm

tm−τ
[B1x(s)+B2x(s− τ)]dw(s)−

i0∑
i=1

∆x(tmi
)|2 6

3E(
w tm

tm−τ
|A1x(s)+A2x(s− τ)|ds)2+

3E(
w tm

tm−τ
[B1x(s)+B2x(s− τ)]dw(s))2+

3l
i0∑
i=1

E|(Cmi
−I)x(tmi

)+Dmi
x((tmi

−τ)−)|2 6

6τK1

w tm

tm−τ
sup

−τ6θ60

E|x(s+θ)|2ds+

6K2

w tm

tm−τ
sup

−τ6θ60

E|x(s+θ)|2ds+

6l
i0∑
i=1

[∥Cmi
− I∥2E|x(tmi

)|2+
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∥Dmi
∥2E|x(tmi

− τ)|2] 6
6e2λτ (K1τ+K2+l2h̄)(

c2
c1
)E∥ξ∥2τe−λtm . (59)

记

Gm(x, y) = Cmx+Dmy, x, y ∈ Rn,

∆Gm = Gm(x(t
−
m), x((tm − τ)−))−

Gm(x(t
−
m), x(t

−
m)),

则

E|∆Gm|2 =E|Gm(x(t
−
m), x((tm − τ)−))−

Gm(x(t
−
m), x(t

−
m))|2 =

E|Dmx((tm − τ)−)−Dmx(t
−
m)|2 6

∥Dm∥2E|x(t−m)− x((tm − τ)−)|2 6
6∥Dm∥2e2λτ (K1τ +K2 + l2h̄)×

(
c2
c1
)E∥ξ∥2τe−λtm . (60)

又由式(51)可得

EV (Gm(x(t
−
m), x(t

−
m))) =

ExT(t−m)(Cm +Dm)
TP (Cm +Dm)x(t

−
m) <

νExT(t−m)Px(t−m) =

νEV (x(t−m)). (61)

因此由式(52)以及式(58)–(60)可得

EW (tm)=eλtmEV (Gm(x(t
−
m), x((tm − τ)−)))=

eλtmEV (Gm(x(t
−
m), x(t

−
m)) + ∆Gm)=

eλtmE[Gm(x(t
−
m), x(t

−
m)) + ∆Gm]

TP ×
[Gm(x(t

−
m), x(t

−
m)) + ∆Gm] 6

eλtm(1 + ε1)EV (Gm(x(t
−
m), x(t

−
m))) +

eλtm(1 +
1

ε1
)EV (∆Gm) 6

eλtm(1 + ε1)νEV (x(t−m)) +

eλtm(1 +
1

ε1
)c2E|∆Gm|2 6

[(1 + ε1)νσ + 6e2λτ (1 +
1

ε1
)(
c2
c1
)∥Dm∥2 ×

(τK1 +K2 + l2h̄)]c2E∥ξ∥2τ 6
c2E∥ξ∥2τ . (62)

利用定理1中式(16)的证明方法同理可得

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t ∈ [tm, tm+1). (63)

从而由数学归纳法可得

EW (t) 6 c2E∥ξ∥2τ , t > 0. (64)

这隐含

E|x(t)|2 6 c2
c1
E∥ξ∥2τe−λt, t > 0. (65)

故系统(1)均方指数稳定. 证毕.

定定定理理理 4 对于系统(1),若脉冲时间序列{tk}k∈N
∈ ϱmin(β0)

∩
ϱmax(β1),且存在常数α1 ∈ R, α2 > 0,

q >1, ε2 >0, 0<ν <1, c1 = λmin(P ), c2=λmax(P )

以及对称正定矩阵P ,使得式(2)(51)成立且满足下列
条件:

i)

α = α1 + α2q > 0; (66)

ii)

eαβ1 <min{q, [(1 + ε2)ν + 6(1 +
1

ε2
)(
c2
c1
)×

∥Dk∥2(K1τ +K2 + l2h̄)]−1},

其中:

K1 = ∥A1∥2 + ∥A2∥2,
K2 = ∥B1∥2 + ∥B2∥2,
h̄ = max{∥Ck − I∥2, ∥Dk∥2},

l是满足lβ0 6 τ < (l + 1)β0的非负整数;则系统(1)
均方指数稳定.

证证证 记ζ(t) = (x(t), x(t−τ))T,定义Lyapunov函
数V (x) = xTPx, x ∈ Rn. 由不等式(2)以及定理1中
式(7)的证明知,对∀t ∈ [tk−1, tk), k ∈ N,当

EV (x(t+ θ)) 6 qEV (x(t)), θ ∈ [−τ, 0]

时,有

ELV (x(t), x(t− τ)) 6 αEV (x(t), x(t− τ)).

若条件(ii)成立,则存在λ, σ > 0使得

e(λ+α)β1 < σ < min{qe−λτ , η}, (67)

其中

η= [(1 + ε2)ν + 6∥Dk∥2e2λτ (1 +
1

ε2
)(
c2
c1
)×

(K1τ +K2 + l2h̄)]−1.

定义函数W (t) = eλtV (x(t)), t > −τ . 类似于定
理2–3中的证明方法可得

E|x(t)|2 6 σc2
c1

E∥ξ∥2τe−λt, t > 0. (68)

故系统(1)均方指数稳定. 证毕.

注注注 2 与文献[13]相比,本文不仅考虑了反镇定型脉冲

在随机时滞微分系统中的作用,还针对镇定型的脉冲进行了

估计,并且在系统的脉冲部分还考虑了时滞给系统的稳定性

带来的影响.

4 数数数值值值例例例子子子

在本节中将讨论两个数值例子.

例例例 1 对于系统(1),考虑{tk}k∈N+
∈ ϱmin(β0),

A1 =

[
−3 1

1 − 3

]
, A2 =

[
−0.1 0.2

0.3 − 0.1

]
,
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B1 =

[
−1.3 − 0.2

−0.5 − 0.3

]
, B2 =

[
−0.1 0

0 − 0.1

]
,

Ck =

[
0.7 0

0 0.7

]
, Dk =

[
0.8 0

0 0.8

]
.

选择α1= −1, α2 =0.2和µ1= 0.5, µ2 =0.75,利

用MATLAB求解LMI(2)–(3)可得

P =

[
0.6848 0.2931

0.2931 0.3813

]
. (69)

取q =2, β0= 1.2易得α = −0.6,结合条件(5),可
得对任意0 < τ < 1.1552时,定理1中式(5)都满足,因
此系统(1)均方指数稳定. 此例中α < 0,这代表系统
中的连续动态稳定,而脉冲在系统稳定性中起破坏作
用.

为了将定理1的结果与定理3的结果进行比较,选
取ν = 0.5, ε1 = 0.1,利用定理3的条件ii)结合MAT-
LAB编程解得当τ < 0.5431时,系统才能均方指数稳
定,而定理1中要求0 < τ < 1.1552即可,显然从这个
角度看,定理 1的结果优于定理 3. 选取初始值ξ =

[0.6 − 0.2]T,时滞τ=0.01以及脉冲时间间隔tk+1 −
tk = 0.02,系统的均方轨迹见图1.

例例例 2 在系统(1)中,考虑0<τ60.004, {tk}k∈N+

∈ ϱmin(β0)
∩
ϱmax(β1),

A1 =

[
0.1 0

0 0.1

]
, A2 =

[
0.2 − 0.3

0.1 − 0.7

]
,

B1 =

[
−0.2 0.5

−0.3 − 0.2

]
, B2 =

[
0.3 − 0.1

0.7 − 0.4

]
,

Ck =

[
1.2 0

0 1.2

]
, Dk =

[
−0.5 0

0 − 0.5

]
.

选择α1 = 1, α2 = 2和ν = 0.5,利用MATLAB求
解LMI(2)(49)可得

P =

[
0.7918 − 0.1061

−0.1061 0.8908

]
. (70)

取q= 2,易得α = 5, K1 = 0.6202, K2 =1.0461,
c1 = 0.7242和c2 = 0.9584.

设ε2 = 0.1, β0 = 0.004,则当β1 < 0.0791,定理4
中条件ii)满足,所以系统均方指数稳定. 例中α > 0,
这说明系统连续部分可能是不稳定的,而脉冲起镇定
系统的作用. 选取初始值ξ = [0.6 − 0.2]T,时滞τ =

0.004以及脉冲时间间隔tk+1 − tk = 0.02,系统的均
方轨迹见图2–3. 与图2相比,从图3中可以看出脉冲时
滞对线性脉冲随机时滞系统起到了很好的镇定作用.

接下来比较定理2与定理4的结果.首先可以证明
在脉冲镇定系统的前提下,当∥Ck∥+ ∥Dk∥ =1.7> 1

时,定理4条件满足,而此时定理2条件不适用. 相反

当∥Ck∥+ ∥Dk∥ < 1时,定理2和定理4的条件都能适
用. 因此在脉冲估计方式上,定理4的限制性较小.

图 1 例1系统状态均方轨迹图
Fig. 1 The mean square trajectory of the state x(t) in

Example 1

图 2 系统不带脉冲序列的状态均方轨迹图
Fig. 2 The mean square trajectory of the state x(t) without

impulses sequence

图 3 系统带有脉冲序列的状态均方轨迹图
Fig. 3 The mean square trajectory of the state x(t) with

impulse sequence
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5 结结结论论论

本文研究了具有时滞脉冲的线性随机时滞系统的

指数稳定性问题,利用Lyapunov函数和Razumikhin技
巧,得到了针对该系统均方指数稳定的充分条件.最
后的例子也论证了结果的积极性.

参参参考考考文文文献献献:
[1] LAKSHMIKANTHAM V, BAINOV D D, SIMEONOV P S. Theo-

ry of impulsive differential equations. Singapore: World Scientific,
1989: 1 – 283.

[2] LIU X, BALLINGER G. Existence and continuability of solutions
for differential equations with delays and state-dependent impulses.
Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 2002, 51(4):
633 – 647.

[3] ALWAN M, LIU X, XIE W. Existence, continuation, and uniqueness
problems of stochastic impulsive systems with time delay. Journal of
the Franklin Institute, 2010, 347(7): 1317 – 1333.

[4] WU X, TANG Y, ZHANG W. Input-to-state stability of impulsive
stochastic delayed systems under linear assumptions. Automatica,
2016 , 66: 195 – 204.

[5] SHEN J. Razumikhin techniques in impulsive functional differen-
tial equations. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications,
1999, 36: 119 – 130.

[6] LIU X, BALLINGER G. Uniform asymptotic stability of impulsive
delay differential equations. Computers & Mathematics with Appli-
cations, 2001, 41(7/8): 903 – 915.

[7] WANG Q, LIU X. Impulsive stabilization of delay differential sys-
tems via the Lyapunov-Razumikhin method. Applied Mathematics
Letters, 2007, 20(8): 839 – 845.

[8] FU X, LI D. Razumikhin-type theorems on exponential stability of
impulsive infinite delay differential systems. Journal of Computation-
al and Applied Mathematics, 2009, 224(1): 1 – 10.

[9] MAO X. Stochastic Differential Equations and Applications. Eng-
land: Horwood Publishing Limited, 2007.

[10] LIU B. Stability of solutions for stochastic impulsive systems vi-
a comparison approach. IEEE Transactions on Automatic Control,
2008, 53(9): 2128 – 2133.

[11] LI C, SUN J, SUN R. Stability analysis of a class of stochastic dif-
ferential delay equations with nonlinear impulsive effects. Journal of
the Franklin Institute, 2010, 347(7): 1186 – 1198.

[12] CHENG P, DENG F. Global exponential stability of impulsive s-
tochastic functional differential systems. Statistics Probability Let-
ters, 2010, 80(23/24): 1854 – 1862.

[13] PENG S, ZHANG Y. Razumikhin-type theorems on pth moment ex-
ponential stability of impulsive stochastic delay differential equati-
ons. IEEE Transactions on Automatic Control, 2010, 50(8): 1917 –
1922.

[14] PAN L, CAO J. Exponential stability of impulsive stochastic func-
tional differential equations. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 2011, 382(2): 672 – 685.

[15] LI B. Stability of stochastic functional differential equations with im-
pulses by an average approach. Nonlinear Analysis: Hybrid Systems,
2018, 29(2): 221 – 233.

[16] YAO Fenglin, ZHU Xingxing. Finite-time boundedness analysis and
H∞ control for a class of impulsive stochastic systems. Control The-
ory & Applications, 2018, 35(3): 291 – 298.
(姚凤麒,朱行行.一类脉冲随机系统的有限时间有界性分析与
H∞控制.控制理论与应用, 2018, 35(3): 291 – 298.)

[17] LU Chengtian, YU Sen, CHENG Pei. Finite-time stability of the im-
pulsive stochastic neural networks with delay. Control Theory & Ap-
plications, 2020, 37(1): 190 – 195.
(鲁成甜,喻圣,程培.具有时滞的脉冲随机神经网络的有限时间稳
定性.控制理论与应用, 2020, 37(1): 190 – 195.)

[18] KHADRAL A, LIU X, SHEN X. Analyzing the robustness of im-
pulsive synchronization coupled by linear delayed impulses. IEEE
Transactions on Automatic Control, 2009, 54(4): 923 – 928.

[19] CHEN W, ZHENG W. Exponential stability of nonlinear time-delay
systems with delayed impulse effects. Automatica, 2011, 47(5): 1075
– 1083.

[20] CHEN W, CHEN J, LU X. Effects of impulse delays on Lp-stability
of a class of nonlinear time-delay systems. Journal of the Franklin
Institute, 2020, 357(12): 7983 – 8007.

[21] CHENG P, DENG F, YAO F. Exponential stability analysis of impul-
sive stochastic functional differential systems with delayed impuls-
es. Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation,
2014, 19(6): 2104 – 2114.

[22] FU X, ZHU Q, GUO Y. Stabilization of stochastic functional dif-
ferential systems with delayed impulses. Applied Mathematics and
Computation, 2019, 346(10): 776 – 789.

[23] GAO L, WANG D, ZONG G. Exponential stability for generalized
stochastic impulsive functional differential equations with delayed
impulses and Markovian switching. Nonlinear Analysis: Hybrid Sys-
tems, 2018, 30(5): 199 – 212.

[24] ARNOLD L. Stochastic Differential Equations: Theory and Applica-
tions. Hoboken: Wiley, 1974.

作者简介:
崔崔崔 瑶瑶瑶 硕士研究生,研究方向为脉冲随机系统的稳定性, E-

mail: cy18201014@163.com;

程程程 培培培 教授,博士,研究方向为随机系统控制理论与应用, E-

mail: chengpei pi@163.com;

蔡蔡蔡 婷婷婷 博士研究生,研究方向为离散时间脉冲随机系统控制理

论与应用, E-mail: caitng math@163.com.


