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摘要:相比于传统滑模控制算法,超螺旋控制算法可以对系统的干扰进行精确估计并补偿,因此可以显著提高闭
环系统的抗干扰能力.然而,对于采样控制系统,由于采样频率的限制,离散超螺旋控制算法在性能方面受到限制.
本文基于齐次系统理论提出了一种改进的离散超螺旋控制算法.通过引入一个可自由调节的分数幂参数,基于齐次
系统理论,证明了所提出的改进控制算法可以使得闭环系统具有更高的控制精度.仿真实例验证了理论的正确性.
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Abstract: Compared with the traditional sliding mode control algorithm, the super-twisting control algorithm can ac-
curately estimate and compensate the disturbance of the system, so it can significantly improve disturbance rejection per-
formance of the closed-loop system. However, for the sampled-data control system, due to the limitation of the sampling
frequency, the discrete-time super-twisting control algorithm is limited in performance. This paper proposes an improved
discrete-time super-twisting control algorithm based on homogeneous system theory. By introducing a freely adjustable
fractional power parameter, based on homogeneous system theory, it is proved that the improved control algorithm pro-
posed can make the closed-loop system have higher control accuracy. The simulation example verifies the correctness of
the theory.
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1 引引引言言言

滑模控制方法具有设计简单、强鲁棒性等优良性

质,因此受到广泛的研究和应用[1–6].然而,早期的一
阶滑模控制存在着一些不足,尤其是由不连续性带来
的抖振现象.后来,一些学者提出了二阶滑模控制和
高阶滑模控制[7–13],二阶滑模控制和高阶滑模控制是
一阶滑模控制的推广,既有传统一阶滑模强鲁棒性的
特点,同时大大消除了抖振,因此得到了越来越多的
关注.在二阶滑模控制算法中,超螺旋算法(super-
twisting algorithm, STA)因其良好的性质得到广泛的
研究和应用[11–20].

以上分析的滑模控制问题都集中在设计连续时间

形式的控制器上.然而,在实际中,越来越多的控制器
实现是基于数字计算机的采样控制方式[21–22],因此对
离散时间下的滑模控制,即离散滑模控制(discrete-
time sliding mode control, DSMC),进行设计和分析具
有重要意义.离散滑模控制在不同采样间隔内控制信
号“冻结”,固有的有限开关频率将导致抖振(锯齿形)
运动[23],使得使用不连续符号函数的有限时间收敛的
性质不再成立.
在此背景下,主要有二种设计离散滑模的方法.其

中一种是离散时间设计方法,首先对动力系统进行离

收稿日期: 2021−03−02;录用日期: 2021−08−13.
†通信作者. E-mail: haibo.du@hfut.edn.cn; Tel.: +86 18156062198.
本文责任编委:俞立.
国家自然科学基金项目(62073113, 62003122, 61673153),安徽省自然科学基金项目(2008085UD03, 1808085MF180),中央高校基本科研业务费项
目(PA2020GDKC0016)资助.
Supported by the National Natural Science Foundation of China (62073113, 62003122, 61673153), the National Natural Science Foundation of Anhui
Province of China (2008085UD03, 1808085MF180) and the Fundamental Research Funds for the Central Universities of China (PA2020GDKC0016).



762 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

散化,然后在离散时间域中设计滑模面,这种设计很
大程度上是因为采用了较大的采样周期,其动力学和
连续情况下有很大的不同.在文献[24]中研究了拟滑
动模态和拟滑动模带,严格定义了有关离散滑模控制
的术语,并基于一种趋近律方法建立了单输入离散时
间系统的一个新的趋近条件.由于离散化的影响,不
可避免的要对扰动进行估计,以增强系统的鲁棒性.
文献[25–26]提出了带扰动补偿器的离散趋近律,从而
减小了抖振,提高了控制精度.文献[27–28]研究了基
于高阶滑模的离散微分器(观测器).另一种是连续滑
模控制的离散化,其中的滑模设计是在连续时间域中
进行的,然后通过离散化实现.文献[29–30]分别研究
了离散化对基于等效控制的单输入和多输入滑模控

制系统动力学行为的影响.文献[31]研究了具有匹配
不确定性的基于等效控制的滑模控制系统的离散化

行为,研究了具有匹配常数和周期不确定性的系统的
一些固有的动态周期特性.文献[32]将连续终端滑模
控制离散化,给出了系统稳态的显式有界性,建立了
控制参数与稳态有界性之间的关系,证明离散时间的
终端滑模系统比离散时间的线性滑模系统能提供更

高的输出跟踪精度.
本文的主要目的在于研究离散超螺旋控制算法并

加以改进.文献[27, 33]等已证明离散超螺旋控制算法
的控制精度为O(T 2),然而在这些论文中,并没有完
全考虑到有限开关频率的影响,即假设2.在此意义下,
能否对标准超螺旋算法加以改进,提高控制精度具有
重要研究价值.本文的主要贡献是利用齐次系统理论
在标准超螺旋算法的基础上增加一个参数,使得原来
的符号函数项转变为连续非光滑项,设计了离散非光
滑控制器(discrete-time non-smooth controller, DNC),
从理论上分析了影响控制精度的本质原因,并在此基
础上对附加参数的选择进行了分析,揭示了本文设计
的改进离散非光滑控制器能提供比离散超螺旋控制

器(discrete-time super-twisting controller, DSTC)更高
控制精度的原因.最后,仿真验证了理论的正确性.

2 预预预备备备知知知识识识

这部分主要介绍一些定义和引理,以便于之后的
证明和解释说明.

定定定义义义 1 [34] (Sig函数) 为了便于书写,定义

⌊x⌉b = sigb(x) = sgnx|x|b, (1)

其中: sgn(·)是符号函数, b ∈ R满足b > 0, x ∈ R.

定定定义义义 2 [35] (齐次度) 考虑向量函数 g(ψ) =

(g1(ψ) · · · gn(ψ))T : Rn → Rn.对于∀ε>0,存在ri
> 0, i = 1, · · · , n,使得下式成立:

gi(ε
r1ψ1, · · · , εrnψn) = εk+rigi(ψ), i = 1, · · · , n,

(2)

其中k > −min{ri, i = 1, · · · , n},那么便称g(ψ)关

于扩张(r1, · · · , rn)有齐次度k.

引引引理理理 1 [36] 考虑如下系统:

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn, (3)

其中f(·) : Rn → Rn是一个连续函数.假设存在一个
正定连续函数V (x) : U → R,有实数c > 0和α ∈ (0,

1),并且存在一个包含原点开区域U0 ⊂ U使得V̇ (x)

+ c(V (x))α 6 0, x ∈ U0\{0}.那么V (x)将在有限时

间内到达0.此外,有限收敛时间T满足

T 6 V (x(0))1−α

c(1− α)
.

引引引理理理 2 [37] 如果m > 1,那么
d|x|m

dx
= m⌊x⌉m−1,

d⌊x⌉m

dx
= m|x|m−1.

下面的不等式引理是直接借用文献[38–39],或者
在此基础上做了一些小小的改进.

引引引理理理 3 如果0 < p 6 1,那么|⌊x⌉p−⌊y⌉p| 6
21−p|x − y|p.
引引引理理理 4 如果p>1,那么|⌊x⌉p − ⌊y⌉p| > 21−p

|x − y|p.
引引引理理理 5 [38] 对c, d > 0, γ > 0,对任意∀x, y ∈ R,

下列不等式成立:

|x|c|y|d 6 c

c+ d
γ|x|c+d +

d

c+ d
γ−c/d|y|c+d.

引引引理理理 6 [39] 对任意xi ∈ R, i = 1, · · · , n和实数p
∈ (0, 1],

(|x1|+ · · ·+ |xn|)p 6 |x1|p + · · ·+ |xn|p.

3 离离离散散散超超超螺螺螺旋旋旋控控控制制制算算算法法法

考虑如下一阶系统:

ẋ(t) = u(t) + f(t), (4)

其中: u(t)是控制输入, f(t)是外部扰动,并且满足以
下假设.

假假假设设设 1 f(t)光滑可导,且满足

|ḟ(t)| 6 L, (5)

其中L是已知常数.

本文的主要目标是设计一类采样控制器实现对系

统(4)的镇定控制.采样控制方式使用最常见的零阶保
持器

u(t) = u(tk), ∀t ∈ [tk, tk+1), tk+1 = tk + T,

其中: tk, tk+1是采样时刻点, T是采样周期.对于采样
周期,一般满足下列假设.

假假假设设设 2 已知存在一个最小采样周期T ∗,使得

1 > T > T ∗ > 0, (6)

其中T是系统实际能够设置的采样周期.
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本文的目标是针对系统(4)设计一种改进的离散超
螺旋控制方法,以减小抖振,获得更高的控制精度.首
先,针对系统(4),对离散超螺旋算法进行回顾.
具体地,控制器设计为
u(t) = u(tk) = −k1⌊x(tk)⌉1/2 + v(tk),

∀t ∈ [tk, tk+1),

v(tk+1) = v(tk)− k2 sgnx(tk)T.

(7)

文献[33]已证明其控制精度可以到达O(T 2).接
下来,本文将在式(7)的基础上加以扩展,提出一种改
进的离散超螺旋控制方法,使系统在采样控制方式下
拥有更高的精度.

4 改改改进进进的的的离离离散散散超超超螺螺螺旋旋旋控控控制制制方方方法法法

通过运用齐次系统理论,增加了一个参数,扩展了
标准离散超螺旋控制方法.本节将证明在采样控制下,
本文所设计的改进方法能够使系统有更高的控制精

度.

定定定理理理 1 对于一阶系统(4),如果采样控制器设计
为

u(t) = u(tk) = −k1⌊x(tk)⌉1+τ + v(tk),

∀t ∈ [tk, tk+1),

v(tk+1) = v(tk)− k2⌊x(tk)⌉1+2τT,

(8)

其中−1/2 < τ < 0,并且增益满足k1 > (2
1

1+τ −1(1 + (2γ1 + 2)γ2 + γ3)k2)
1
2 ,

k2 > L,
(9)

γ1 =
1

1 + τ
(
1− 2τ

2 + τ
+

3 + 4τ

2 + τ
2

1
1+τ ),

γ3 =
1

1 + τ

3 + 4τ

2 + τ
2

1
1+τ ,

γ2 =
1 + 2τ

2 + τ
2

−τ
1+τ (2

1
1+τ

1− τ

2 + τ
)

1−τ
1+2τ ,

那么系统输出将在有限时间收敛到如下区域:

{x||x| 6 max{c1(
L

k2
)

1
1+2τ , c2T

− 1
τ }, (10)

其中c1, c2是与控制参数相关的常数.

证 将控制器(8)代入系统(4)中,可以得到系统状
态的精确迭代公式
x(tk+1) =

x(tk)− k1⌊x(tk)⌉1+τT + v(tk)T +
w tk+T

tk
f(t)dt,

v(tk+1) = v(tk)− k2⌊x(tk)⌉1+2τT,

(11)

定义

x1(tk) = x(tk), x2(tk) =
v(tk) +

1

T

w tk+T

tk
f(t)dt

k1
,

那么式(11)将转化为x1(tk+1) = x1(tk) + k1(x2(tk)− ⌊x1(tk)⌉1+τ )T,

x2(tk+1) = x2(tk)− k(⌊x1(tk)⌉1+2τ + d)T,

(12)

其中:

k=
k2
k1
, d=d(tk)=

w tk+T

tk
f(t)dt−

w tk+2T

tk+T
f(t)dt

k2T 2
.

由于|ḟ(t)| 6 L,易得|d| 6 d∗ =
L

k2
.

式(12)的等价采样形式为
ẋ1(t) = k1(x2(tk)− ⌊x1(tk)⌉1+τ ),

ẋ2(t) = −k(⌊x1(tk)⌉1+2τ + d),

∀t ∈ [tk, tk+1).

(13)

进一步,可以重写为

ẋ1(t) = k1(x2(t)− ⌊x1(t)⌉1+τ )+

k1(⌊x1(t)⌉1+τ − ⌊x1(tk)⌉1+τ )−
k1(x2(t)− x2(tk)),

ẋ2(t) = −k(⌊x1(t)⌉1+2τ + d)+

k(⌊x1(t)⌉1+2τ − ⌊x1(tk)⌉1+2τ ).

(14)

为了书写方便,记
B1 = k1(⌊x1(t)⌉1+τ − ⌊x1(tk)⌉1+τ ),

B2 = k(⌊x1(t)⌉1+2τ − ⌊x1(tk)⌉1+2τ ),

C1 = −k1(x2(t)− x2(tk)).

(15)

构造李雅普诺夫函数为

V = V1 + V2, (16)

其中 
V1 = (γ1 + 1)(1 + τ)|x2(t)|

2
1+τ ,

V2 =
1

2
(x1(t)− ⌊x2(t)⌉

1
1+τ )2,

(17)

x1(t), x2(t)是系统状态.显然,系统(14)被拆分成了两

部分,一部分是连续时间控制器,一部分为采样控制

造成的误差.为了便于证明,可以先讨论连续系统部

分的稳定性分析,亦即采样时间为0情况下的稳定性

分析.具体的证明过程可见附录.

命命命题题题 1 沿着如下的连续时间闭环系统:ẋ1(t) = k1(x2(t)− ⌊x1(t)⌉1+τ ),

ẋ2(t) = −k(⌊x1(t)⌉1+2τ + d),
(18)

对V求导有

V̇ |(18) 6− k

2
(|ξ|

2+τ
1+τ + |x2|

2+τ
1+τ ) + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ ,

(19)
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其中: γ6为正的常数, ξ = ⌊x1⌉1+τ − x2.

基于命题1,使用与式(17)相同的李雅普诺夫函数,
沿着系统方程(14)对V求导,得到

V̇ |(14) =

V̇ |(18) +
∂V

∂x1

· (B1 + C1) +
∂V

∂x2

·B2 6

− k

2
(|ξ|

2+τ
1+τ + |x2|

2+τ
1+τ ) + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ +

∂V

∂x1

·B1 +
∂V

∂x1

· C1 +
∂V

∂x2

·B2. (20)

接下来,对
∂V

∂x1

和
∂V

∂x2

进行估计.首先,从引理4可

知

∂V

∂x1

= x1 − ⌊x2⌉
1

1+τ 6 |x1|+ |x2|
1

1+τ =

|⌊x1⌉1+τ − x2 + x2|
1

1+τ + |x2|
1

1+τ 6
2

1
1+τ −1|ξ| 1

1+τ + (2
1

1+τ −1 + 1)|x2|
1

1+τ 6
γ8(|ξ|

1
1+τ + |x2|

1
1+τ ), (21)

其中γ8 = 2
1

1+τ −1 + 1.其次,通过引理5可得
∂V

∂x2

=

(2γ1 + 2)⌊x2⌉
2

1+τ −1 − 1

1 + τ
(x1−

⌊x2⌉
1

1+τ )|x2|
1

1+τ −1 6

(2γ1 + 2 +
1

1 + τ
)|x2|

2
1+τ −1+

1

1 + τ
|x1||x2|

1
1+τ −1 6

(2γ1 + 2 +
1

1 + τ
+

−τ
1− τ 2

)|x2|
2

1+τ −1+

1

1− τ 2
|x1|1−τ . (22)

考虑到

|x1|1−τ = |⌊x1⌉1+τ − x2 + x2|
2

1+τ −1 6
2

2
1+τ −2(|ξ| 2

1+τ −1 + |x2|
2

1+τ −1), (23)

有

∂V

∂x2

6 γ9(|x2|
2

1+τ −1 + |ξ| 2
1+τ −1), (24)

其中γ9 = 2γ1 + 2 +
2

2
1+τ −2 + 1− 2τ

1− τ 2
.

至于B1和B2,从引理3可得

B1 6 k12
−τ |x1(t)− x1(tk)|1+τ , (25)

B2 6 k2−2τ |x1(t)− x1(tk)|1+2τ . (26)

注意到

|x1(t)− x1(tk)| = |
w t

tk
ẋ1(t)dt| 6

w t

tk
|ẋ1(t)|dt,

(27)

|x2(t)− x2(tk)| = |
w t

tk
ẋ2(t)dt| 6

w t

tk
|ẋ2(t)|dt.

(28)

基于式(13),可知

|ẋ1(t)| = k1|x2(t)− ⌊x1(tk)⌉1+τ | 6
k1|x2(t)|+ k1|x1(tk)|1+τ ,

|ẋ2(t)| = k|(⌊x1(tk)⌉1+2τ + d)| 6
k|x1(tk)|1+2τ + kd∗.

(29)

此外,有

|x2| = (
1

(γ1 + 1)(1 + τ)
V1)

1+τ
2 =

γ10V
1+τ
2

1 6 γ10V
1+τ
2 , (30)

|x1| 6 |x1 − ⌊x2⌉
1

1+τ |+ |x2|
1

1+τ 6

2
1
2V

1
2 + ρ

1
1+τ

2 V
1
2 = γ11V

1
2 , (31)

其中:

γ10 = (
1

(γ1 + 1)(1 + τ)
)

1+τ
2 ,

γ11 = (
1

(γ1 + 1)(1 + τ)
)

1
2 + 2

1
2 .

所以,结合式(27)–(31)以及引理4,得到

|x1(t)− x1(tk)| 6 γ12TV
1+τ
2

max (t),

|x2(t)− x2(tk)|
2+τ
1+τ 6

(kγ1+2τ
11 TV

1+2τ
2

max (t) + kd∗)
2+τ
1+τ 6

γ13T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ)

max (t) + γ14T
2+τ
1+τ (d∗)

2+τ
1+τ ,

(32)

其中: 

γ12 = k1γ10 + k1γ
1+τ
11 ,

Vmax(t) = max
u∈[tk,t]

V (u),

γ13 = 2
1

1+τ (kγ1+2τ
11 )

2+τ
1+τ ,

γ14 = 2
1

1+τ k
2+τ
1+τ < γ13.

(33)

基于上述不等式,结合式(21)(25)和引理5,得到
∂V

∂x1

·B1 6

γ8(|ξ|
1

1+τ + |x2|
1

1+τ )k12
−τ |x1(t)− x1(tk)|1+τ 6

k

8
|x2|

2+τ
1+τ +

k

8
|ξ|

2+τ
1+τ +

kγ15
γ2+τ
12

|x1(t)− x1(tk)|2+τ 6

k

8
(|x2|

2+τ
1+τ + |ξ|

2+τ
1+τ ) + kγ15T

2+τV
(1+τ)(2+τ)

2
max (t),

(34)

其中

γ15 = 2γ8
k1
k
2−τ 1 + τ

2 + τ
(γ8k12

−τ 1

2 + τ

8

k
)

1
1+τ γ2+τ

12 .
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然后,结合式(22)(26)(32)和引理5得到
∂V

∂x2

·B2 6

γ9(|x2|
2

1+τ −1+|ξ| 2
1+τ −1)k2−2τ |x1(t)−x1(tk)|1+2τ 6

γ9k2
−2τ |x2|

2
1+τ −1|x1(t)− x1(tk)|1+2τ+

γ9k2
−2τ |ξ| 2

1+τ −1|x1(t)− x1(tk)|1+2τ 6
k

8
|x2|

2+τ
1+τ +

k

8
|ξ|

2+τ
1+τ +

kγ16
γ2+τ
12

|x1(t)− x1(tk)|2+τ 6

k

8
(|x2|

2+τ
1+τ + |ξ|

2+τ
1+τ ) + kγ16T

2+τV
(1+τ)(2+τ)

2
max (t),

(35)

其中

γ16 = 2γ92
−2τ 1 + 2τ

2 + τ
(8γ92

−2τ 1− τ

2 + τ
)

1−τ
1+2τ γ2+τ

12 .

类似地,结合式(15)(21)(32)和引理5得到
∂V

∂x1

· C1 6

γ8(|ξ|
1

1+τ + |x2|
1

1+τ )k1|x2(t)− x2(tk)| 6
k

8
|x2|

2+τ
1+τ +

k

8
|ξ|

2+τ
1+τ + 2γ8k1

1 + τ

2 + τ
(

8γ8k1
(2 + τ)k

)
1

1+τ ·

|x1(t)− x1(tk)|
2+τ
1+τ 6

k

8
(|x2|

2+τ
1+τ + |ξ|

2+τ
1+τ ) + γ18kT

2+τ
1+τ (d∗)

2+τ
1+τ +

γ17kT
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ)

max (t), (36)

其中:

γ17 = 2γ8
k1
k

1 + τ

2 + τ
(

8γ8k1
(2 + τ)k

)
1

1+τ γ13,

γ18 = 2γ8
k1
k

1 + τ

2 + τ
(

8γ8k1
(2 + τ)k

)
1

1+τ γ14 < γ17.

将式(34)–(36)代入式(20),可得

V̇ 6

− k

8
(|x2|

2+τ
1+τ + |ξ|

2+τ
1+τ ) + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ +

kγ19T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2

max (t) + γ18kT
2+τ
1+τ (d∗)

2+τ
1+τ +

γ17kT
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ)

max (t) 6

− k

8
(
V

γ7
)

2+τ
2 + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ +

kγ19T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2

max (t) + kγ18T
2+τ
1+τ (d∗)

2+τ
1+τ +

kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ)

max (t), (37)

其中γ19 = γ15 + γ16.

定义如下集合:

Ω2 = {(x1, x2)|V 6 max{γ21T− 2
τ , γ20(d

∗)
2

1+2τ }},
(38)

其中 
γ20 = max{γ7(48γ6)

2
2+τ , 1},

γ21 = max{(48γ19γ
2+τ
2

7 )−
2

τ(2+τ) ,

(48γ17γ
2+τ
2

7 )−
2(1+τ)
τ(2+τ) }.

(39)

接下来,将证明系统状态将在有限时间内收敛到
该集合.
如果系统不在该集合内,这意味着

V > γ21T
− 2

τ , V > γ20(d
∗)

2
1+2τ ,

进一步,并结合γ17 > γ18得到

k

48
(
V

γ7
)

2+τ
2 > kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ ,

k

48
(
V

γ7
)

2+τ
2 > kγ19T

2+τV
(1+τ)(2+τ)

2 (t),

k

48
(
V

γ7
)

2+τ
2 > kγ17T

2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (t),

kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (t) > kγ18T

2+τ
1+τ (d∗)

2+τ
1+τ .

(40)

将上式代入式(37)得到

V̇ 6

− 2kγ19T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (t)+

kγ19T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2

max (t)−

2kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (t)+

kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ)

max (t). (41)

基于此,将使用反证法证明这个式子

max
∀τ∈[tk,tk+1]

V (τ) = V (tk). (42)

假设这个式子不成立,那么在[tk, tk+1]必存在一

个时刻t1使得V (t1) > V (tk).又因为V̇ (tk) < 0,那么
必存在在另一时刻t2 ∈ [tk, t1]使得

i) V (t2) = V (tk),
ii) V̇ (t2) > 0,
iii) V (t) 6 V (tk), ∀t ∈ [tk, t2].
由i)和iii),结合式(41)有

V̇ (t2) 6− γ19kT
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (t2)−

γ17kT
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (t2) < 0. (43)

这与V̇ (t2) > 0矛盾,式(42)得证.进一步,式(41)
转化为

V̇ 6

− 2γ19kT
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (t)+

γ19kT
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (tk)−

2kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (t)+
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kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (tk). (44)

在任意t ∈ [tk, tk+1),对于V (t)而言共有2种情况,

一种是V (t) >
1

2
V (tk),而另一种是V (t) 6 1

2
V (tk).

显然,第 1种情况总会发生,也就是说,在 V (t) 6
1

2
V (tk)之前,满足

V̇ 6

− (2− 2
(1+τ)(2+τ)

2 )γ19kT
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (t)−

(2− 2
(1+2τ)(2+τ)

2(1+τ) )kγ17T
2+τ
1+τ V

(1+2τ)(2+τ)
2(1+τ) (t), (45)

属于有限时间收敛,因此,无论第2种情况是否发生,

都有

V (tk+1) 6 cV (tk), (46)

其中常数c满足0 < c < 1.所以, V (tk)将收敛到Ω2.

证毕.

注注注 1 对于闭环系统(18),即是本文所设计的离散超螺

旋闭环控制系统的连续时间形式(亦即采样周期为0),根据齐

次系统的定义,当干扰d = 0时,该闭环系统对扩张(1, 1 + τ)

具有齐次度τ .因此,本文所提出的离散超螺旋控制算法是基

于齐次系统理论设计出的.此外,和传统的连续形式超螺旋控

制系统对比,该系统增加了一个附加参数τ ,基于式(19),可以

看出该额外的参数对系统的稳态误差产生影响.

注注注 2 从式(38)可知,系统输出最终将收敛到c2T
− 1

τ

和c1(
L

k2
)

1
1+2τ所限定的边界内,前者表征着非光滑项带来的

抖振影响,后者表征着外在扰动对系统的影响.考虑到−1/2
< τ < 0,讨论下面2种情况.

1) 如果τ = −1/2,控制器(7)转变为离散超螺旋控制器,
那么系统状态边界为

{x | |x| 6 c̄2T
2}, (47)

其中c̄2是一个常数.此时,系统对扰动能够完全消除,但是由
于符号函数带来的不连续性引起了较大的抖振现象.

2) 如果τ = 0,此时控制器(7)转变为离散线性控制器,状
态边界为

{x | |x| 6 c̄1
L

k2
}, (48)

其中c̄1是一个常数.此时,抖振现象被完全消除,但是扰动产
生了较大影响.
由式(38)(47)–(48)可知,在离散系统中,无论是线性项还

是非线性项(符号函数)都是针对抖振或者扰动的其中之一有
效,而对另一面则会产生较大的误差.一般采样周期远小于扰
动,所以一般情况下,离散超螺旋控制器的控制精度上远高于
离散线性控制器.
本文在上述2种算法的基础上,采用了一种折衷的方式,

引入了非光滑项,通过调节τ在抖振和外部干扰抑制性能之

间取得了一种平衡,使得整体稳态误差界变小. τ由下式确定

T− 1
τ = (

L

k2
)

1
1+2τ . (49)

将式(49)结合假设2,易知−1

2
< τ < 0,且随着

L

k2
减小,

τ将不断向0接近.若T = T ∗,且
L

k2
= T ∗,则τ = −1

3
,此时

T− 1
τ = (

L

k2
)

1
1+2τ = (T ∗)3.在实际中, k2存在饱和限制,但

是在一定程度上仍然对抖振起到了抑制作用,在减小抖振和

抵抗扰动之间取得一种平衡,从而提高了整体的控制精度.

5 仿仿仿真真真

在仿真中,假设外界扰动为 f(t) = − sin t +

0.5 cos(2t),则|ḟ(t)| = | − cos t − sin(2t)| 6 2,即L
= 2.假设最小采样周期满足T ∗ = 0.001 s.为了验证
所提算法的高精度,将本文提出的离散非光滑控制器
(DNC)与标准的离散超螺旋控制器(DSTC)作比较,并
选择较大初始状态,观察最后的误差范围.系统初值:
x(0) = 100.控制器参数: k1 = 6, k2 = 8, v(0) = 0, τ
由式(49)决定.
系统输出曲线和控制输入曲线如图1所示,可以直

观地看出,在不同采样周期下,本文提出的离散非光
滑控制器稳定状态时的误差界都显著小于离散超螺

旋控制器.此外,图1中系统输出曲线最后的误差界整
理在表1中,从表中误差界的大小关系可以看出,通过
调节τ的取值可以将误差界显著减小,说明了本文的
改进算法可以实现更高的控制精度目标.
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0
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0
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−60

−80

0 5 1510 20
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DNC

/ s

(b) T = 0.001 s

图 1 在不同采样周期T情况下,离散超螺旋控制器
(DSTC)和离散非光滑控制器(DNC)作用下的系
统输出和控制输入

Fig. 1 Under the case of different sampling periods T , the
system output and control input under the action of
discrete-time super-twisting controller (DSTC) and
discrete-time non-smooth controller (DNC)

表 1 2种算法下系统最终收敛的误差界及其比较
Table 1 The bounds of the final convergence of the

system errors under two algorithms and their
comparison

T τ DSTC DNC 精度提高

0.01 −0.4346 1.30le–3 2.74le–4 78.9%
0.001 −0.4544 1.37le–5 2.88le–6 79.0%

6 总总总结结结

本文针对一阶系统的采样控制提出了一种改进的

离散超螺旋控制方法.首先,在超螺旋控制算法的基
础上,利用齐次控制理论,通过调节附加参数来提高
控制精度.然后,通过构造合适的李雅普诺夫函数,定
量地分析了采样周期和外在扰动对控制精度的影响,
并给出了附加参数的整定方法,证明了本文的改进算
法精度高于标准离散超螺旋控制算法.最后,仿真验
证了理论分析的正确性.

附附附录录录 命命命题题题1的的的证证证明明明
首先,结合引理2,给出V1的导数为

V̇1 =

− (2γ1 + 2)k⌊x2⌉
2

1+τ −1(⌊x1⌉1+2τ + d) =

− (2γ1 + 2)k⌊x2⌉
2

1+τ −1(⌊x1⌉1+2τ − ⌊x2⌉
1+2τ
1+τ +

⌊x2⌉
1+2τ
1+τ )− (2γ1 + 2)⌊x2⌉

2
1+τ −1kd :=

(2γ1 + 2)kA1 − (2γ1 + 2)⌊x2⌉
2

1+τ −1kd. (A.1)

对于(A1),使用引理3,得到

A1 =

− |x2|
2+τ
1+τ + ⌊x2⌉

2
1+τ −1(⌊x1⌉1+2τ − ⌊x2⌉

1+2τ
1+τ ) 6

− |x2|
2+τ
1+τ + 21−

1+2τ
1+τ |x2|

2
1+τ −1|⌊x1⌉1+τ − x2|

1+2τ
1+τ .

(A.2)

令

ξ = ⌊x1⌉1+τ − x2, (A.3)

并使用引理5,可以得到

A1 6 −|x2|
2+τ
1+τ +

1

2
|x2|

2+τ
1+τ + γ2|ξ|

2+τ
1+τ =

− 1

2
|x2|

2+τ
1+τ + γ2|ξ|

2+τ
1+τ . (A.4)

其次,由引理2可知, V2的导数为

V̇2 = (x1 − ⌊x2⌉
1

1+τ )(ẋ1 −
1

1 + τ
|x2|

1
1+τ −1ẋ2) =

(x1 − ⌊x2⌉
1

1+τ )k1(x2 − ⌊x1⌉1+τ ) +
1

1 + τ
(x1−

⌊x2⌉
1

1+τ )|x2|
1

1+τ −1k⌊x1⌉1+2τ+

1

1 + τ
(x1 − ⌊x2⌉

1
1+τ )|x2|

1
1+τ −1kd :=

A2 +A3 +
1

1 + τ
(x1 − ⌊x2⌉

1
1+τ )|x2|

1
1+τ −1kd.

(A.5)

接下来,将估计式(A.5)中的每一项.首先,通过引
理4,得到

A2 = −k1|x1 − x
1

1+τ

2 | · |x1+τ
1 − x2| 6

− k12
1− 1

1+τ |⌊x1⌉1+τ − x2|
1

1+τ · |⌊x1⌉1+τ − x2| =

− k12
1− 1

1+τ |ξ|
2+τ
1+τ . (A.6)

至于A3,由引理5可知

A3 =

k
1

1+τ
|x1|2+2τ |x2|

1
1+τ −1+k

1

1+τ
|x1|1+2τ |x2|

2
1+τ −16

k
1

1 + τ

2 + 2τ

2 + τ
|x1|2+τ + k

1

1 + τ

−τ
2 + τ

|x2|
2+τ
1+τ +

k
1

1 + τ

1 + 2τ

2 + τ
|x1|2+τ + k

1

1 + τ

1− τ

2 + τ
|x2|

2+τ
1+τ =

k
1

1 + τ

1− 2τ

2 + τ
|x2|

2+τ
1+τ + k

1

1 + τ

3 + 4τ

2 + τ
|x1|2+τ .

(A.7)

此外,基于引理4,很容易得到

|x1|2+τ = |⌊x1⌉1+τ − x2 + x2|
2+τ
1+τ 6
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2
1

1+τ (|ξ|
2+τ
1+τ + |x2|

2+τ
1+τ ). (A.8)

将这个不等式代入式(A.7),则

A3 6 kγ1|x2|
2+τ
1+τ + kγ3|ξ|

2+τ
1+τ , (A.9)

其中γ3 =
1

1 + τ

3 + 4τ

2 + τ
2

1
1+τ .

联立式(A.1)–(A.9),李雅普诺夫函数的导数为

V̇ = V̇1 + V̇2 6

− k|x2|
2+τ
1+τ − (k12

1− 1
1+τ − (2γ1 + 2)γ2k−

kγ3)|ξ|
2+τ
1+τ + kd∗(2γ1 + 2 +

1

1 + τ
)|x2|

2
1+τ −1+

kd∗
1

1 + τ
|x1||x2|

1
1+τ −1. (A.10)

如果k1的选取满足

k12
1− 1

1+τ − (2γ1 + 2)γ2k − kγ3 > k, (A.11)

那么

V̇ 6

− k|x2|
2+τ
1+τ − k|ξ|

2+τ
1+τ +

kd∗(2γ1 + 2 +
1

1 + τ
)|x2|

2
1+τ −1+

kd∗
1

1 + τ
|x1| · |x2|

1
1+τ −1, (A.12)

其中d∗ =
L

k2
.

此外,从引理5可以得出

|x1||x2|
1

1+τ −1 = |x2|
1

1+τ −1|⌊x1⌉1+τ | 1
1+τ 6

−τ
1− τ

|x2|
2

1+τ −1 +
1

1− τ
|⌊x1⌉1+τ | 2

1+τ −1. (A.13)

类似于式(A.8)的推导,可以得到

|x1||x2|
1

1+τ −1 6
1

1− τ
(2

−2τ
1+τ − τ)|x2|

2
1+τ −1 +

1

1− τ
2

−2τ
1+τ |ξ| 2

1+τ −1.

(A.14)

把这个不等式代入式(A.12),有

V̇ 6

− k(|ξ|
2+τ
1+τ + |x2|

2+τ
1+τ ) + kd∗γ4|x2|

2
1+τ −1+

kd∗γ5|ξ|
2

1+τ −1, (A.15)

其中:
γ4 = 2γ1 + 2 +

1

1 + τ

2
2

1+τ −2 + 1− 2τ

1− τ
,

γ5 =
1

1 + τ

2
2

1+τ −2

1− τ
.

(A.16)

至于式(A.15)中的最后二项,由引理5可得

kd∗γ4|x2|
2

1+τ −1 + kd∗γ5|ξ|
2

1+τ −1 6

k

2
|x2|

2+τ
1+τ +

k

2
|ξ|

2+τ
1+τ + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ , (A.17)

其中

γ6 =
1 + 2τ

2 + τ
(
2− 2τ

2 + τ
)

1−τ
1+2τ (γ

2+τ
1+2τ

4 + γ
2+τ
1+2τ

5 ).

最终得到

V̇ 6 −k
2
(|ξ|

2+τ
1+τ + |x2|

2+τ
1+τ ) + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ . (A.18)

另一方面,根据V的定义,由引理4可知

V 6 (γ1 + 1)(1 + τ)|x2|
2

1+τ + x2
1 + |x2|

2
1+τ =

((γ1 + 1)(1 + τ) + 1)|x2|
2

1+τ + |x1|2. (A.19)

由

|x1|2 = |⌊x1⌉1+τ − x2 + x2|
2

1+τ 6
2

2
1+τ −1(|ξ| 2

1+τ + |x2|
2

1+τ ), (A.20)

得到

V 6
((γ1 + 1)(1 + τ) + 1 + 2

2
1+τ −1)|x2|

2
1+τ +

2
2

1+τ −1|ξ| 2
1+τ 6 γ7(|x2|

2
1+τ + |ξ| 2

1+τ ), (A.21)

其中

γ7 = (γ1 + 1)(1 + τ) + 1 + 2
2

1+τ −1. (A.22)

再从引理6可以看到

(
V

γ7
)

2+τ
2 6 (|x2|

2
1+τ + |ξ| 2

1+τ )
2+τ
2 6

|x2|
2+τ
1+τ + |ξ|

2+τ
1+τ . (A.23)

因此,从式(A.18)和式(A.23)可知

V̇ 6 −k
2
(
V

γ7
)

2+τ
2 + kγ6(d

∗)
2+τ
1+2τ . (A.24)
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