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摘要:针对一类同时具有分布时滞和维纳过程的随机偏微分系统,首先基于Itô微分公式,通过计算弱无穷小算
子,得到了随机微分导数;其次利用Green公式和积分不等式及Schur补引理对矩阵不等式进行处理;然后对微分两
边积分并同时取数学期望处理随机交叉项;获得了分布时滞随机偏微分系统是均方指数稳定的充分条件.在此基础
上,进一步考虑了离散变时滞和分布变时滞在一定约束情形下的分布时滞随机偏微分系统的均方指数稳定性问题.
最后给出仿真实例,仿真结果表明所获得的线性矩阵不等式条件保证了系统的稳定性,验证了所得结论的有效性.
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Abstract: The sufficient conditions for mean-square exponential stability of stochastic partial differential system with
distributed delays and Wiener processes are given. First of all, the stochastic differential derivative is obtained by calculating
weak infinitesimal operator based on the Itô differential formula. Secondly, the matrix inequality is handled by the Green
formula, the integral inequality and the Schur complement lemma. Then, both sides of the differential are integrated and
mathematical expectation is taken to deal with the random cross term at the same time. On this basis, the mean-square
exponential stability of distributed delay stochastic partial differential systems with discrete and distributed time-varying
delay under certain constraints is further considered. Finally, a simulation example is given. The simulation results show the
obtained linear matrix inequality conditions ensure the stability of the system and verify the effectiveness of the conclusions.
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1 引引引言言言

大量实际应用系统中,如新型冠状病毒肺炎疫情
的建模和预测模型[1]、社会经济系统[2]、气象应用系

统等等,在研究过程中都经常难以避免时滞现象的出

现.时滞现象的存在不能有效地及时影响研究变量,
会导致研究系统各种波动及振荡,不利于系统的稳定.
直到现在,对于各种时滞系统的研究工作一直备受关
注.时间滞后主要包括离散时滞和分布时滞[3].当系
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统方程中求和的个数增加,相邻参数值之间的差值减
小时,就会出现分布时滞系统.分布时滞主要广泛应
用在捕食模型[4]、HIV-1动力学模型[5]、SIRS传染病
模型[6]等数学建模中.因此,分布时滞在现实应用中
具有宽广的研究基础.目前,对具有分布时滞的常微
分方程 (ordinary differential equation, ODE)的研究工
作已经取得了丰硕的成果[7–10].
随着对建模系统精准性要求的日益提高,在数学

建模过程中需要考虑的变量越来越多,用确定性偏微
分方程(partial differential equation, PDE)描述系统的
实际需求增多.因此,时滞分布参数系统的研究工作
逐渐得到很多学者的关注[11–15].选取的研究方法(或
研究工具)主要有线性矩阵不等式 (linear matrix in-
equality, LMI)[11]和李亚普诺夫辅助函数.文献[12]研
究了含离散常时滞不确定分布参数系统的指数稳定

性.文献[13]研究了具有离散变时滞分布参数系统的
指数稳定性.文献[14]利用Lyapunov稳定性理论并结
合LMI处理方法研究了离散常时滞分布参数系统的中
和控制问题.文献[15]采用LMI方法,设计状态反馈控
制器研究了一类具有连续分布时滞的分布参数系统

的反馈控制.
在电力系统[16–17]、传染病模型系统[18]及航空无

线电控制系统等领域由于偶然现象及噪声等问题的

出现,随机系统得到了很大的发展.文献[19]利用李亚
普诺理论结合LMI方法研究了伊藤型中立型随机常微
分系统的均方指数稳定性问题.文献[20]研究了具有
离散变时滞伊藤型随机常微分系统的滑模变结构

控制.文献[21]则考虑了不含任何时滞项的随机常微
分方程的观测器滑模变结构控制问题.显然,文献
[19–21]均是研究随机常微分系统(stochastic ordinary
differential, SODE)而且没有考虑具有分布时滞的情
形.
由于时间和空间的不确定性及随机波动[22]的影

响,随机偏微分系统引起了学者的兴趣[23–28].文献
[23]将Lyapunov直接法推广到伊藤型随机反应扩散系
统,并建立了Lyapunov依概率渐近稳定性的基本理
论.文献[24]通过构造关于空间变量平均的李亚普诺
夫函数来研究随机分布参数系统的镇定.文献[25]基
于模糊方法研究了传感器信号处理非线性随机偏微

分系统的鲁棒滤波器问题.文献[26–27]则研究了随机
偏微分方程的最优控制.文献[28–29]分别研究了含离
散时滞随机偏微分方程 (stochastic partial differential
equation, SPDE)的指数稳定性、均方指数稳定性及
H∞控制,但都没有考虑含有分布时滞的情况.
综上所述,目前对于同时具有分布时滞和随机现

象的偏微分系统的均方指数稳定性研究工作还未见

有报道.分布时滞和随机现象更能精确展示实际系统
的本质,本文的主要工作是同时把分布时滞和伊藤过

程引入偏微分方程,研究系统的均方指数稳定性及保

守性问题.

本文针对一类含有分布时滞的随机偏微分系统的

模型特征,通过构造一系列合适的Lyapunov函数,利

用伊藤微分公式计算随机微分导数,借用初值条件和

格林公式处理含有拉普拉斯算子的交叉项;利用

Schur补引理,以线性矩阵不等式的形式给出该系统

均方指数稳定的充分条件.然后,进一步研究了同时

含有时变离散时滞和时变分布时滞随机偏微分系统

的均方指数稳定性问题.最后,通过仿真验证系统能

在较短的时间内达到稳定状态.

2 系系系统统统描描描述述述

考虑如下一类具有分布时滞的Itô型随机偏微分系

统:

dW (x, t) = [D∆W (x, t) +AW (x, t)+

A1W (x, t− τ)+

A2

w t

t−h
W (x, t)dt]dt+ [CW (x, t)+

C1W (x, t− τ)]dω(x, t), (1)

其中: W (x, t)是状态变量, x是空间变量, t是时间变

量. (x, t) ∈ Ω × R+,

Ω = {x, ∥x∥ < l < +∞} ⊂ Rm

为具有光滑边界∂Ω的有界区域,且mesΩ > 0.

∆ =
m∑

k=1

∂2

∂x2
k

为Ω上的Laplace算子,

∇ = (
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, · · · , ∂

∂xm

)

为梯度算子.且A,A1, A2, C, C1是具有适当维数的常

数矩阵. W (x, t)满足如下初边值条件:

W (x, t) = φ(x, t), (x, t) ∈ Ω × [−d, 0], (2)

W (x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × [−d,+∞) (3)

或

∂W (x, t)

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω × [−d,+∞), (4)

n为∂Ω的单位外法向量, φ(x, t)为适当光滑的函数,

D > 0, h > 0和τ > 0均为常数;并且

d = max{τ, h}, ω(x, t) =
∞∑
i=1

√
µiwi(t)ei(x)

是在L2(Ω)上具有有限迹协方差算子的维纳随机场

(L2(Ω)是勒贝格平方可积函数空间).其中{wi(t)}是
相互独立的取值在完备的概率空间(Ω,F, P )上具有

自然流{Ft}t>0的标准布朗运动, {ei(t)}是在L2(Ω)

上的完备正交基.因此有Eω(x, t) = 0, E代表数学期
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望.

∥W (·, t)∥2 =
w
Ω
WT(x, t)W (x, t)dx.

为方便后面的研究,给出如下定义和引理.

引引引理理理 1 (Green公式[30]) 设Ω ⊂ Rm是边界∂Ω

光滑的有界区域, n为∂Ω的单位外法向量, G ⊂ Ω为

一光滑子域,若u, v ∈ C2(Ḡ),则w
Ω
u∆vdx =

w
∂Ω

u
∂v

∂n
dS −

w
Ω
∇u∇vdx,

其中dS表示边界区域的面积微元.

引引引理理理 2 [31] 给定任意正定对称矩阵M ∈ Rn×n,
实数γ > 0及向量函数α(t) : [0, γ] → Rn,则有下面
积分不等式成立:

γ
w γ

0
αT(t)Mα(t)dt >

[
w γ

0
αT(t)dt]M [

w γ

0
α(t)dt].

定定定义义义 1 如果存在定常数γ > 0, δ > 0使得对满

足系统(1)的系统状态W (x, t)满足

E∥W (·, t)∥2 6 γe−δtE∥φ∥2,

则称此系统是均方指数稳定.

3 主主主要要要结结结论论论

定定定理理理 1 对同时含有离散时滞和分布时滞的Itô
型随机偏微分系统(1),如果存在合适维数的正定对称
矩阵P , Q和R使得如下线性矩阵不等式:

Π PA1 PA2 CTP

∗ −Q 0 CT
1 P

∗ ∗ −1

h
R 0

∗ ∗ ∗ −P

 < 0 (5)

成立,这里Π = PA+ATP+Q+ hR,则系统(1)是
均方指数稳定.且有

E∥W (·, t)∥2 6 e−δt 3b+ beδτ + beδh

λmin(P )
E∥φ∥2, (6)

其中:

b = max{λmax(P ), λmax(Q), hλmax(R)},

δ > 0为定常数. λmax(P ), λmin(P )分别表示实对称

矩阵P特征值的最大值和最小值.

证 取如下恰当李亚普诺夫泛函:

V (t,W (x, t)) =

V1(t,W (x, t)) + V2(t,W (x, t)) + V3(t,W (x, t)),

(7)

其中:

V1(t,W (x, t)) =
w
Ω
WT(x, t)PW (x, t)dx, (8)

V2(t,W (x, t)) =

w
Ω

w t

t−τ
WT(x, t)QW (x, t)dtdx, (9)

V3(t,W (x, t)) =w
Ω

w t

t−h

w t

s
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdsdx. (10)

由无穷维Itô公式[32]得

dV (t,W (x, t)) =

LV (t,W (x, t))dt+ 2
w
Ω
WT(x, t)P [CW (x, t)+

C1W (x, t− τ)]dω(x, t)dx, (11)

其中

LV (t,W (x, t)) =

2
w
Ω
WT(x, t)P [D∆W (x, t) +AW (x, t)+

A1W (x, t− τ) +A2

w t

t−h
W (x, t)dt]dx+w

Ω
WT(x, t)QW (x, t)dx−w

Ω
WT(x, t− τ)QW (x, t− τ)dx+

h
w
Ω
WT(x, t)RW (x, t)dx−w

Ω

w t

t−h
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdx+w

Ω
[CW (x, t) + C1W (x, t− τ)]

T
P

[CW (x, t) + C1W (x, t− τ)]dx. (12)

由引理1及边界条件得

2D
w
Ω
WT(x, t)P∆W (x, t)dx =

− 2D
w
Ω
∇WT(x, t)P∇W (x, t)dx 6 0, (13)

由引理2得

−
w
Ω

w t

t−h
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdx 6

− 1

h

w
Ω
[
w t

t−h
WT(x, θ)dθ]R×

[
w t

t−h
W (x, θ)dθ]dx, (14)

则把式(13)–(14)代入式(12)整理得

LV (t,W (x, t)) 6w
Ω
WT(x, t)(ATP + PA+Q+ hR+

CTPC)W (x, t)dx+w
Ω
WT(x, t− τ)(CT

1 PC1 −Q)W (x, t− τ)dx+

2
w
Ω
WT(x, t)(PA1 + CTPC1)W (x, t− τ)dx+

2
w
Ω
WT(x, t)PA2[

w t

t−h
W (x, θ)dθ]dx−

1

h

w
Ω
[
w t

t−h
WT(x, θ)dθ]R[

w t

t−h
W (x, θ)dθ]dx.

(15)
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令

ξT(x, t) =

[WT(x, t),WT(x, t− τ),
w t

t−h
WT(x, θ)dθ],

则

LV (t,W (x, t)) 6
w
Ω
ξT(x, t)Λξ(x, t)dx,

其中

Λ =


Θ PA1 + CTPC1 PA2

∗ CT
1 PC1 −Q 0

∗ 0 −1

h
R

 =


ATP + PA+Q+ hR PA1 PA2

∗ −Q 0

∗ 0 −1

h
R

+
CTP

CT
1 P

0

P−1[PC PC1 0], (16)

并且

Θ = ATP + PA+Q+ hR+ CTPC.

利用Schur补引理[16]及线性矩阵不等式(5)得

LV (t,W (x, t)) < 0.

显然,存在a > 0,使得下面矩阵不等式成立:

Λ+

aI 0 0

0 0 0

0 0 0

 < 0. (17)

所以

LV (t,W (x, t)) < −a
w
Ω
ξT(x, t)ξ(x, t)dx 6

− a
w
Ω
WT(x, t)W (x, t)dx. (18)

由于

V1(t,W (x, t)) 6

λmax(P )
w
Ω
WT(x, t)W (x, t)dx, (19)

V2(t,W (x, t)) 6

λmax(Q)
w
Ω

w t

t−τ
WT(x, t)W (x, t)dtdx, (20)

V3(t,W (x, t)) =w
Ω

w t

t−h

w t

s
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdsdx =w

Ω

w t

t−h
(θ − t+ h)WT(x, θ)RW (x, θ)dθdx 6

hλmax(Q)
w
Ω

w t

t−h
WT(x, θ)W (x, θ)dθdx. (21)

由式(19)–(21),且取

b = max{λmax(P ), λmax(Q), hλmax(R)},

得

V (t,W (x, t)) 6

b∥W (·, t)∥2 + b
w t

t−τ
∥W (·, θ)∥2dθ+

b
w t

t−h
∥W (·, θ)∥2dθ. (22)

又由于

d(eδtV (t,W (x, t))) =

eδt[LV (t,W (x, t)) + δV (t,W (x, t))]dt+

2eδt
w
Ω
WT(x, t)P [CW (x, t)+

C1W (x, t− τ)]dω(x, t)dx. (23)

对式(23)从0到t积分两边不等式且取数学期望得

eδtEV (t,W (x, t)) =

EV (0,W (x, 0))+

E{
w t

0
eδθ[LV (θ,W (x, θ))+

δV (θ,W (x, θ))]dθ+

2
w t

0
eδθ

w
Ω
WT(x, θ)P [CW (x, θ)+

C1W (x, θ − τ)]dω(x, θ)dxdθ}, (24)

把式(18)和式(22)代入式(24)得

eδtEV (t,W (x, t)) 6
EV (0,W (x, 0))+

(δb− a)E
w t

0
eδt∥W (·, θ)∥2dθ+

δbE
w t

0

w t

t−τ
eδθ∥W (·, θ)∥2dθdt+

δbE
w t

0

w t

t−h
eδθ∥W (·, θ)∥2dθdt. (25)

又因为

EV (0,W (x, 0)) =

E
w
Ω
WT(x, 0)PW (x, 0)dx+

E
w
Ω

w 0

−τ
WT(x, θ)QW (x, θ)dθdx+

E
w
Ω

w 0

−h

w 0

s
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdsdx, (26)

而

E
w
Ω

w 0

−h

w 0

s
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdsdx =

E
w
Ω

w 0

−h

w 0

−h
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdsdx =

E
w
Ω

w 0

−h
(θ + h)WT(x, θ)RW (x, θ)dθdx 6

hmax(R)E∥φ∥2. (27)

所以由式(26)–(27)得

EV (0,W (x, 0)) =
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E
w
Ω
WT(x, 0)PW (x, 0)dx+

E
w
Ω

w 0

−τ
WT(x, θ)QW (x, θ)dθdx+

E
w
Ω

w 0

−h

w 0

s
WT(x, θ)RW (x, θ)dθdsdx 6

λmax(P )E∥φ∥2 + λmax(Q)E∥φ∥2+
hλmax(R)E∥φ∥2 6
3bE∥φ∥2. (28)

又因为

δbE
w t

0

w t

t−τ
eδθ∥W (·, θ)∥2dθdt 6

δb
1

δ
eδτE

w t

−τ
eδθ∥W (·, θ)∥2dθ =

beδτE[
w 0

−τ
eδθ∥W (·, θ)∥2dθ+w t

0
eδθ∥W (·, θ)∥2dθ] 6

bτeδτE∥φ∥2 + beδτE
w t

0
eδθ∥W (·, θ)∥2dθ, (29)

同理

δb
w t

0

w t

t−h
eδtE∥W (·, t)∥2dtdθ 6

bheδhE∥φ∥2 + beδh
w t

0
eδtE∥W (·, t)∥2dt, (30)

所以

eδtEV (t,W (x, t)) 6
(3b+ beδτ + beδh)E∥φ∥2+
(δb− a+ bτeδτ + bheδh)×

E
w t

0
eδθ∥W (·, θ)∥2dθ. (31)

选取适当的δ使得

δb− a+ bτeδτ + bheδh = 0. (32)

又因为

λmin(P )eδtE∥W (·, t)∥2 6
eδtEV (t,W (x, t)) 6
(3b+ beδτ + beδh)E∥φ∥2, (33)

故

E∥W (·, t)∥2 6 e−δt 3b+ beδτ + beδh

λmin(P )
E∥φ∥2. (34)

定理1给出了Itô型随机时滞偏微分系统的均方指
数稳定性.当系统(1)不含随机项时,考虑如下一类简
单系统(35)的指数稳定性.

∂W (x, t)

∂t
=

D∆W (x, t) +AW (x, t) +A1W (x, t− τ)+

A2

w t

t−h
W (x, t)dt. (35)

推推推论论论 1 对系统(35),若存在正定对称矩阵P , Q

和R使得如下线性矩阵不等式:
PA+ATP +Q+ hR PA1 PA2

∗ −Q 0

∗ ∗ −1

h
R

 < 0 (36)

成立,则系统(35)是指数稳定.且有

∥W (·, t)∥2 6 e−δt 3b+ beδτ + beδh

λmin(P )
∥φ∥2, (37)

其中:

b = max{λmax(P ), λmax(Q), hλmax(R)},

δ > 0为常数.

注注注 1 本文中的推论1和文献[15]中的推论1虽然都是
关于具有分布时滞分布参数系统的稳定性研究.但是指数稳
定性比文献[15]研究的渐近稳定性具有更快的收敛速度.并
且本文得到的结论矩阵不等式具有更少的矩阵维数,计算量
大大减少,运行速度更快.

注注注 2 推论1是针对含有分布时滞的分布参数系统给
出指数稳定性的结论比文献[33]中不含分布时滞的常时滞分
布参数系统适用范围更广,也更贴合实际系统的需求.并且推
论1给出的线性矩阵不等式中主对角线上的元素不含矩阵的
逆矩阵,在求解数值解更简单方便.

现在考虑具有变分布时滞的Itô型随机偏微分系统

dW (x, t) =

[D∆W (x, t) +AW (x, t) +A1W (x, t− τ(t))+

A2

w t

t−h(t)
W (x, t)dt]dt+ [CW (x, t)+

C1W (x, t− τ(t))]dω(x, t). (38)

定定定理理理 2 对同时含有离散变时滞和分布变时滞

的Itô型随机偏微分系统(38),如果τ̇(t) 6 η < 1, ḣ(t)

6 γ < 1并且存在正定对称矩阵P , Q和R使得如下线

性矩阵不等式:
Π PA1 PA2 CTP

∗ −(1− η)Q 0 CT
1 P

∗ ∗ −(1− γ)R 0

∗ ∗ ∗ −P

 < 0 (39)

成立,这里Π = PA+ATP +Q+R,则系统(38)是

均方指数稳定.且有

E∥W (·, t)∥2 6 e−δt 3b+ beδτ + beδh

λmin(P )
E∥φ∥2, (40)

其中:

b = max{λmax(P ), λmax(Q), γλmax(R)},

δ > 0为定常数. λmax(P ), λmin(P )分别表示实对称

矩阵P特征值的最大值和最小值.
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证 构造如下恰当李亚普诺夫泛函:

V (t,W (x, t)) =

V1(t,W (x, t)) + V2(t,W (x, t)) + V3(t,W (x, t)),

其中:

V1(t,W (x, t)) =
w
Ω
WT(x, t)PW (x, t)dx,

V2(t,W (x, t)) =w
Ω

w t

t−τ(t)
WT(x, t)Q×W (x, t)dtdx,

V3(t,W (x, t)) =w
Ω

w t

t−τ(t)

w t

s
WT(x, θ)R×W (x, θ)dθdsdx.

后面的证明过程类似定理1,在此就不给出详细证
明过程. 证毕.

4 数数数值值值算算算例例例

1982年, Volterra[34]在对某种弹性材料研究动力学

模型时,在偏微分方程中考虑了分布时滞.李恩奇[35]

在研究黏弹性材料的动力学分析时考虑了随机性.在
此基础上,本文综合考虑了具有分布时滞和随机因素
的偏微分方程.为了方便,对系统(1)选取如下二阶分
布时滞随机分布参数:

A =

(
−5 −3

0 −11

)
, A1 =

(
−1 −0.9

−1 8

)
,

A2=

(
−0.5 2

−1 5

)
, C=

(
2 1

0 −1

)
, C1=

(
0.3 5

0 1

)
.

考虑τ = h = 0.02.利用LMI工具箱求解线性矩
阵不等式(5)得

P =

(
0.4724 −0.2118

−0.2118 6.1185

)
,

Q =

(
1.8934 −4.7001

−4.7001 65.8986

)
,

R =

(
0.7900 −0.2084

−0.2084 1.8005

)
,

很容易验证P,Q,R是正定矩阵.
不失一般性,取初值条件和边界条件分别为

φ(x, t) =

(
(t+ 0.1)x1/4 cos(2x)

(t+ 0.1)x1/6 cos(2x)

)
,

(x, t) ∈ [0, π]× [−0.02, 0], t ∈ [−0.02,+∞],

W (x, t) = 0, x = 0, π, t > 0.

仿真结果如图1和图2所示,由图可知,当分布式时
滞随机系统满足定理所给的线性矩阵不等式时,系统
状态能在较短时间内趋于稳定;并且,由于本文研究
的是随机偏微分系统,由趋稳的过程中可以看出会存
在无规则的随机波动,这与文献[15]的确定型偏微分

系统的仿真图趋稳过程有本质区别.
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图 1 状态w1(x, t)

Fig. 1 State w1(x, t)
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图 2 状态w2(x, t)

Fig. 2 State w2(x, t)

5 结结结论论论

本文研究了一类具有分布时滞Itô型随机偏微分系
统的随机稳定性.根据系统特征构造了Lyapunov泛
函,通过Itô微分公式,计算随机微分导数;利用Schur
补引理,以线性矩阵不等式的形式给出系统是均方指
数稳定的充分条件,仿真验证了系统的稳定性.后续
将研究中立型随机偏微分系统的稳定性问题,虽然仅
仅多了中立型时滞项,但由于反应扩散项的存在,其
研究难度还是增加了不少.由于系统稳定性和系统性
能分析作为系统研究的两个最为重要的方面,在将来
的研究,将类似于文献[36–37],进一步对分布式参数
系统的性能分析进行研究.此外,类似文献[38–39],
研究带马尔可夫跳的切换分布式参数系统,也是值得
探索的另一方向.
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