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连连连续续续型型型同同同心心心管管管机机机器器器人人人正正正运运运动动动学学学快快快速速速求求求解解解方方方法法法
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摘要:针对可在受限环境中灵活运动的连续型同心管机器人传统正运动学方法计算时间较长,不利于机器人实
时运行的问题,本文提出了基于机器人几何学的同心管机器人正运动学快速求解方法,能够在精度损失有限的情况
下,提高正运动学模型的计算效率.先根据Cosserat杆模型对同心管机器人进行建模,再利用李代数理论建立了机器
人空间位置和曲率的关系式,并结合提出的正运动学方法,对机器人进行了基于逆运动学的开环控制实验.最后通
过3管机器人的仿真和实物实验验证了本文所提方法的快速性和有效性.
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Abstract: This paper aims at the problem which traditional forward kinematics method of concentric tube robot takes
a long time to calculate and limits real time work, a fast solution method for the forward kinematics of the concentric
tube robot based on robot geometry is proposed in this paper, which can improve the calculation efficiency by losing just
a little of accuracy. The concentric tube robot is firstly modeled by the Cosserat theory. Then the relationship between
the concentric tube robot spatial position and the curvature is established by using the Lie algebra theory. Moreover, the
open loop control experiment based on inverse kinematics is carried out combined with the proposed forward kinematics
method. Finally, both simulation and physical experiment of the three-tube robot verify the rapidity and effectiveness of the
proposed method.
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1 引引引言言言

随着科技的发展和医疗水平的进步,可以在一定
程度上减少患者身体创伤以及手术开销的微创手术

(minimally invasive surgery, MIS)已经逐渐成为了手
术领域的一个重要分支[1],而由于部分病灶点所处的
位置周围有重要的组织和血管,且手术不允许对患者
有任何程度的二次损伤,故在特定的手术中引入精密
的机器人是医疗水平向前发展的必然趋势[2].其中同
心管机器人(concentric tube robots, CTRs)作为一种特
殊的连续体机器人,在微创手术等一些狭小空间中具

有很大的市场应用潜力[3].
目前,根据机器人末端有无外力,可将同心管的建

模方式分为两类.不考虑负载的建模方式主要分为忽
略扭转的刚性模型(torsionally rigid model)[4]以及更

精确的柔性扭转模型(torsionally compliant model)[5],
也有相关文献在此基础上考虑了管间摩擦力对运动

学模型的影响[6–7].文献[8–9]对末端受外力的同心管
进行了精确的建模.因为模型的计算复杂度会随着更
多力学因素的引入而增加,故需要在模型计算效率和
精度上达到一个较好的平衡.
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同心管机器人正运动学的计算方法主要包括:根
据本构方程(constitutive equations)和静力学平衡建立
微分方程求解,或者根据能量最小原则求解[10].但由
于能量法是一个计算最优的过程,在参数过多时会出
现严重的突变,而微分方程的建模思路更加直接,故
本文使用后者进行运动学的计算.在实际应用中,为
了使机器人精确稳定地到达目标位置,同心管的设计
一般满足分段常曲率(初始状态下,管预弯曲部分曲率
恒定)和主宰刚度(两管重合的部分,内管形状服从外
管)的要求,以使其在运动过程中能满足其余点跟随末
端点的运动方式(follow the leader, FTL)[2, 11–12].
目前同心管机器人的正运动学几乎都使用两步积

分法[5–9, 13],该方法能够达到较可观的精度,但因为这
是一种纯数值方法,计算时间较长,不利于机器人的
实时运行;为了提高计算速度,文献[14]提出了一种
快速柔性扭转机器人模型,通过引入全局变量,建立
了欧拉角与曲率的关系式,使计算机能以毫秒级的速
度计算出当前的位置信息,但该方法需借助力矩传感
器来实时获取扭转力矩.
同心管机器人的正运动学是其逆运动学或实施闭

环控制的基础.在逆运动学中需要多次调用正运动学
计算过程;在闭环控制中,以模型预测控制(MPC)的
同心管闭环控制为例[15],每个控制步都要多次调用正
运动学计算过程作为预测模型进行MPC的优化计算.
因此,无论是开环控制(逆运动学),还是闭环控制,正
运动学的计算效率直接影响同心管机器人控制算法

的实时性.本文的主要创新点为,提出了一种解析和
数值相结合的同心管机器人正运动学快速求解方法.
该方法无需额外力矩传感器,相比传统两步积分法,
计算时间大大减少.
本文的主要工作如下:首先,提出了一种同心管机

器人正运动学快速求解方法.该方法基于机器人几何
学,使用一种解析和数值相结合的方法计算末端点的
空间位置,在损失有限精度的情况下,大大提高了正
运动学的计算效率.其次,基于正运动学方法,给出了
同心管机器人的逆运动学求解方法.再次,利用仿真
研究,验证了提出的正运动学快速求解算法的有效性.
仿真结果表明,提出的快速方法相比两步积分法,正
运动学的计算时间从3.5× 10−2 s减少到5.6× 10−4 s,
误差增加的均值为0.66 mm;逆运动学的计算时间从
0.95 s减少到 1.8 × 10−2 s,误差增加的均值为
0.0112 mm.最后,利用实验研究,验证了提出的快速
求解方法在实际应用中,相比两步积分法,只损失了
有限精度(实验中正逆运动学求解的计算时间与仿真
中相同,所以实验研究只关注误差).实验结果表明,
提出的快速方法相比两步积分法在正运动学的求解

中误差增加了0.029 mm;在逆运动学的求解中误差增
加了0.103 mm.

本文的主要内容安排如下:第2节给出了同心管机
器人的数学模型,一种正运动学快速求解方法和对应
的逆运动学方法;第3节在快速算法的基础上,对同心
管机器人的模型进行仿真计算,验证了本文方法的快
速性和有效性;第4节则利用实物研究,分析比较了本
文方法与传统方法在实际应用上的误差损失.

2 同同同心心心管管管机机机器器器人人人的的的数数数学学学模模模型型型

同心管机器人通常由多根具有记忆功能的超弹性

镍钛合金预弯管相互嵌套而成,如图1所示.每根管有
两个相互独立的输入自由度(轴向旋转与伸缩),管间
的弹性作用能够使其在狭窄的空间中灵活运动.

图 1 同心管机器人实物
Fig. 1 Concentric tube robot

2.1 建建建模模模前前前的的的假假假设设设及及及描描描述述述

同心管机器人的建模主要基于一种特殊的Cosse-
rat杆模型[10],且需满足以下假设: 1)忽略截面处的剪
切应变及管的轴向伸长; 2)忽略管间摩擦及自身重力
对建模的影响; 3)末端不受外力作用[5, 13].同心管相
互嵌套的三维结构如图2所示,其内部点划线代表管
的中心线.图中的W(0)为定义在同心管原点处的世

界坐标系,该坐标系的Z轴与管的中心线相切并指向

管的末端,将W(0)沿中心线向末端滑动且不做绕Z轴

的旋转,可得同心管弧长s处的世界坐标系W(s).将
W(0)绕Z轴旋转θi(0)可得到每根管在原点处的体坐

标系Bi(0),下标i = 1, 2, · · · , N为镍钛管的编号,且
本文规定最内管的编号为1.同理将Bi(0)沿中心线向

末端滑动能够得到弧长s处的体坐标系Bi(s). r(s) =
(x, y, z)为同心管上某点相对于原点的位置坐标,
R(s)则为其对应的旋转矩阵[13].
接下来通过同心管驱动端的侧视图来进一步解释

机器人的输入变量[16]:对于由镍钛管组成的同心管机
器人来说,每根管有两个相互独立的控制输入: θi和
ϕi分别为同心管驱动端的旋转输入和伸缩输入,且本
文规定ϕi > 0, θi(−ϕi) = θi(0).

ui(s)和vi(s)分别为同心管在运动过程中每单位

弧长的角应变率(曲率)和线应变率向量,其中x, y分

量是由管的弯曲引起的,而uiz(s)则是管的扭转造成

的,且世界坐标系和体坐标系上同一点处的曲率可通
过下式实现转化:

u
W(s)
i = Rz(θi)u

Bi(s)
i , (1)

Rz(θi)为绕Z轴的旋转矩阵,而因为忽略了管的剪切
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应变和轴向伸长

vi(s) = [0 0 1]T. (2)
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图 2 同心管三维结构示意图
Fig. 2 Three-dimensional structure diagram of con-

centric tube robot
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图 3 同心管机器人输入量示意图
Fig. 3 Inputs diagram of concentric tube robot

为了建模及计算的方便,本文将满足分段常曲率
的同心管机器人正运动学解耦为两步映射[17],如图4.
图中的q(t) = [θi ϕi]为t时刻各管的输入量, F1为从

驱动空间到曲率空间的映射, F2为从曲率空间到任务

空间的映射.

1
( ) ( ) ( )

( )
2

图 4 同心管机器人正运动学映射
Fig. 4 Forward kinematics mapping of concentric tube robot

2.2 刚刚刚性性性模模模型型型和和和柔柔柔性性性模模模型型型

是否考虑扭转是区分刚性模型和柔性模型的关键,
而由于考虑了扭转,后者的精度要更高.下面将首先

对这两种模型的F1映射作简单介绍
[5],在第2.1节的

基础上,需要进一步作以下规定: 1)以下讨论都是基
于静态的; 2)同心管在嵌套完毕后,每根管在同一弧
长处的曲率相等

u
W(s)
1 = u

W(s)
2 =


u
W(s)
ix

u
W(s)
iy

u
W(s)
iz

 = u
W(s)
N , (3)

3)任意截面上的净力矩恒为零:
N∑
i=1

m
W(s)
i = 0, (4)

其中mi为管弯曲产生的力矩; 4)管在弯曲过程中产
生的力矩和曲率成线性关系:

mi(s) = Ki(ui(s)− ūi(s)),

Ki = diag{kix, kiy, kiz},
ūi = [ūix ūiy ūiz]

T,

(5)

其中: ūi(s)为管初始状态下的曲率, Ki为刚度矩阵,
且kix = kiy = EiIi, kiz = GiJi, E和G分别为材料

的杨氏模量和剪切模量, I 和J分别为材料的惯性矩

和极惯性矩,以上参数仅与材料的类型和截面大小有
关,且满足EI/GJ = 1 + ϑ, ϑ为材料的泊松比.
首先考虑刚性模型,因为忽略了扭转对建模的影

响,故各管Z方向的曲率恒为零,即uiz(s) ≡ 0,从而
导致每根管任意弧长s处的旋转量恒等于旋转输入的

大小: θi(s) = θi(0).因此,根据式(1)–(5)可得各管在
世界坐标系下的曲率

u
W(s)
i = (

N∑
i=1

Ki)
−1

N∑
i=1

Kiūi, (6)

刚性模型的F1映射能够直接通过解析的方法求得,但
由于没有考虑扭转,无法很好地描述同心管机器人的
运动,因此必须把扭转引入到建模中.
考虑柔性模型,定义αi(s)为管i与管1的旋转角度

之差

αi(s) = θi(s)− θ1(s), (7)

进一步可得到同心管嵌套后各管的弯曲曲率

u
Bi(s)
ix,iy =

((
N∑
j=1

Kj)
−1RT

z (αi)(
N∑
j=1

Rz(αj)Kjūj))x,y, (8)

根据Cosserat杆模型以及式(5),可得到同心管扭转和
曲率的关系式

u̇
Bi(s)
iz = (kix/kiz)(u

Bi(s)
ix ūiy − u

Bi(s)
iy ūix), (9)

其中“·”表示变量关于弧长s的微分,而旋转角度
θi和扭转曲率uiz的关系为

α̇i(s) = u
Bi(s)
iz − u

B1(s)
1z , (10)
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式(8)–(10)为一系列可解的微分方程,对应的边界条
件为

1) 输入: αi(0) = θi(0)− θ1(0);
2) 同心管末端不受外力: uiz(Li) = 0, Li表示管i

在s > 0部分的长度.
这是一个两点边值问题(two point boundary value

problem),通过求解就能获得管i在其体坐标系Bi(s)

中的曲率向量ui(s),更多与模型相关的介绍详见文献
[5].

2.3 同同同心心心管管管机机机器器器人人人运运运动动动学学学稳稳稳定定定性性性分分分析析析

由于同心管在建模时的不确定性,导致其会因为
弯曲和扭转的积累造成弹性势能的迅速释放,使同心
管在运动过程中出现多解问题,即从当前平衡点迅速
跳跃到另一个平衡点[18],这在实际应用中是很危险
的.
在不限制管的数量及曲率的情况下,很难对同心

管的该现象进行分析[16],大多数研究都通过提前设计
参数的方法使机器人避免发生分岔.文献[18]给出了
管数确定的常曲率同心管机器人的稳定性解析条件

(以3管为例):
Lmax(

√
rij) < arctan(

k1x + k2x + k3x
σmax(

√
rij)

),

rij = (1 + ϑ)∥ūi∥∥ūj∥,
σ = l1(k2x+k3x)+l2(k1x+k3x)+l3(k1x+k2x),

(11)

其中: L为管弯曲部分的长度, i, j表示相邻管的序号,
li为第i根管直线段部分的长度.在机器人实际的应用
中,需设置好相关参数,避免其发生运动学不稳定.

2.4 同同同心心心管管管机机机器器器人人人正正正运运运动动动学学学的的的快快快速速速求求求解解解算算算法法法

考虑图4的F2映射,本文主要讨论其中位置坐标
r(s)的映射.因为同心管相互嵌套后满足式(3),而同
心管机器人最内管是最长的,且只有当其从外管中伸
出后,才能够完整的观察到CTRs在自由空间中的运
动状态,故本文只需考虑管1的曲率.若没有特别指明,
以下讨论都是在体坐标系B1(s)内进行的.基于已求
得的曲率u1(s),一般可通过两步积分法获得任务空间
中的位姿信息[5, 13]RT

1 (s)Ṙ1(s) = Ω,

r1(s) =
w s

0
R1(σ)e3dσ,

(12)

Ω =

 0 −u1z u1y

u1z 0 −u1x

−u1y u1x 0

 , (13)

其中: Ω为曲率向量u1(s)的反对称矩阵, e3为Z方向

的单位向量.目前,几乎所有的工作都使用式(12)计算
在当前输入q(t)下,同心管机器人在任务空间中的位

姿信息[5–9],该方法能够达到较可观的精度,但因为这
是一种纯数值方法,计算时间较长,不利于机器人的
实时运行;为了提高计算速度,文献[14]提出了一种
快速柔性扭转机器人模型,通过引入全局变量,建立
了欧拉角与曲率的关系式,使计算机能以毫秒级的速
度计算出当前的位置信息,但该方法需借助力矩传感
器来实时获取扭转力矩,该方法最终使用电磁跟踪器
得到2管机器人的误差均值为3.2 mm.
为了提高计算速度,并且避免使用传感器提供初

值信息,本文提出了一种解析和数值相结合的同心管
机器人F2映射计算方法,该方法能在牺牲有限精度的
情况下大幅提升计算速度.在进行所提方法的数学推
导之前,由于F1映射得到的曲率u1(s)是基于当前体

坐标系B1(s)的,需先将其从B1(s)转换到对应的基坐

标系B1(0),使不同弧长s处的曲率参考系相同

u
B1(0)
1 (s) =

w s

0
u
B1(σ)
1 (σ)dσ. (14)

假设同心管在自由空间中的运动为刚体运动,根
据李代数理论可知,空间曲线上某点关于原点的齐次
变换矩阵和该点关于弧长s的瞬时角速度分别为

r(s)

1

 =

R(s) X(s)

0T 1

0

1

 ,

ω = [u1x u1y u1z]
T.

(15)

对于任意的平移算子X(s),始终满足ΩX = ω ×
X ,其中×代表向量间的叉乘.对于刚体上某点的瞬时
螺旋运动,本文只考虑平移变换,即R(s)为单位矩阵

时,有r(s) = X(s),则刚体上该点的速度为[19]

ṙ(s) = ω × r + v = ω ×X + v = ΩX + v. (16)

而满足分段常曲率特性的连续机器人齐次变换矩

阵为[17]

T (u1, s) =

R(s) X(s)

0T 1

 ,

X(s) =



−u1y(cos(∥u∥)− 1)

∥u∥2

u1x(cos(∥u∥)− 1)

∥u∥2

−sin(∥u∥)
∥u∥


,

∥u∥ =
√
u2
1x + u2

1y + u2
1z.

(17)

显然式(17)仅与曲率相关.因此根据ṙ(s) = ΩX

+ v可得弧长s处关于基坐标系B1(0)的瞬时速度

ṙB1(0)(s).而任务空间的位置信息r(s)是基于世界坐

标系W(0)的,故需要将计算结果变换到W(0)上

ṙW(0)(s) = R1(θ1)ṙ
B1(0)(s), (18)
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最后对上式进行积分,即可得到同心管机器人在世界
坐标系W(0)中的位置信息r(s).

2.5 同同同心心心管管管机机机器器器人人人逆逆逆运运运动动动学学学分分分析析析

同心管机器人的逆运动学大多使用将机器人末端

点速度ẋ映射到关节速度q̇的雅可比矩阵J进行求

解[2, 17],也有基于建立特定数据表格的查表法逆运动
学相关工作[20].基于通用性以及后续闭环控制的考
虑,本文采用前者进行逆运动学的计算分析

q̇ = Jẋ. (19)

基于图4的同心管机器人两步映射,机器人末端点
的位姿可通过下式进行计算[21]

ẋ = (ġ(end)g−1(end))∨, (20)

其中: g(end) ∈ SE(3)表示机器人末端点相对原点的

齐次变换矩阵, ( )∨则表示从4×4的矩阵中提取出6 ×
1的末端点速度信息[19]

ẋ = (ġg−1)∨ =

[
[ωs] vs
0T 1

]∨

4×4

=

[
vs
ωs

]
6×1

. (21)

上式中省略了弧长位置end, vs和ωs分别表示机

器人末端点的瞬时线速度和角速度.对于逆运动学问
题, g的瞬时微分可以由期望位置的齐次变换矩阵gt

与当前齐次变换矩阵gc的差值代替式(22),并且以上
两个齐次变换矩阵中的位姿信息可以通过正运动学

模型(12)和式(16)–(17)在计算过程中求得.

ẋ = (ġg−1)∨ = ((gt − gc)g
−1
c )∨. (22)

接下来考虑雅可比矩阵J的计算,针对连续型机器
人,可以使用下式计算雅可比矩阵[22]

J = [(
∂g

∂q1
g−1
c )∨ · · · (

∂g

∂qn
g−1
c )∨]. (23)

同式(22)的处理方式一致,本文使用有限差分来
近似g的瞬时微分,得到近似的雅可比矩阵J的每一列Ji ≈ (

gi − gc
∆qi

g−1
c )∨,

∆q = [0.001 0.001 0.001 π/180 π/180 π/180],

(24)

其中: i表示列数, gi相当于关节输入量为q +∆qi时对

应的齐次变换矩阵.这样对于3管6输入的机器人来说,
可以得到大小为6 × 6的雅可比矩阵J .
这样就可以根据式(19)进行同心管机器人的逆运

动学计算,在计算过程中,还需根据雅可比矩阵是否
满秩选择不同的迭代更新方式进行逆运动学的求解:
当J满秩时,使用如下方式计算:

qt+1 = qt +∆q = qt + J−1ẋ, (25)

其中: t为迭代次数, q0表示初始的输入;而当J不满秩

时,采用下式进行求解:

qt+1 = qt +∆q = qt + J†ẋ+ (I − J†J)q̇a, (26)

其中: J†为雅可比的伪逆, q̇a为任意输入量的变化量.

3 同同同心心心管管管机机机器器器人人人运运运动动动学学学仿仿仿真真真实实实验验验

3.1 正正正运运运动动动学学学仿仿仿真真真

接下来首先借助仿真实验对所提出方法的快速性

进行验证.主要使用刚性和柔性这两种不同的运动学
模型进行验证,同心管几何参数如表1所示.

表 1 同心管机器人几何参数
Table 1 Geometric parameters of concentric tube robot

编号 管长/mm 外径/内径/mm ū/m−1

1 426 (176) 0.495/0.455 10
2 300 (100) 0.88/0.61 5
3 200 (0) 1.7/1.02 0

表1中的管长表示每根镍钛管的总长度, ( )内为对
应的弯曲部分长度.外径和内径指管截面圆环的半径.
本文材料的杨氏模量E为70 GPa,根据泊松比ϑ =

0.33可计算出剪切模量G约为26 GPa.由文献[11]可
知,对任意两根相邻的超弹性管来说,若外管和内管
的刚度比大于6,则CTRs满足刚度主宰的要求,使其
以FTL的方式运动,减少了不必要的干扰.由刚度计
算公式k = EI可知,所采用的同心管满足上述要求,
根据式(11)及表1的参数,可知本文设计的同心管机器
人不会发生第2.3节的运动学不稳定.
首先根据表1参数以及机器人的正运动学,绘制出

同心管机器人的可达工作空间,如图5所示.

300

200

 /
 m

m

 / m
m

 / m
m

100

100

−100
−100

0
0

100

图 5 同心管机器人工作空间
Fig. 5 Workspace of concentric tube robot

在仿真中,主要使用两步积分法和本文方法计算
不同运动学模型的末端位置,并记录所花的时间,且
仿真中以两步积分法得到的结果为参考值.因为管的
扭转对机器人的运动学建模精度有一定的影响,故在
仿真中将所有管的伸缩量以及管3的旋转量都设为定
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值,而将管1管2的旋转输入量设置为固定区间内的等
间隔采样,具体见表2.

表 2 同心管机器人仿真输入参数
Table 2 Simulation input parameters of concentric

tube robot

编号 伸缩输入/mm 旋转输入/弧度

1 250 [−2π, 2π]

2 150 [−2π, 2π]

3 100 0

如表2所示,选择以上伸缩输入量的目的是使每根
管都能从其相邻外管中伸出,从而完整地表现出同心
管的运动状态;等间隔采样是指在区间上以相同间隔
取出n个数,设由这n个数组成的集合为P ,则管1管2
的旋转输入集为

A = {(θ1, θ2)|θ1 ∈ P, θ2 ∈ P}, (27)

即共有n2种不同的输入.需要注意的是:本文在使用
MATLAB数值求解式(12)及式(14)时,采样点个数m

的多少会影响计算速度和精度,但其对两种方法的影
响是等价的.
因为仿真的目的是为了证明所提出方法相比两步

积分法的快速性,若将m取的过大,反而会影响整体
的计算效率(当m超过一定值后,其对计算精度的影响
已可以忽略不计,但计算时间却仍随着m的增大而增

加).本文设n和m分别为1000和2000,最终可得到如
表3的仿真结果.

表 3 所提方法与两步积分法的性能比较
Table 3 Comparison of performance between the

proposed method and the two-step inte-
gration method

模型 eavg/mm t2/s t3/s

刚性 0.431 4.65× 10−2 5.18× 10−4

柔性 0.66 3.49× 10−2 5.64× 10−4

表3中的eavg指在相同输入下,使用本文方法计算
得到的同心管末端位置坐标相对于参考值的误差均

值,且误差的中位数分别为0.339 mm和0.634 mm,而
产生误差的主要原因是所提方法将同心管在自由空

间中的运动视为了刚体运动. t2和t3分别指使用两步

积分法和本文方法计算F2映射的时间均值,这里导致
两种方法计算时间都相对较短的原因是采样点m取

的较少(当m取到20万时,单次仿真下两步积分法的
计算时间将达到1.8 s以上).以上仿真实验在处理器为
Intel i7-6800 k 3.4 GHz,运行内存为16 G的Win10操
作系统上使用MATLAB 2018b完成.仿真效果图如
下:图6展示了相同输入下,使用本文方法计算得到的

同心管末端位置坐标相对于参考值的误差;图7展示
了相同输入条件下,本文方法和两步积分法计算F2映

射所需的时间.
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图 6 正运动学计算误差
Fig. 6 Error of forward kinematics calculation

根据表3及图6和图7,可以获得以下结论: 1)本文
方法会在计算精度上造成一定的损失,但由平均误差
及误差中位数可知,误差损失在可接受的范围内;
2)本文方法在计算速度上相比两步积分法有了一定
程度的改善,利于机器人系统的实时运行; 3)本文所
提出的方法既适用于刚性模型又可在柔性模型上达

到可观的效果.本文会通过第4节中的实验进行末端
点实际位置与模型计算位置的误差大小测试.
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(b)柔性模型计算时间

图 7 F2映射计算时间

Fig. 7 Mapping computation time of F2

3.2 逆逆逆运运运动动动学学学的的的仿仿仿真真真实实实验验验

为了验证逆运动学以及本文所提正运动学方法的

有效性和快速性,本文任取300个满足输入限制(ϕ1 >

ϕ2 > ϕ3 > 0)的Q构成期望输入集Qt (目的是保证期
望位置是在机器人可达工作空间内的),并根据两步积
分法式(12)和本文方法式(16)–(17)提前计算出第k个

期望输入Qtk对应的姿态Rtk和末端位置rtk,用作构
成期望的齐次变换矩阵gt.
本文使用与正运动学仿真完全相同的参数和机器

人的柔性建模方式,并分别使用两步积分法式(12)和
本文方法式(16)–(17)计算当前时刻末端点齐次变换
矩阵gc (两种方法都使用式(12)计算姿态信息,位置信
息则使用不同的方法计算),然后针对不同的期望输
入,选择不同的初始输入估计,使用第2.5节的方法进
行逆运动学的计算.实验结果如图8–10所示.
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图 8 同心管机器人逆运动学示意图
Fig. 8 Inverse kinematics diagram of concentric tube robot

图8为逆运动学求解前后的同心管状态示意图,机
器人可以从初始位置顺利移动到期望位置;图9展示
了300次仿真实验中,将逆运动学求解得到的结果代
回到模型中计算得到的实际位置rk与期望位置rtk的

误差;图10展示了使用不同方法计算逆运动学的时间,
即为基于逆运动学的开环控制时间开销.逆运动学具
体计算结果如表4所示.
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图 9 逆运动学求解误差
Fig. 9 Error of inverse kinematics solution
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图 10 逆运动学求解计算时间
Fig. 10 Computation time of inverse kinematics solution

表 4 逆运动学计算结果比较
Table 4 Comparison of inverse kinematics calcu-

lation results

方法 eavg/mm t/s

两步积分法 0.0445 0.9522
本文方法 0.0557 0.0181

表中eavg为图9误差的平均值,根据表中数据可知,
使用本文方法计算得到的逆运动学仿真误差略大于

两步积分法,接下来会在第4节的实验中对实际误差
进行测试; t为使用两种方法进行逆运动学求解的平均
时间,可见本文方法在计算时间上有了很大的提升,
而计算时间相对表3的单次正运动学增加的原因主要
为逆运动学计算过程中需要多次使用正运动学模型.

4 实实实验验验验验验证证证

接下来通过实物实验测量末端点实际位置与模型

计算位置的误差大小.
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4.1 正正正运运运动动动学学学模模模型型型验验验证证证实实实验验验

实验平台如图11所示,使用视觉传感器Kinect2搭
建立体相机系统来获取同心管机器人末端点的空间

位置.因为Kinect无法获得面积过小物体的深度值,故
本文在同心管末端固定泡沫标记点进行间接测量.驱
动系统主要由6个内含运动控制器的步进电机组成,
分别驱动3根管的伸缩和旋转,可以达到精确平滑的
位置控制需求.

(CTRs)

Kinect

图 11 同心管机器人实验场景及实验设备
Fig. 11 Experimental scene and equipment of concen-

tric tube robot

本文通过相机支架将Kinect与同心管末端的距离
保持在1 m以内,使其深度测量误差在4 mm以内[23],
并通过标定获得深度摄像头的内外参,最后通过刚体
变换T将世界坐标系从标定板变换到机器人原点处.
同心管实物的参数与表1相同.本文进行了300组不同
输入下的实物验证,记录了机器人末端点的空间位置,
并与正运动学的计算结果作对比.因为这里主要是计
算本文方法的位置误差,故本文选择更精确的柔性模
型进行对比.实验结果如图12所示.
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图 12 实测误差
Fig. 12 The measurement error

图12中的error1和error2分别为使用两步积分法和
本文方法得到的同心管末端点坐标与实测值的误差

绝对值.而通过图12,还可以计算出模型与实测值各
坐标分量误差的均值和总误差的大小,见表5,可见本
文方法的实际误差相比两步积分法增加了0.029 mm.

表 5 实测误差的平均值
Table 5 The mean value of the measured error

误差 X/mm Y /mm Z/mm E/mm

error1 3.228 6.172 1.383 7.101
error2 3.258 6.188 1.389 7.130

4.2 基基基于于于逆逆逆运运运动动动学学学的的的开开开环环环控控控制制制误误误差差差测测测量量量

本文从第3.2节中选取传统方法和本文方法在相
同期望下的100组逆运动学计算结果,将其作为输入
信号送入电机驱动系统,并在相同的实验环境下使用
Kinect测量出机器人末端点的空间位置,实验结果如
表6和图13所示.

表 6 逆运动学开环控制误差
Table 6 Inverse kinematics open-loop control error

误差 X/mm Y /mm Z/mm E/mm

error1 2.824 5.074 3.150 6.606
error2 2.894 5.122 3.224 6.709
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图 13 开环控制实验结果
Fig. 13 Open-loop control experiment results

图13记录了基于逆运动学的开环控制实际位置与
期望位置的误差(error1和error2分别为使用两步积分
法和本文方法的开环控制误差).表6为坐标分量误差
的平均值, E为总误差,可见基于本文方法的逆运动学
实际误差相比两步积分法增加了0.103 mm.

4.3 实实实验验验结结结果果果分分分析析析

由以上实验结果可知,坐标误差主要出现在Y分

量上,而由相机的外参定义可知, Y分量对应于机器人
末端在相机坐标系中的深度值Zc

[24].因为Kinect传感
器本身有4 mm左右的深度测量误差,且末端标记点
有厚度(实验中手动调节使末端位于标记球的球心),
故在Y轴方向会出现较大的误差.除去以上主要的误
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差来源外,还需考虑以下因素: 1)机器人建模误差;
2)相机外参矩阵计算误差及相机镜头的畸变; 3)刚体
变换T的估计误差; 4)从Kinect红外图中获取标记点
球心坐标的误差; 5)机器人回零误差.
综合考虑所有误差来源,并与传统方法的实验结

果作比较:在相同的实验平台下,两种方法的绝对误
差较大,但本文方法相比传统方法误差仅增加了
0.1 mm (相对误差小).因此可得出本文方法与传统方
法相比精度损失不大.

5 结结结论论论

针对同心管机器人计算成本过大的问题,本文基
于机器人几何学,提出了一种解析和数值相结合的正
运动学求解方法,能在不同的模型上表现出更快的计
算效率.首先给出了所提方法的数学推导,然后基于
正运动学的快速求解方法,给出了同心管机器人的逆
运动学求解方法;再利用仿真研究,验证了提出的正
运动学快速求解算法的有效性;最后利用实验,验证
了提出的快速求解方法在实际应用中,相比两步积分
法,只损失了有限精度.本文所提方法适用于同心管
机器人的运动学快速计算,后续工作将针对减小系统
误差,提高鲁棒性等方面进行深入研究.
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