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摘要:分布式凸优化问题的目的是如何以分布式方法最小化局部智能体成本函数和,而现有分布式算法的控制
步长选取依赖于系统智能体个数、伴随矩阵等全局性信息,有悖于分布式算法的初衷.针对此问题,提出一种基于
非平衡有向网络的完全分布式凸优化算法(FDCOA).基于多智能体一致性理论和梯度跟踪技术,设计了一种非负余
量迭代策略,使得FDCOA的控制步长收敛范围仅与智能体局部信息相关,进而实现控制步长的分布式设置.进一步
分析了FDCOA在固定强连通和时变强连通网络情形下的收敛性.仿真结果表明本文构建的分布式控制步长选取方
法对FDCOA在有向非平衡下的分布式凸优化问题是有效的.
关键词:分布式凸优化;非平衡有向网络;非负余量;分布式步长
引用格式:时侠圣,林志赟,王雪松,等.非平衡有向网络的完全分布式凸优化.控制理论与应用, 2022, 39(6): 1071

– 1078
DOI: 10.7641/CTA.2021.10389

A fully distributed convex optimization algorithm
over the unbalanced directed network

SHI Xia-sheng1,2, LIN Zhi-yun3, WANG Xue-song1,2†, DONG Shi-jian1,2

(1. Engineering Research Center of Intelligent Control for Underground Space, Ministry of Education,
China University of Mining and Technology, Xuzhou Jiangsu 221116, China;

2. School of Information and Control Engineering, China University of Mining and Technology, Xuzhou Jiangsu 221116, China;
3. Department of Electrical and Electronic Engineering,

Southern University of Science and Technology, Shenzhen Guangdong 518055, China)

Abstract: The aim of the distributed convex optimization problem is how to minimize the sum of all local agent cost
functions, and however, the control step-size of the existing distributed algorithms is related to the global information, such
as agent numbers of system, adjacency matrix, which is contracted to the distributed algorithm. For solving this problem,
a fully distributed convex optimization algorithm (FDCOA) is proposed over the unbalanced directed network. Based on
the multi-agent consensus theory and gradient tracking technology, a non-negative surplus iteration scheme is designed to
make the convergence range of the control step-size only related to the local information of each agent, and then to realize
the uncoordinated and distributed setting of the control step-size. Further, the convergence analysis of the FDCOA is given
for both fixed and time-varying strongly connected digraphs. The experimental results show that the designed distributed
selection method of the control step-size is effective for the application of FDCOA to the distributed convex optimization
problems under an unbalanced directed network.
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1 引引引言言言

5G通信在4G通信的基础上拥有更高的带宽和更
快的数据传输速率,随着5G通信的出现以及大规模应
用, 5G通信技术的发展进一步推动了物联网、自动驾

驶汽车和智能设备等新兴技术的发展和普及.在这些
应用中,如何从各个分布式设备收集的数据中学习隐
藏的参数是很有意义的事[1].这其中有一类问题可以
定义为分类、回归或风险最小,其核心是一个简单的
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成本和优化问题.庞大的数据和隐私问题限制了数据
共享,因此,局部和分布式优化问题得到了广泛的关
注[2].而分布式多智能体技术的发展也促进了该问题
的研究与发展.在基于多智能体系统的分布式优化问
题中,各智能体协同最小化局部成本函数和.这类优
化问题在很多应用中得到关注[3–5],比如分布式学
习[6]、源定位[7]和编队控制[8]等.
近年来,许多分布式优化算法被设计出来.包括连

续时间算法[9–14]和离散时间算法[15–16].连续时间算法
要求所依赖智能体可连续执行微分方程,例如机器人
等.而离散时间算法则是一种迭代策略,更适应于计
算机芯片等运行主体智能体,应用较为广泛.后续本
文以离散迭代策略为目标,阐述该领域最新研究成果.
分布式优化领域中最早的设计方法都是基于梯度下

降[17].该算法也被广泛推广到受约束分布式优化问
题[18].该类算法计算简单且直观,但是衰减步长容易
导致算法收敛速度降低.此外,基于拉格朗日对偶法
的分布式凸优化算法也得到了研究,进而引出了分布
式对偶分解算法[19]和分布式交替乘子算法[20].相比
于衰减步长梯度下降法,该类算法虽然计算较复杂,
但收敛速度更快,且可实现线性收敛.为了同时实现
算法的计算简单和快速收敛,许多快速算法被提出,
比如分布式Nesterov加速算法[21–22]和分布式一阶精

确算法[23].其中文献[22–23]通过梯度跟踪技术实现
算法的固定步长控制.
注意到上述算法都是建立在无向网络基础上,即

若系统中智能体i能够发送信息给智能体j,那么智能
体j也能发送信息给智能体i.如文献[24]所述,上述算
法的实现都需要构建一系列双随机矩阵.然而在一些
实际应用中,此类通信机制是无法满足的.例如拥有
不同能量等级的智能体其通信能力是有区别的,进而
导致信息的单向传播.在有向网络中,双随机矩阵的
特性(简称为平衡有向网络)一般难以满足,因此接下
来本文主要分析非平衡有向网络下的研究成果并做

进一步的算法改进.为了解决有向网络下的分布式优
化问题,有部分学者将Push-sum (推和)方法引入进来,
提出了一类分布式优化算法[25–26],该方法的基本思想
是通过动态跟踪伴随矩阵1特征根所对应的特征向量,
并利用此向量调整单向通信网络的不平衡性,引导算
法收敛到凸优化问题的最优解.其中伴随矩阵只需确
保列随机或者行随机.后续很多学者基于此提出了加
速算法[27–30],其中文献[27]要求伴随矩阵行随机、文
献[28]要求伴随矩阵列随机,而文献[29–30]则分别是
在文献[27]的基础上增加类Nesterov和重力球与Nes-
terov双动量项进一步提高算法收敛速度.另一类算法
则是通过同时构造一个列随机矩阵和一个行随机矩

阵[31–33],其中行随机矩阵确保了算法的一致性,而列
随机性矩阵则确保了算法的最优性.文献[31]和文献

[32]分别论证了固定强连通和时变强连通网络情形下
的收敛性,而文献[33]则是在文献[31]的基础上增加
重力球动量项进一步提高算法的收敛速度.
虽然有向网络下的分布式凸优化问题已建立了很

多优秀的算法,但是上述算法的控制步长都依赖于很
多全局信息,比如网络伴随矩阵的最小正特征根、网
络智能体个数等.此外,上述文献很少涉及到时变网
络拓扑.为此,受文献[31]启发,本文拟研究一类完全
分布式凸优化算法(fully distributed convex optimiza-
tion algorithm, FDCOA),实现控制步长的分布式设
置,即控制步长的收敛范围仅与智能体局部信息相关.
进一步的,本文拟研究所设计算法在时变强连通网络
下的有效性.
符号说明 R表示实数集;对于实数a ∈ R, [a]−

=min{a, 0};对于向量x=[x1 · · · xn] ∈ Rn, m(x)

= min
i
{xi}和m(x) = max

i
{xi}分别表示其中的最小

值和最大值.对于向量x, y ∈ Rn, x ≽ y表示对于每

一项都有xi > yi, i = 1, 2, · · · , n.对于矩阵有类似定
义. ln表示以自然数e为底的对数函数,简称自然对数.

2 问问问题题题描描描述述述与与与基基基础础础图图图论论论

2.1 图图图论论论基基基础础础知知知识识识

一个含有n个智能体的有向网络可以由符号G =

(V, E)表示.其中V = {1, 2, · · · , n}表示网络智能体
集, E 表示网络中智能体之间通信链路组成的集合.
(j, i)或j → i表明存在一条从智能体j到智能体i传输

信息的有向边.智能体i0到智能体il之间存在通路即

存在一组智能体且有i0 → i1 → · · · → il−1 → il.也
称智能体i0到il是可到达的.更进一步地,如果有向图
G中所有智能体都是互相可到达的,则称G为强连通
图.此外,定义智能体i的入和出邻居集分别为N in

i =

{j|(j, i) ∈ E}和N out
i = {j|(i, j) ∈ E}.此外,默认智

能体都能接收到自身的信息,即i ∈N in
i 和i ∈N out

i .并
令|N in

i |和|N out
i |分别表示智能体i的入度与出度.

假假假设设设 1 在本文所研究凸优化问题中,智能体之
间的通信网络为有向强连通的.

假设1是无领导者多智能体系统分布式优化问题
的必要条件,其保证了多智能体各局部信息的全局性
流通,确保全局最优解的获取.

2.2 问问问题题题描描描述述述

在分布式凸优化问题中,针对每个智能体i,存在
一个本地决策变量xi ∈ R和一个凸成本函数fi(xi)

=: R → R.该问题的目标是整个网络的成本函数之
和最小,且各智能体的决策变量达到一致.所以,分布
式凸优化的数学模型如下:

min
x1,x2,··· ,xn

n∑
i=1

fi(xi),

s.t. xi = xj, ∀i, j ∈ V,
(1)
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其中各智能体i只能获取自身的成本函数fi(xi).上述
问题在很多应用中都可见到,比如经典的源定位问题:
fi(xi) = (xi − ri)

2,其中xi表示传感器i的局部估计

值, ri表示传感器到目标点的测量距离.需要注意的
是,本文为了行文简洁,将问题设定为一维情形.但所
设计结论可直接推广至一般情形,在后续实验部分给
出相应的案例仿真.
为了解决上述问题,提出以下几个假设.

假假假设设设 2 针对每个智能体i,假设其局部成本函数
fi(xi)是严格凸的.即满足条件: (x− y) (∇fi(x) −
∇fi(y)) > 0, ∀x, y ∈ R.

假假假设设设 3 针对每个智能体i,假设其局部成本函数
fi(xi)是κi−李普希茨连续的.即满足条件: |(∇fi(x)

−∇fi(y))| 6 κi|x− y|, ∀x, y ∈ R.

假设2确保了优化问题(1)解的唯一性,同时也有
利于后续算法收敛性分析.此假设要弱于文献
[22, 26–33]的强凸函数假设.假设3是对局部成本函数
的光滑度描述,即函数的梯度不会变化太突兀,其
中κi为光滑性量度.此条件对很多基于梯度下降的分
布式凸优化算法的收敛性分析很重要,比如文献
[16–17, 19–23, 25–33].此外,如定理1所示,光滑性量
度κi影响算法控制参数的选取范围.

3 算算算法法法设设设计计计

为了实现控制步长的分布式设置,基于梯度跟踪
技术,本文调整智能体决策变量xi的获取方式,实现
余量变量的非负性.具体算法1设计如下:

xi,k+1 = xi,k + [
n∑

j=1

aij(xj,k − xi,k)]− + αisi,k,

(2a)

si,k+1 =
n∑

j=1

bijsj,k − (∇fi(xi,k+1)−∇fi(xi,k)),

(2b)

式中:正数αi是控制参数,伴随矩阵定义为

A := [aij] =
1

|N in
i |

, B := [bij] =
1

|N out
j |

,

若存在(j, i) ∈ E ,否则aij = 0, bij = 0;系统初始状态

满足
n∑

i=1

(si,0 +∇fi(xi,0)) = 0.此外,令x(k) = [x1,k

x2,k · · · xn,k], s(k) = [s1,k s2,k · · · sn,k]表示其向

量形式.算法1的物理意义如下:首先基于多智能体一
致性方法,式(2b)实现智能体梯度信息跟踪,即si,k →

− 1

n

n∑
i=1

∇fi(xi,k).其次,基于多智能体一致性方法和

梯度下降法,令智能体状态xi,k沿着余量方向,协同迭
代至凸优化问题的最优解.
本文所设计算法1与文献[31]所设计算法都解决

了有向网络下的分布式凸优化问题(1),但区别点如

下: 1)文献[31]利用线性项
n∑

j=1

aij(xj,k − xi,k),而本

文算法1使用非线性项[
n∑

j=1

aij(xj,k − xi,k)]−,进而实

现余量si的非负; 2)文献[31]使用共同的控制参数αi,
且其收敛范围与网络总智能体个数、伴随矩阵关于特

征根1的特征向量、和全局目标函数的光滑性量度等
全局性信息相关.而本文所设计算法1控制参数仅与
智能体局部邻居智能体个数和智能体局部目标函数

的光滑性量度等局部性信息相关.
在给出正式的收敛性分析之前,先给出算法1中一

个很重要的特性,即余量–梯度和不变性.从式(2b)可
得

n∑
i=1

(si,k+1 +∇fi(xi,k+1)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

bijsj,k +
n∑

i=1

∇fi(xi,k) =

n∑
j=1

sj,k +
n∑

i=1

∇fi(xi,k) =

n∑
i=1

si,k +
n∑

i=1

∇fi(xi,k) =

...
n∑

i=1

si,0 +
n∑

i=1

∇fi(xi,0) = 0, (3)

其中第2个等式的成立利用了伴随矩阵B的列随机性,
最后一个等式考虑了算法的初值约束.可得结论

n∑
i=1

(si,k+1 +∇fi(xi,k+1)) = 0, ∀, k > 0.

在算法1,虽然对算法初始值有约束,但是不管其
形式多么复杂,只要确保局部目标函数 fi(xi)

是凸函数,即假设(2)成立.则此局部解都可以通过离
散迭代策略xi,k+1 = xi,k − β∇fi(xi,k), β > 0迭代

获得.此时可令智能体初始状态满足∇fi(xi(0)) = 0,
si(0) = 0即可.

4 算算算法法法收收收敛敛敛性性性分分分析析析

为了完成算法1的收敛性分析,接下来首先引入几
个重要的引理.

引引引理理理 1 若假设1和3成立,则对任意i ∈ V, k >
0和算法1,有结论

0 6 si(k) 6
m(x(k +∆+ 1))−m(x(k +∆))

µ∆+1
,

(4)

式中: µ = min
i
{αi, aii, bii − κiαi},∆ = n− 1.

证 从式(2a)可知

xi,k+1 − xi,k 6 αisi,k. (5)

结合局部目标函数的李普希茨性质,有结论
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∇fi(xi,k+1)−∇fi(xi,k) 6 κiαisi,k. (6)

将上述结果代入式(2b),可得

si,k+1 > (bii − κiαi)si,k +
n∑

j=1,j ̸=i

bijsj,k. (7)

考虑到余量满足si,0 = 0,则余量si的非负性得以

成立.进而由式(7)可推导出s(k+ 1)≽ µ[In+S]s(k),

其中矩阵S定义为Sij = 1若存在通信链路(j, i) ∈ E .

所以对于任意的k > k0 > 0,有

s(k + 1) ≽ µk−k0(In + S)k−k0s(k0) ≽

µk−k0(In + (k − k0)S)s(k0). (8)

那么对于任意的i ∈ V ,下式成立:

si,k > µk−k0si,k0
. (9)

由假设1可知,对于任意两智能体i, j,存在一条有

向路j → lm → · · · → l1 → i,其中路径长度m满足

m ∈ {1, 2, · · · , n− 1}.结合式(7),则有

si,k > µmsj,k−m. (10)

将式(9)–(10)结合,可得

si,k+∆ > µ∆sj,k, ∀i, j ∈ V. (11)

由于xi,k+[
n∑

j=1

aij(xj,k−xi,k)]−是xi,k和xj,k, j ∈

N in
i 的组合,所以有xi,k+[

n∑
j=1

aij(xj,k−xi,k)]− > xj,k,

j ∈ N in
i ,所以有结论

xi,k+1 > min
j∈N in

i ∪{i}
xj,k + αisi,k >

m(x(k)) + µsi,k, ∀i ∈ V. (12)

令上式的k为k +∆,且存在一个智能体i1,使得

xi1,k+∆+1 = m(x(k +∆+ 1)).代入上式可得

si1,k+∆ 6 m(x(k +∆+ 1))−m(x(k +∆))

µ
.

(13)

结合式(11)中i, j的任意性,令i = i1,则有结论

sj,k 6 m(x(k +∆+ 1))−m(x(k +∆))

µ∆+1
. (14)

继续令j = i,引理中结论可得证. 证毕.

上述引理给出了余量s(k)的动态上界.为了表明

lim
k→∞

s(k) = 0,则只需要证明序列m(x(k))存在极限.

这就等价于去证明m(x(k))是有界的,且不会振荡.

引引引理理理 2 序列m(x(k))非降,且m(x(k)) 6 x∗,

∀k > 0,其中x∗表示问题(1)的最优解.

证 由式(12)可得xi,k+1 > m(x(k)),这就表明序

列m(x(k))关于迭代次数k是非降的.接下来用反证

法分析,由反证法可知存在k > 0使得m(x(k)) > x∗.

由于目标函数是凸函数,所以有结论
n∑

i=1

∇fi(xi,k) >

n∑
i=1

∇fi(x
∗) = 0.结合算法的余量–梯度和不变性,可

得
n∑

i=1

si,k < 0,此结果与余量的非负性矛盾.则结论

得证. 证毕.
记序列m(x(k))的上确界为σ = sup(m(x(k))),

结合引理2,可得

lim
k→∞

m(x(k)) = σ. (15)

引引引理理理 3 若假设2成立,算法1的唯一稳定点是
x = x∗1n, s = 0.

证 首先,将上述结论xi,k=x∗, si,k=0代入算法

1,可得xi,k+1 = xi,k, si,k+1 = si,k,这就表明上述结
论是算法1的稳定点.
接下来分析其唯一性.假设算法存在另外一组稳

定点,即智能体状态不发生变化,则由引理2可知,

si(k) = 0.结合式(2a),可得[
n∑

j=1

aij(xj,k − xi,k)]− =

0.则存在一智能体i1,使得xi1,k = m(x(k)),那么其
所有的邻居智能体状态必满足xi,k = xi1,k,否则

[
n∑

j=1

aij(xj,k − xi,k)]− ̸= 0.进一步地,由于通信拓扑

的强连通性可知, xi,k = xj,k, ∀i, j ∈ V .结合余量-梯
度和不变性和目标函数的凸性,可知xi = x∗, ∀i ∈ V .
证毕.

定定定理理理 1 若假设1–3成立,则算法1收敛至问题(1)
的最优解.不同智能体拥有不同的控制参数,且控制

参数满足0 < αi <
bii
κi

.

证 由引理1和式(15)可知 lim
k→∞

s(k) = 0.在引理

3中,证明了系统稳定点的唯一性.接下来只需要证明
对任意的智能体i,其状态xi,k极限存在即可.这就等
价于证明xi,k是有界的,且不会振荡.
对于任意智能体i和k > k0 > 0,从式(2a)可得

xi,k 6 xi,k0
+ αi

k−1∑
t=k0

si,t 6 xi,k0
+ αi

∞∑
t=k0

si,t.

(16)

令hi,k0
= αi

∞∑
t=k0

si,t,则上式可重写为

xi,k 6 xi,k0
+ hi,k0

. (17)

接下来的分析分成 3部分: 1) hi,k0
是有界的;

2) xi,k是有界的; 3)序列{xi,k}不会振荡.

步步步骤骤骤 1 hi,k0
是有界的,且 lim

k0→∞
hi,k0

= 0, ∀i ∈

V .很显然,由余量变量的非负性可得hi,k0
> 0.此外,
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由引理1可知

hi,k0
6 αi

∞∑
t=k0

m(x(t+∆+ 1))−m(x(t+∆))

µ∆
=

αi

lim
t→∞

m(x(t+∆+ 1))−m(x(k0 +∆))

µ∆
=

αi

σ −m(x(k0 +∆))

µ∆
. (18)

结合序列{m(x(k))}的非降性,对上式两边k0同

时取极限,结论可得.

步步步骤骤骤 2 对任意智能体i,序列{xi,k}是有界的.

由于m(x(k)) 6 xi,k 6 xi,k0
+hi,k0

,且{m(x(k))}非
降, hi,k0

有界,则可直接得出结论: xi,k是有界的.

步步步骤骤骤 3 对于任意的i ∈ V, {xi,k}不会发生振
荡.反证法,假设存在一智能体i, {xi,k}发生振荡现象.

则可以构造两个收敛到不同值的子序列{xi,kj
}

和{xi,kl
},可令 lim

kj→∞
xi,kj

=a, lim
kl→∞

xi,kj
= b.不失一

般性,设a > b.那么对于任意的kl,都可找到kj > kl.

从式(17)可得

lim
kl→∞

hi,kl
> lim

kl→∞
(xi,kj

− xkl
) = a− b > 0. (19)

此结果与结论 lim
k→∞

hi,k = 0矛盾.由反证法可知

序列{xi,k}不会发生振荡.

综合以上3步,利用引理3,可知 lim
k→∞

xi,k = x∗,

∀i ∈ V .则定理得证. 证毕.

从定理1可以看出,算法1中控制参数αi可以分布

式获取,且仅与自身的局部信息相关.为了展示本文

算法控制参数的便捷性,将文献[23, 31]控制参数αi的

收敛范围给出0 < αi <
2

nκπT
r πc

和0 < αi <
2ρ

κ
,其

中κ = max
i

κi, πr, πc分别是伴随矩阵A关于1特征根

所对应的右和左特征向量, ρ是伴随矩阵的最小正特

征根.由此可以看出,文献[23, 31]中算法控制参数选

取与系统智能体个数、伴随矩阵等全局性信息有关,

且随着系统智能体个数的增多,其收敛范围减小.

由上述分析可知,定理1证明了算法1在固定有向

强连通网络下的收敛性.接下来继续探讨该算法在时

变有向强连通网络下的收敛性分析.首先给出相关的

网络连通性假设.

假假假设设设 4 时变通信网络G(k)是周期强连通的,即

存在正整数K > 0,使得G([k0, k0 +K])是强连通的,

其中G([k0, k0 +K]) := (V,∪k∈[k0,k0+K]E(k)).

为了解决时变网络下的分布式凸优化问题,算法2

中的通信链路增益也需要动态改变,具体的算法2设

计如下:

xi,k+1 = xi,k + [
n∑

j=1

aij,k(xj,k − xi,k)]− + αisi,k,

(20a)

si,k+1 =
n∑

j=1

bij,ksj,k − (∇fi(xi,k+1)−∇fi(xi,k)),

(20b)

式中:

aij,k =
1

|N in
i (k)|

, bij,k =
1

|N out
j (k)|

,

若存在(j, i) ∈ E ,否则aij,k = 0, bij,k = 0;系统初始
状态满足si,0 = ∇fi(xi,0) = 0;正数αi是控制参数.

推推推论论论 1 若假设1, 2和4成立,则算法2收敛至问
题(1)的最优解.不同智能体拥有不同的控制参数,且

控制参数满足0 < αi <
bii,k
κi

.

证 由算法2可以看出,只需对引理2进行调整即
可.由假设4可知存在正整数K > 0,使得G([k0,
k0+K])满足强连通.所以引理2的∆调整为∆=K(n

− 1).由于后续证明是相似的,故在此不再赘述.
证毕.

5 案案案例例例分分分析析析

为了验证所提算法的有效性,接下来本文利用
MATLAB演示3个案例的仿真效果.
案案案例例例 1 首先考虑由4个多智能体组成的有向网

络分布式凸优化问题[16],每个智能体的局部成本函数
定义为

f(x1) = x2
1 − 2x1 + cosx1 + 3,

f(x2) = x2
2 − 5x2 + exp(−0.1x2)− 1,

f(x3) = x2
3 − 3x3 − 0.5 sinx3 − 3,

f(x4) = x2
4 + 2x4 − 3.

智能体间的通信链路如图1所示.由算法1可知,智
能体i只需要将自身信息xi,k和bjisi,k发送给其邻居智

能体j.

图 1 4智能体系统通信网络
Fig. 1 The communication network for four agents

如算法1所示,首先获取各局部成本函数驻点x(0)



1076 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

= [1.4987, 2.5388, 1.5141,−1],且案例问题的最优

解为x∗ = 1.1508.令αi = 0.95
bii
κi

, ∀i ∈ V ,算法1运

行轨迹如图2和3所示.从图2可看出,各智能体协同收
敛至最优解x∗.从图3可以看出,算法1所设计的余量
控制策略可确保变量si的非负性,且最终都趋向于零.
此外,从前面的控制步长αi的选取可以看出,本文所
设计算法1实现了控制步长的分布式选取,即只需利
用各智能体局部信息,克服了同类分布式算法中控制
步长选取困难的问题.进一步,为了验证算法2的有效
性,基于上述数据,考虑如图4所示的通信网络.将算
法1在图1与算法2在图4下的误差

e(k) = ln(
1

2

n∑
i=1

(xi − x∗)2)

展示在图5中.从图5可以看出,本文所设计算法在时
变强连通网络下亦是有效的,且固定通信网络下收敛
速度相对更快一点.

图 2 案例1中各智能体状态xi轨迹图

Fig. 2 The trajectories of state variable xi for each
agent in case 1

图 3 案例1中各智能体余量si轨迹图

Fig. 3 The trajectories of surplus variable si for each
agent in case 1

案案案例例例 2 验证本文所设计算法1在大规模网络下
的有效性.以文献[32]的分布式最小二乘问题为例,各
智能体协同寻找最小二乘问题的解,其中局部损失函

数定义为fi(x) =
1

2
∥Hix− bi∥22,在此案例中,令智

能体个数为n = 500,Hi ∈ R2×1.智能体间的通信拓
扑如图6所示.算法1决策变量运行轨迹如图7所示,各
智能体协同收敛到最优解.同案例1,算法运行误差轨
迹图如图8所示.虽然文献[32]矩阵奇异摄动法证明
了所设计算法在时变网络下的收敛性,但没有给出控
制步长的收敛范围,且各智能体拥有相同的控制步长,
不利于分布式系统的实际应用.

(a)若k为奇数 (b)若k为偶数

图 4 4智能体时变强连通网络
Fig. 4 The communication network for four agents

图 5 案例1中两种算法误差ei轨迹图

Fig. 5 The convergence comparison between the two
proposed algorithms in case 1

图 6 案例2中500智能体系统通信网络
Fig. 6 The communication network for 500 agents in case 2
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案案案例例例 3 为了验证本文所提算法在一般维度情形
下分布式凸优化问题的有效性,如文献[34]所示的二
次布局问题(quadratic placement problem),包含5个固
定点和4个自由点,其中固定点分别为t1=(−1, −1)T,
t2 = (−1, 0)T, t3 = (0, 1)T, t4 = (1, 0)T, t5 = (1,

−1)T,自由点的初始状态为 x1(0) = (−1

3
, −2

3
)T,

x2(0) = (1, −0.5)T, x3(0) = (0.5, 0.5)T, x4(0) =

(−0.5, 0.5)T.自由节点的通信网络如图1所示.此外,
自由点的目标函数设置为

f1(x) = ∥x− t1∥2 + ∥x− t2∥2 + ∥x− t5∥2,
f2(x) = ∥x− t4∥2 + ∥x− t5∥2,
f3(x) = ∥x− t3∥2 + ∥x− t4∥2,
f4(x) = ∥x− t2∥2 + ∥x− t3∥2.

(21)

图 7 案例2中各智能体状态xi轨迹图

Fig. 7 The trajectories of state variable xi for each
agent in case 2

图 8 案例2中误差e(k)轨迹图

Fig. 8 The trajectory of error e(k) in case 2

可以得出κ1 = 6, κ2 = κ3 = κ4 = 4.此外上述优

化问题的理论最优解为x∗ = (
1

9
,−1

9
),自由点的状态

变化如图9所示.可以看出,本文所设计算法对一般维
度情形分布式优化问题亦是有效的.

图 9 案例3中各智能体状态xi轨迹图

Fig. 9 The trajectories of state variable xi for each a-
gent in case 3

6 结结结论论论

本文针对非平衡有向强联通网络下的分布式凸优

化问题,提出了一种完全分布式优化算法.在算法设
计中,每个智能体只能获取自身的成本函数信息.通
过调整智能体决策变量的迭代策略,实现了余量变量
的非负性控制和控制步长的分布式设置.其次,本算
法对时变强连通网络亦是有效的.仿真结果表明,本
文所设计算法可以有效解决有向网络下的凸优化问

题.
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