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有有有向向向符符符号号号网网网络络络的的的边边边能能能控控控性性性研研研究究究
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摘要:符号网络是一类具有正负符号特征的网络.在多智能体系统中,符号网络能够描述智能体之间的合作与对
抗交互关系,因此受到学者的广泛关注.本文主要研究有向符号网络的边能控性.首先,对具有符号网络的多智能体
系统边动力学进行建模,得到边能控性模型.其次,从网络拓扑结构角度对边能控子空间进行定量刻画,利用有向符
号网络的距离和等价划分得到能控子空间的上下界估计.进一步,讨论了符号网络边能控性与顶点能控性的关系.
所得结果表明:当顶点符号图为结构非平衡时,符号网络的边能控性与顶点能控性等价.最后,通过仿真结果验证所
得理论的有效性.
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Edge controllability of directed signed networks
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Abstract: Signed network is a type of network with positive and negative signed characteristics. In multi-agent systems,
the signed network can describe the cooperative and antagonistic interaction between agents, so it has received extensive
attention from scholars. This paper mainly studies the edge controllability of directed signed networks. Firstly, the edge
dynamics of the multi-agent systems with the signed network is modeled, and the edge controllability model is proposed.
Secondly, the edge controllability subspace is quantitatively described from the perspective of the network topology, the
upper and lower bounds of the edge controllable subspace are estimated by using the distance partition and equitable par-
tition of the directed signed network, respectively. Furthermore, the relationship between edge controllability and vertex
controllability of the signed network is discussed. The results show that when the vertex signed graph is structurally unbal-
anced, the edge controllability and the vertex controllability of signed network are equivalent. Finally, simulation results
are given to verify the effectiveness of the theoretical analysis.
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1 引引引言言言

近年来,随着计算机、通信、传感、机器人等技术
的高速发展,多智能体系统分布式协调控制受到诸多
领域学者的广泛关注[1–7],相关研究成果已应用到智
能电网优化[8]、卫星簇网姿态控制[9]、水下航行器控

制[10]等工程实践中.能控性的概念最早是由Kalman
于19世纪60年代提出的[11].能控性是指在有限时间
内,通过外界控制输入使得系统从任意初始状态到达
任意的最终状态.实质上能控性描述的是外界控制输

入对系统状态的控制能力.进一步,多智能体系统能
控性是由Tanner于2004年首次提出[1].多智能体系统
能控性是指通过对多智能体系统内的部分智能体(通
常称为领导者(leader))施加外部控制输入,通过智
能体之间的交互使得其他智能体(通常称为跟随者
(follower))从任意初始状态达到任意最终状态.能控
性是多智能体系统分布式协调控制中的一个基本而

又重要的问题,其研究为脑网络控制[12]、机器人编队

控制[13]、网络信息处理[14] 等提供了理论指导.由此,
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越来越多的研究学者开始关注多智能体系统能控性

问题.文献[1, 5, 7]针对不同的多智能体系统,通过分
析系统矩阵的特征值与特征向量得到能控的代数判

据.需要指出,代数判据并不直观,且计算复杂度较大,
实际应用并不方便.为此,部分学者采用图论工具研
究多智能体系统网络拓扑结构与能控性之间的关系,
从而获得能控性的图论判据.文献[15–16]基于距离
划分研究了多智能体系统能控子空间的下界;文献
[16–18]基于等价划分、几乎等价划分研究能控子空
间的上界.
值得注意的是,以上研究都是针对无符号网络,

即,多智能体之间均是合作交互.然而,在现实世界中,
对抗交互是普遍存在的,如社交网络中的竞争关
系[19]、信息领域中用户对某些信息的不信任态度[20]、

生物领域中神经元之间的抑制关系[21].因此,许多学
者对符号网络下的多智能体系统分布式协调控制进

行了深入研究[22–25].文献[22]研究了符号网络下多智
能体系统的二分一致性问题,即在结构平衡图下达成
一致的智能体收敛到一个绝对值相同的非零共同值;
文献[23]通过分析有向符号图的拉普拉斯矩阵,得到
结论:如果有向符号图包含生成树,则所有智能体达
到区间二部一致性;文献[24]基于广义几乎等价划分
得到对抗交互下多智能体系统能控子空间的上界,进
一步给出了求解能控子空间上界的算法;文献[25]研
究了具有有向加权符号网络的多智能体系统的能控

性,结果表明:结构平衡网络的能控性与无符号网络
的能控性等价.
上述研究均是针对具有顶点动力学的多智能体系

统,即网络中的每个顶点具有一个动力学方程.然而,
以边动力学为研究对象的多智能体系统同样具有十

分重要的研究意义[26–30].例如,在研究城市交通流量
控制问题中,以每一条道路(交通网络中的边)的流量
动态建立的交通流量控制模型比基于每个交通路口

(交通网络中的顶点)的流量动态建立的模型更加符合
实际[26];在研究社交网络团队协作效率问题中,以每
对成员之间的沟通频率(社交网络中的边)建立的团队
协作模型比基于团队中成员(社交网络中的顶点)的团
队协作模型更加符合实际[27].文献[28]刻画了具有合
作和对抗相互作用的符号网络的边动力学,并解决了
由此产生的边系统的状态收敛问题,进一步作者证明
了对于一个符号网络,无论其关联的符号有向图是结
构平衡的还是结构非平衡的,其边系统的状态都收敛
到一个常数向量;文献[29]基于网络的边动态研究了
无向图的非负边一致性问题,并构造了相应的分布式
算法.文献[30]基于SBD (switchboard dynamics)模型
研究了具有边动力学的有向复杂网络的结构能控性.
截至目前,有向符号网络下具有边动力学的多智能体
系统能控性尚未有学者研究.

本文研究具有有向符号网络的多智能体系统边能

控性问题.首先,在符号网络下建立具有边动力学的
能控性模型,并通过分析边拉普拉斯矩阵得到边能控
性的基本性质;其次,定量刻画边系统能控子空间的
大小,特别地,基于距离划分得到能控子空间的下界,
基于等价划分得到能控子空间的上界,并且所得的上
下界具有紧性(tight);最后,基于符号网络的关联矩
阵,给出了边能控性与顶点能控性的关系.结果表明:
二者之间的关系取决于顶点图的结构平衡性,特别地,
当顶点图是结构非平衡时,边图能控性与顶点图能控
性等价.
本文研究内容安排如下:第2节介绍图论的相关概

念;第3节对边能控性问题进行描述;第4节对边系统
能控性进行分析;第5节给出仿真实例;第6节对本文
的研究进行总结.
符号说明:在本文中, R与C分别表示实数域与复

数域. In = {1, 2, · · · , n}表示从1到n的整数集合.对
于a ∈ R,令|a|与sgn a分别表示a的绝对值与符号,其
中a可以是一条边、一个实数或者一条路径. In表示
n × n的单位矩阵, rank(A)表示矩阵A的秩, im(A)

表示矩阵A的列空间, [A]i,·表示矩阵A的第i行, [A]ij
表示矩阵A第i行第j列的元素.对于任给两个集合S,

R(S ⊂ R),用R\S表示集合S在集合R的补集, |S|表
示集合S中的元素个数.

2 预预预备备备知知知识识识

一个有向符号图由顶点集V = {v1, v2, · · · , vn},
边集E={e1, e2, · · · , em}⊆V×V构成,记为G = (V,
E , A),其中A = [aij] ∈ Rn×n表示邻接矩阵,具有如
下形式:

aij =

1或− 1, (vj, vi) ∈ E ,

0, 其他.

注注注 1 在这里aij = 1表示智能体之间是合作关系, aij
= −1表示智能体之间是对抗关系.

如果顶点vi可以接收到顶点vj的信息,则称vj是vi
的入–邻居, vi是vj的出–邻居, vj是边(vj, vi)的起始

顶点, vi是边(vj, vi)的终止顶点, (vj, vi) ∈ E . N in
i =

{vj ∈ V|(vj, vi) ∈ E}表示顶点vi的所有入–邻居的集
合.本文研究的图G均为简单图,即不包含自环与多重
边. P = (vi0 , (vi0 , vi1), vi1 , · · · , (viq−1

, viq), viq)表示

一个长度为q的路径,其中(vik , vik+1
) ∈ E , k = 0, 1,

· · · , q − 1.用dij表示vi到vj的最短路径(即vi到vj之

间最少边的数目).特别地, dii=0. diam(G)=max
ij

dij

表示图G的直径. π = {C1, C2, · · · , Cq}表示图G的

一个划分,当i ̸= j, i, j ∈ Iq时满足
q∪

k=1

Ck = V且Ci ∩
Cj = ∅.

定定定义义义 1 将图G的所有有向边替换为无向边,所
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得到的无向图G′称为G的基图.如果基图G′是连通

的,即G′中的任意两个顶点之间都存在路径,则称有
向图G是弱连通的.

定定定义义义 2 [22] 给定符号图G.对于两个集合V1和

V2, V1 ∩ V2 = ∅且 V1 ∪ V2 = V ,使得 ∀vi, vj ∈ Vs,
(s ∈ {1, 2}),有aij > 0成立; ∀vi ∈ Vs, vj ∈ Vt, s ̸= t

(s, t ∈ {1, 2}),有aij 6 0成立,那么称符号图G是结

构平衡的;否则称图G是结构非平衡的.

引引引理理理 1 考虑具有n个顶点m条边的弱连通图G,
如果满足m = n− 1,那么G是结构平衡的.

证 当m = n− 1时,图G的基图G′是一棵生成

树,而生成树总是结构平衡的(参看文献[22]),因此G′

是结构平衡的.进一步,由结构平衡的定义可知, G′中

的顶点能被分成两个集合,而这两个集合的划分对G

也适用,并不受边方向的影响.因此,结构平衡性并不
改变,即G也是结构平衡的. 证毕.
值得注意的是本文所述的顶点图与边图本质上都

是有向符号图.为了表述方便,分别采用Gv与Ge进行

标记.

2.1 顶顶顶点点点符符符号号号图图图

考虑一个具有n个顶点m条边的顶点图Gv.定义
Gv的拉普拉斯矩阵为Lv = Cv −Av,其中:

Cv = diag{
n∑

j=1

|a1j|,
n∑

j=1

|a2j|, · · · ,
n∑

j=1

|anj|}

表示Gv的入度矩阵, Av表示Gv的邻接矩阵.

定定定义义义 3 Gv的关联矩阵H = [hqk] ∈ Rn×m是一

个仅包含{0,±1}的矩阵.具体来说,任取一条边ek,
相关联的两个顶点为vq与vs,那么∀q, s ∈ In, k ∈ Im

满足

hqk =


1, 如果vq是ek的起点;

−aqs, 如果vq是ek的终点;

0, 其他.

为了区别一个顶点的入边与出边,引入入–关联矩
阵与出–关联矩阵的定义.

定定定义义义 4 给定Gv及任一条边ek,相关联的两个顶
点为vq与vs,入–关联矩阵H in=[hin

qk]∈Rn×m描述为:
∀q, s ∈ In, k ∈ Im有

hin
qk =

−aqs, 如果vq是ek的终点;

0, 其他.

出–关联矩阵Hout = [hout
qk ] ∈ Rn×m描述为: ∀q, s

∈ In, k ∈ Im有

hout
qk =

1, 如果vq是ek的起点;

0, 其他.

由定义3和定义4显然有H = H in +Hout.

引引引理理理 2 [31] 令H ∈ Rn×m表示Gv的关联矩阵,
那么有以下结果成立:

rank(H) =

n− 1, Gv是结构平衡的;

n, Gv是结构非平衡的.

2.2 符符符号号号边边边图图图

给定一个图Gv, Ge = (Ve, Ee, Ae)表示Gv对应的

边图,其中Ve表示边图Ge的顶点集, Ee表示边图Ge中

的连接边集, Ae表示边图Ge的邻接矩阵.取Gv中的

两条边eh=(vj, vi)和ek = (vs, vq),其中h ̸= k.如果
ek指向eh的任一顶点,那么称ek是eh的入–邻居.为了
便于理解,给出eh的入–邻居如图1所示.定义N in

eh
=

{ek = (vs, vq) : ek ∈ E , ek ̸= eh且vq = vj或vq =

vi}表示eh的入–邻居集合. Ae=[āhk]∈Rm×m满足:
如果eh ∈N in

ek
,有[āhk] ∈ {1,−1};否则[āhk] = 0,即

āhk =


−aqs, ek ∈ N in

eh
且vq = vj ;

aqsaij, ek ∈ N in
eh
且vq = vi;

0, 其他.

图 1 eh的入–邻居的两种情况
Fig. 1 Two cases of in-neighbors of edge eh

定定定义义义 5 给定一个具有n个顶点m条边的顶点图

Gv, Gv对应的边图Ge的拉普拉斯矩阵定义为

Le = Im +Ae. (1)

引引引理理理 3 [28] 给定一个顶点图Gv,对应的边图为
Ge, H与H in分别表示Gv的关联矩阵与入–关联矩阵,
则顶点拉普拉斯矩阵Lv ∈ Rn×n与边拉普拉斯矩阵

Le ∈ Rm×m分别满足

Lv = H inHT, (2)

Le = HTH in. (3)

基于引理3有HTLv = LeH
T成立.

3 问问问题题题描描描述述述

考虑一个具有n个顶点m条连接关系的多智能体

系统.假设边集Ve被分为领导者集合Vel以及跟随者

集合Vef ,其中Vel ∪ Vef = Ve, Vel ∩ Vef = ∅.不失一
般性,假设前p(p<m)条边选作为领导者,即Vel={e1,
e2, · · · , ep},那么跟随者集合为Vef = {ep+1, ep+2,

· · · , em}.

定定定义义义 6 给定边图Ge,如果对于每一个跟随者都
至少有一条从某一个领导者出发的路径,那么称图Ge

是领导者–跟随者(leader-follower)连通的.
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注注注 2 本文中考虑的图均为领导者–跟随者连通的.

在领导者–跟随者框架下,边ei的动力学方程为
ẋi(t) = −xi(t)−

m∑
j=1

āijxj(t) + ui(t), i ∈ Vel,

ẋi(t) = −xi(t)−
m∑
j=1

āijxj(t), i ∈ Vef ,

(4)

其中: xi(t) ∈ R表示边ei的状态, ui(t)表示作用在第i

条边上的外界控制输入.

令x(t) = [x1(t) x2(t) · · · xm(t)]
T ∈ Rm, u(t)

= [u1(t) u2(t) · · · up(t)]
T ∈ Rp.整个多智能体系

统的演化边动力学方程为

ẋ(t) = −Lex(t) +Bu(t). (5)

其中: Le ∈ Rm×m是边拉普拉斯矩阵, B = [Ip 0]T ∈
Rm×p是控制输入矩阵.系统(5)可采用矩阵对(−Le,

B)表示.

定定定义义义 7 如果存在一个控制输入u(t)能在有限时

间t1−t0(t1>t0)内使得系统(5)由任意初始状态x(t0)

能够到达任意最终状态x(t1),则称系统(5)是能控的.

定义矩阵Q = [B LeB · · · Lm−1
e B]和矩阵Q̄ =

[B AeB · · · Am−1
e B]分别表示系统(5)以及矩阵对

(Ae, B)的能控性矩阵.

定定定理理理 1 系统(5)的能控性等价于矩阵对(Ae, B)

的能控性,即rank(Q) = rank(Q̄).

证 首先,系统(5)的能控性矩阵Q可写成如下形
式:

Q = [B,LeB, · · · , Lm−1
e B] =

[B, (Im +Ae)B, · · · , (Im +Ae)
m−1B] =

[B,B +AeB, · · · , B+

(m− 1)AeB + · · ·+Am−1
e B].

显然存在一个可逆矩阵K ∈ Rmp×mp (在矩阵Q
上经过多次列变换所得),使得Q̄=QK.因此, rank(Q)

= rank(Q̄),表明系统(5)的能控性等价于矩阵对(Ae,

B)的能控性. 证毕.

4 边边边能能能控控控性性性分分分析析析

在本节中,从图论的角度对系统(5)的能控性进行

分析.特别地,基于符号边图的距离划分得到能控子

空间的下界,基于符号边图的等价划分得到能控子空

间的上界.进一步,分析了边能控性与顶点能控性的

关系.

4.1 边边边能能能控控控子子子空空空间间间下下下界界界

给定边图Ge.用Pei→ej ,d = (ei, ℓ1, ei+1, ℓ2, · · · ,
ℓd, ej)表示从ei到ej长度为d的一条路径,其中ei ∈

Ve, ℓd ∈ Ee.考虑路径Pei→ej ,d的符号

sgn(Pei→ej ,d) =
∏

ℓd∈Pei→ej,d

sgn(ℓd). (6)

考虑路径Pei→ej ,d的权重ω(Pei→ej ,d)

ω(Pei→ej ,d) =
∏

ℓd∈Pei→ej,d

ω(ℓd), (7)

其中ω(ℓd)表示边ℓd的权值.不难发现,从ei到ej的

路径可能不唯一,因此sgn(Pei→ej ,d)可能也不唯一.
如果 sgn(Pei→ej ,d) = 1,称该路径为正路;如果
sgn(Pei→ej ,d) = −1,称该路径为负路.

注注注 3 本文所考虑的边图Ge的权重值āij ∈ {±1, 0},
因此| sgn(Pei→ej ,d)| = |ω(Pei→ej ,d)|.

考虑sgn(Pei→ej ,d) = 1的所有路径的总权重为

ρ+ei→ej ,d
=

∑
Pei→ej,d

∈Γ+
ei→ej,d

ω(Pei→ej ,d), (8)

其中Γ+
ei→ej ,d

表示sgn(Pei→ej ,d) = 1的所有路径.
考虑sgn(Pei→ej ,d) = −1的所有路径的总权重

ρ−ei→ej ,d
=

∑
Pei→ej,d

∈Γ−
ei→ej,d

ω(Pei→ej ,d), (9)

其中Γ−
ei→ej ,d

表示sgn(Pei→ej ,d) = −1的所有路径.
因此,从ei到ej长度为d的所有路径的总权重为

ρei→ej ,d = ρ+ei→ej ,d
+ ρ−ei→ej ,d

. (10)

特别地,当| sgn(Pei→ej ,d) = 1| = | sgn(Pei→ej ,d)

= −1|时,有ρei→ej ,d = 0.

引引引理理理 4 给定边图Ge,则如下等式成立:

[Ad
e]ji = ρei→ej ,d, (11)

其中d表示ei到ej的长度.

证 采用对d的数学归纳法进行证明.
首先,当d = 1时,从ei到ej有长度为1的路径当且

仅当āji = ±1;
其次,假设[Ad−1

e ]ji = ρei→ej ,d−1成立;
最后,对于[Ad

e]ji有

[Ad
e]ji = [AeA

d−1
e ]ji =

m∑
r=1

[Ae]jr[A
d−1
e ]ri =

m∑
r=1

[Ae]jrρei→er,d−1 = ρei→ej ,d.

综上所述,等式(11)成立. 证毕.
考虑边图Ge,用πD(ei)={C0, C1, · · · , Cq}表示关

于ei的距离划分(distance partition).其中Cκ = {ek ∈
Ve|dik = κ}.如果∀ej ∈ Cκ都有ρei→ej ,κ = 0,那么记
ρei→Cκ,κ = 0,其中 1 6 κ 6 diam(Ge).令 zC = {κ|
ρei→Cκ,κ = 0}, δei = |πD(ei)| − |zC|.
定定定理理理 2 系统(5)的能控性矩阵Q满足

rank(Q) > max{δe1 , δe2 , · · · , δep}. (12)
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证 首先考虑单领导者的情况.不失一般性,假设
e1为领导者,令πD(e1)={C0, C1, · · · , Cq}为相对于e1
的距离划分,其中q 6 diam(Ge),那么C0 = {e1}, Cκ

= {eiκ+1, eiκ+2, · · · , eiκ+1
}, 1 6 κ 6 diam(Ge). 即

Vel = {e1},给定ei ̸= e1,则

[Ad1i
e B]i1=

n∑
r=1

[Ad1i
e ]ir[B]r1=[Ad1i

e ]i1B = [Ad1i
e ]i1.

因此,当[Ae]
d1i

i1 =0,有[Ad1i
e B]i1=0;否则[Ad1i

e B]i1
̸=0.给定一个整数κ,其中16κ6 diam(Ge).当κ<d1i,
不难发现[Aκ

eB]i1=0.构造矩阵M∈Rm×diam (Ge)

M = [B AeB · · · Aκ
eB · · · Adiam (Ge)

e B] =

1 ∗ · · · ∗ · · · ∗
0 M1 · · · * · · · *
...

...
...

...
0 0 · · · Mκ · · · *
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · Mdiam (Ge)


,

其中Mκ=[ρe1→eiκ+1,κ ρe1→eiκ+2,κ · · · ρe1→eκ+1,κ]
T

∈ R|Cκ|, 1 < ir 6 |Cκ|.显然M表示能控性矩阵Q̄的
一个子矩阵.接下来,分两种情况来讨论rank(M):

1) 如果ρe1→Cκ,κ ̸= 0, ∀1 6 κ 6 diam(Ge),可得
rank(M) > diam(Ge) = |πD(e1)| = δe1 ;

2) 如果ρe1→Cκ,κ = 0, ∃1 < κ 6 diam(Ge),可得
rank(M) > |πD(e1)| − |zC| = δe1 .
综上所述, rank(Q)=rank(Q̄)>rank(M)>δe1 .
在多领导者的情况下,针对每个领导者单独分析,

按照单领导者的情况易得rank(Q) = rank(Q̄) >
max{δe1 , δe2 , · · · , δep}. 证毕.

注注注 4 定理2所得到的下界是紧的.事实上,可以构造
一些边图使得下界成立.

例例例 1 给定一个如图2所示的边图Ge.在此假
设e1是唯一的领导者,基于距离划分有πD(e1) = {C0,

C1, C2, C3} = {{e1}, {e2}, {e3, e4}, {e5}}.对于C3 =

{e5}来说,有两条从e1到e5长度为3的路径P1
e1→e5,3

=

(e1, (e1, e2), e2, (e2, e3), e3, (e3, e5), e5)和P2
e1→e5,3

=

(e1, (e1, e2), e2, (e2, e4), e4, (e4, e5), e5),其中(ei, ej)

∈ Ee.不难发现P1
e1→e5,3

是一条正路, P2
e1→e5,3

是一条

负路,因此有ρe1→C3,3 = 0, zC = {3}, |zC| = 1且δe1 =

3,通过计算能控性矩阵Q,有rank(Q) = δe1 = 3.

1 2

3

4

5

图 2 有向符号边图Ge.实线和虚线分别表示正边与负边
Fig. 2 Signed edge graph Ge. The solid and the dashed lines

represent the positive and negative edges, respectively

同理,当选择e1和e2作为领导者时,有πD(e2) =

{C0, C1, C2} = {{e2}, {e3, e4}, {e5}}, zC = {2}且
δe2 = 2.通过计算能控性矩阵Q,可得 rank(Q) =

max{δe1 , δe2} = 3.

4.2 边边边能能能控控控子子子空空空间间间上上上界界界

令π = {C1, C2, · · · , Cq}是边图Ge的一个划分,定
义

βij =

∑
ek∈Ci

∑
eg∈Cj

ākg

|Ci|
, i, j ∈ Iq,

βij表示在划分π下Cj到Ci中的度.用Ge/π = (Vπ, Eπ,

Bπ)表示边图Ge在划分π下的商图,其中Vπ = {C1,

C2, · · · , Cq}表示商图Ge/π顶点集, Eπ = {(Cj, Ci)| βij

̸= 0}表示商图Ge/π边集, [Bπ]ij = βij表示商图Ge/π
邻接矩阵第i行第j列的元素.对于给定的划分π的特

征矩阵定义为Pπ = [pij] ∈ Rm×q,若ei ∈ Cj ,则pij =

1;否则pij = 0.

定定定义义义 8 令π = {C1, C2, · · · , Cq}是边图Ge的一

个划分,如果划分π下有如下等式成立:∑
es∈Ci

āks =
∑

eg∈Ci

ātg, ∀ek, et ∈ Cj, (13)

则称π是一个等价划分(equitable partition).

引引引理理理 5 π = {C1, C2, · · · , Cq}是边图Ge的一个

等价划分当且仅当AePπ = PπBπ,即im(Pπ)是Ae的

不变子空间.

证 充分性:不失一般性,假设ek∈Cj .如果AePπ

= PπBπ,有

[AePπ]kj =
m∑
r=1

[Ae]kr[Pπ]rj =

m∑
r=1

ākr[Pπ]rj =
∑

es∈Cj

āks.

由于[PBπ]k,· = [Bπ]j,·,那么对于et ∈ Cj有

[AeP ]kj = [AeP ]tj,

即 ∑
es∈Ci

āks =
∑

eg∈Ci

ātg, ek, et ∈ Cj.

因此π是一个等价划分.
必要性:假设π是一个等价划分,令ek ∈ Cj ,进而

AePπ的第k行可以表示为

[AePπ]k,· =

[
∑

et∈C1

ākt · · ·
∑

et∈Cj−1

ākt

∑
et∈Cj

ākt · · ·
∑

et∈Cq

ākt] =

[βj1 · · · βj(j−1) βjj · · · βjq].

由特征矩阵Pπ的定义可得, PπBπ的第k行可以表

示为

[PπBπ]k,· = [Bπ]j,· =
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[βj1 · · · βj(j−1) βjj · · · βjq],

因此, AePπ = PπBπ是成立的. 证毕.

定定定义义义 9 给定一个等价划分π,如果选取的每个
领导者都单独在一个胞腔中,则称π为领导者孤立的

等价划分(leader-isolated equitable partition, LEP),简
记为πLEP.

引引引理理理 6 假设πLEP是边图Ge的一个领导者孤立

的等价划分,则系统(5)的能控性矩阵Q满足

rank(Q) 6 |πLEP|. (14)

证 令 PπLEP
表示 πLEP的特征矩阵,不难得到

im(B) ⊆ im(PπLEP
).进一步地,结合式(11)可得

im(Q) = im(Q̄) =

im([B AeB · · · Am−1
e B]) =

im(B) +Ae im(B) + · · ·+Am−1
e im(B) ⊆

im(PπLEP
) + · · ·+Am−1

e im(PπLEP
) =

im(PπLEP
),

这里运算符“+”表示两个空间的并. 证毕.
值得注意的是,一个边图Ge的领导者孤立的等价

划分可能不唯一.假设πLEP1, πLEP2是边图Ge的两个

不同的领导者孤立的等价划分,如果对于每一个在
πLEP1的胞腔是πLEP2中一些胞腔的子集,那么称
πLEP1比πLEP2更好(finer),用πLEP16πLEP2来表示.
如果πLEP16πLEP2,易得 im(PπLEP2

) ⊆ im(PπLEP1
).

因此在寻找能控子空间的上界时,要求去找到一个最
好的领导者孤立的等价划分,简记为π∗

LEP.

定定定理理理 3 假设π∗
LEP是边图Ge的最好领导者孤立

的等价划分,那么系统(5)的能控性矩阵Q满足

rank(Q) 6 |π∗
LEP|. (15)

例例例 2 给定如图3中左图所示的边图Ge.假设e1
作为领导者,可以得出π∗

LEP={{e1}, {e2, e3, e4}, {e5,
e6, e7}}.通过计算易得AePπ∗

LEP
= Pπ∗

LEP
Bπ∗

LEP
.进一

步有rank(Q) = |π∗
LEP| = 3成立.

3211

2

3

4

5

6

7

图 3 边图Ge (左)与其商图Ge/π∗
LEP (右).

Fig. 3 Edge graph Ge (left) and quotient graph Ge/π∗
LEP

(right). The solid line and the dashed lines represent
the positive and negative edges, respectively

4.3 边边边能能能控控控性性性与与与顶顶顶点点点能能能控控控性性性

本节研究顶点能控性与边能控性之间的关系.首

先引入顶点能控性模型.考虑一个具有n个顶点m条

边的顶点图Gv,假设前p(p < n)个顶点作为领导者集

Vl = {v1, v2, · · · , vp},那么剩余的顶点集即为跟随者
集Vf = V\Vl.令u(t)表示对顶点施加的控制量,每一
个智能体服从以下的动态方程:

ẋi
v(t) =
n∑

j=1

aij[x
j
v(t)− sgn(aij)x

i
v(t)] + ui(t), i ∈ Vl,

ẋi
v(t) =

n∑
j=1

aij[x
j
v(t)− sgn(aij)x

i
v(t)], i ∈ Vf ,

其中: xi
v(t) ∈ R表示第i个智能体的状态, ui(t)表示

对智能体i施加外部的控制输入.
令xv(t) = [x1

v(t) x2
v(t) · · · xn

v (t)], u(t) =

[u1(t) u2(t) · · · up(t)].整个多智能体系统的顶点
动力学方程为

ẋv(t) = −Lvxv(t) + B̃u(t), (16)

其中: Lv ∈ Rn×n, B̃ = [Ip 0]T ∈ Rn×p表示控制输

入矩阵.
考虑顶点图Gv中的一条边ek = (vj, vi),定义边

ek的状态为

xk(t) = xj
v(t)− aijx

i
v(t). (17)

从式(17)得所有边的状态可以表达为x(t) =

HTxv(t).因此,基于式(17)边系统模型可以描述为

ẋ(t) = −Lex(t) + B̄u(t), (18)

其中B̄ = HTB̃ ∈ Rm×p.

注注注 5 系统(16)的控制输入是一个独立控制输入(如图

4中左图所示),即B̃ = [e1 e2 · · · ep] ∈ Rn×p,其中ei表示

In的第i列;系统(18)的控制输入为广播控制输入(如图4中右

图所示),即B̄=[b1 b2 · · · bp] ∈ Rm×p,其中bk ∈ {−1, 0,

1}m, k ∈ Ip.

1

2

3

1

2

3

1

2

3

图 4 独立控制输入(左)和广播控制输入(右)
Fig. 4 Independent control input (left) and broadcast

control input (right)

定义如下3个矩阵:

Qv := [B̃ LvB̃ · · · Ln−1
v B̃] ∈ Rn×np,

Qe := [B̄ LeB̄ · · · Lm−1
e B̄] ∈ Rm×mp,

Q′ := [B̃ LvB̃ · · · Lm−1
v B̃] ∈ Rn×mp, (19)

其中: Qv表示系统(16)的能控性矩阵; Qe表示系统

(18)的能控性矩阵.根据引理3不难得出Qe = HTQ′.
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定定定理理理 4 假设一个具有n个顶点m条边的顶点图

Gv,边状态服从式(17).以下结果成立:
1) 如果Gv是结构平衡的,则有rank(Qe) 6

rank(Qv).
2) 如果Gv是结构非平衡的,则有rank(Qe) =

rank(Qv).

证 显然,对于一个领导者–跟随者连通的顶点图
Gv,有m > n− 1.

1) 顶点图Gv是结构平衡时,由引理2可得

rank(HT) = n− 1,

当m = n− 1时,有

rank(Q′) 6 rank(Qv)

成立;当m > n− 1时,

rank(Q′) = rank(Qv)

成立.因此可得

rank(Qe) 6 min{rank(HT), rank(Q′)} =

min{n− 1, rank(Q′)} 6 rank(Q′) 6 rank(Qv).

2) 顶点图Gv是结构非平衡时,由引理1可知m>

n − 1, rank(Q′) = rank(Qv)成立.进一步,由引理2
可得rank(HT) = n.因此rank(Qe) = rank(HTQ′)

= rank(Q′) = rank(Qv). 证毕.

例例例 3 给定如图5(a)所示的结构平衡顶点图Gv1.
假设v1作为单独的领导者,即B̃ = [1 0 0 0]T.根据
式(17)得B̄ = [1 0 0]T.通过计算可得rank(Qe) =

rank(Qv) = 3成立.同理,给定如图5(c)所示的结构
非平衡顶点顶点图Gv2,仍然假设v1作为单独的领导

者,有rank(Qe) = rank(Qv) = 4.

1 2

3

1 2 3

4

(a)结构平衡顶点图Gv1

1

2

3

(b) Gv1对应的边图Ge1

1 2
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4

5

6

1 2

3

4

5

(c)结构非平衡顶点图Gv2

1

2

3

4

5

6

(d) Gv2对应的边图Ge2

图 5 数值例子.实线和虚线分别表示正边与负边
Fig. 5 Numerical example. The solid and the dashed lines

represent the positive and negative edges, respectively

推推推论论论 1 假设顶点图Gv对应的系统(16)是能控

的,则
1) 如果Gv是结构平衡的,那么rank(Qe) = n −

1.
2) 如果Gv是结构非平衡的,那么rank(Qe) = n.

例例例 4 给定如图6(a)所示的结构平衡顶点图Gv1.
假设v1作为单独的领导者,即B̃ = [1 0 0 0]T.根据
式(17)得B̄ = [1 0 0 0]T.通过计算可得rank(Qv) =

4, rank(Qe) = 3.同理,给定如图6(c)所示的结构非
平衡顶点图Gv2,仍然假设v1作为单独的领导者,有
rank(Qe) = rank(Qv) = 4.

1 2

34

1 2 3

4

(a)结构平衡顶点图Gv1

1

2

3

4

(b) Gv1对应的边图Ge1

1

23

4

1 2

3 4

(c)结构非平衡顶点图Gv2

1 2

3 4

(d) Gv2对应的边图Ge2

图 6 数值例子.实线和虚线分别表示正边与负边
Fig. 6 Numerical example. The solid and the dashed lines

represent the positive and negative edges, respectively

5 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证本文所得到的理论结果,考虑由4个智能
体构成的顶点图Gv,如图7中左图所示. Ge表示Gv对

应的边图,如图7中右图所示.给出Ge的拉普拉斯矩阵

Le =


1 0 0 −1

1 1 0 −1

0 −1 1 0

−1 0 −1 1

 .

1 2

34
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4

1 2 3

4

图 7 有向符号顶点图Gv (左)与其对应的边图Ge (右).
实线和虚线分别表示正边与负边

Fig. 7 Directed signed vertex graph Gv (left) and its corre-
sponding edge graph Ge (right). The solid and dashed
lines represent the positive and negative edges, re-
spectively

假设e4作为领导者,即B = [0 0 0 1]T,通过计算
可得rank(Q) = 4,表明系统(5)是能控的.为了更加
直观的理解,给定边初始状态x(t0) = [0 0 0 0]T,边
最终状态x(tf) = [−5 10 10 10]T,在有限时间tf =
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10内边状态的变化曲线如图8所示,控制输入的变化
曲线如图9所示.
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图 8 边状态曲线
Fig. 8 Curves of edge state
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图 9 控制输入曲线u(t)

Fig. 9 Curve of control input u(t)

6 结结结论论论与与与展展展望望望

本文基于领导者–跟随者结构研究了有向符号网
络下多智能体系统边能控性问题.首先,在符号网络
下建立具有边动力学能控性模型,通过分析边拉普拉
斯矩阵得到边能控性的一些性质;其次,从图论的角
度对边能控性子空间进行定量分析.特别地,基于距
离划分给出了边能控子空间的下界以及基于等价划

分给出了边能控子空间的上界,并且得到的上下界具
有紧性.最后,基于图的关联矩阵研究了顶点图能控
性与对应边图能控性之间的关系,得出当顶点图为结
构非平衡时,顶点图的能控性等价于对应边图的能控
性.本文考虑了固定拓扑结构的情形,未来将进一步
考虑动态拓扑结构下的边能控性.此外,文本考虑的
边权取值范围是{0,±1},当系统的权重为任意取值
时,同样是一个值得研究的问题.
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