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不不不确确确定定定噪噪噪声声声下下下基基基于于于轴轴轴对对对称称称盒盒盒空空空间间间滤滤滤波波波的的的非非非线线线性性性系系系统统统状状状态态态估估估计计计
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摘要:针对不确定噪声下的非线性系统状态估计问题,本文提出了一种基于轴对称盒空间滤波的状态估计方法.
首先,利用轴对称盒空间包裹线性化过程带来的误差项,将状态函数线性化误差轴对称盒空间与噪声轴对称盒空间
求取闵可夫斯基和,得到干扰误差轴对称盒空间;随后,利用状态量、线性误差和测量噪声的轴对称盒空间的闵可
夫斯基和,得到系统状态预测集;进而,利用轴对称盒空间边界正交的性质,将盒空间拆分为多组超平面,构造测量
更新的约束条件并得到集员包裹.本文所提方法相比传统的椭球滤波方法而言,降低了算法的复杂度,减少了包裹
状态可行集和线性化过程带来的冗余,获得了更加紧致精确的系统状态集. 最后,采用非线性弹簧–质量–阻尼器系
统验证了本文所提算法的有效性.
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Nonlinear system state estimation based
on axisymmetric box space filter under uncertain noise

WANG Zi-yun†, ZHANG Zi-meng, WANG Yan, ZHAN Ya-cong, JI Zhi-cheng
(Engineering Research Center of Internet of Things Technology Applications (Ministry of Education),

Jiangnan University, Wuxi Jiangsu 214122, China)

Abstract: A state estimation method based on the axisymmetric box space filtering is proposed for nonlinear system
under uncertain noise. First, the axisymmetric box space is used to wrap the error term caused by the linearization process
to linearize the state function, and the axisymmetric box space of the interference error is obtained by the Minkowski
sum of the axisymmetric box space of the error and the noise axisymmetric box space; then, the Minkowski sum of the
axisymmetric box space of the state quantity, linear error and measurement noise is used to obtain the system state prediction
set; further using the orthogonality of the boundary of the axisymmetric box space, the box space is split into multiple sets
of hyperplanes, which are converted into measurement update constraints, and a more compact set of members is obtained.
Compared with the traditional ellipsoid filtering method, the method proposed in this paper reduces the complexity of the
algorithm and the redundancy from wrapping feasible set and linearization, and obtains a more compact and accurate system
state set. Finally, the use of a nonlinear spring-mass-damper system verifies the effectiveness of the algorithm proposed in
this paper.
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1 引引引言言言

状态估计是通过提取观测数据中有用的信息以实

现系统状态识别的分析过程. 然而,在实际生产过程

采样中往往存在着各种各样的噪声干扰,这些噪声显

著影响了系统状态估计的精确性. 一般而言,根据噪

声分布方式的不同,可以将噪声分为两种: 已知概率
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分布的噪声和未知但有界的噪声. 传统的状态估计方
法使用过程中,通常对噪声的分布有着很严格的要求,
即要求噪声满足一定的先验概率分布[1],例如采用扩
展卡尔曼滤波(extended Kalman filter, EKF)对非线性
系统的状态进行估计[2],或通过粒子滤波(particle
filter, PF)、交互多模型(interacting multiple model,
IMM)算法对空间位置和状态轨迹进行估计[3]. 文
献[4]提出了流体扰动计算方法结合交互多模型算法,
融合多种运动状态模型,实现了无碰撞航路规划;文
献[5]提出了一种基于改进粒子滤波的交互式多模型
目标跟踪方法,实现了非线性系统的滤波跟踪;文
献[6]通过分析混合线性/非线性状态模型的结构信息,
结合粒子滤波与卡尔曼滤波对各个目标的状态进行

预测与估计;文献[7]通过引入改进的Sage-Husa噪声
估计器自适应过程噪声,利用自适应无迹卡尔曼滤波
作为局部滤波器的分布式融合估计方法.

然而,实际生产过程受限于传感器精度和测量方
式,噪声往往难以满足预先设定的概率分布,仅能获
得噪声的上下界,即处于未知但有界噪声环境或噪声
不确定环境. 这一类噪声大都为非高斯的、非白噪声
或有偏噪声的类型,不能直接利用假定的先验知识进
行噪声分析.在这种情况下,采用传统的扩展卡尔曼
滤波、无迹卡尔曼滤波、粒子滤波等方法无法得到满

意的状态估计结果.针对这种未知但有界的噪声,学
者们提出了集员滤波算法[8–10],可以实现非概率噪声
分布下的有效的状态估计.当前,在故障诊断[11–12]、

位置跟踪[13–14]、状态控制[15]等多领域,集员滤波算法
已经得到广泛的研究与应用. 通常而言,集员滤波算
法的分类主要是依据参数或状态可行集的形状进行

区分,目前已经成熟并且得到广泛应用的描述可行集
空间结构有: 区间[16]、椭圆[17]、全对称多胞体[18–19]、

超平行体[20]等. 其中,椭圆具有形状规则且计算简单
的特点,但也有很明显的保守性,存在较大的空间冗
余;全对称多胞体保守性虽好但是随着维度的增加,
其计算复杂程度也将呈指数型增加,高维度的运算时
复杂度过大;超平行体虽然保守性很好,但求取最合
适的超平面过程计算复杂,需要转化为多层最优化问
题,因此如何求取超平行体没有直接高效的方法. 相
比而言,区间算法的优势在于形状规则且计算简单,
在状态估计领域应用广泛.与此同时,当研究对象为
非线性系统时,经典的集员滤波算法都将不再适用,
需要提出新的思路. 文献[21]提出了一种基于Adams-
Bashforth-Moulton数值逼近的连续–离散扩展容积
Kalman滤波方法;文献[22]借鉴Huber等价权函数的
思想,构造了基于平方根平滑逼近函数的修正因子并
结合容积卡尔曼滤波器进行状态估计;文献[23]利用
扩展卡尔曼算法对非线性系统金属氧化物半导体场

效应晶体管的输出电压进行状态估计;文献[24]提出

了一种新的混合度球面单纯形径向容积卡尔曼滤波

器进行状态估计以提高准确性;文献[25]依据协方差
平方根因子进行粒子传播,利用粒子滤波策略实现了
非线性系统的状态估计;文献[26]提出了一种外定界
椭球的集员算法,利用集员算法的包裹特性解决非线
性系统的空间位置跟踪定位问题;文献[27]利用Stirl-
ing插值公式对非线性系统线性化,提出了一种基于椭
球包裹的中心差分集员滤波算法,实现了非线性系统
的状态估计;文献[28]针对非线性系统进行区间分析,
利用椭球对线性化误差进行定界,提出了一种扩展椭
球集员估计算法. 然而,扩展卡尔曼滤波算法在对非
线性系统进行处理时,会忽略线性化过程的高阶项误
差,使状态估计误差较大.基于交互多模型滤波、无迹
卡尔曼滤波算法和粒子滤波算法等经典的自适应滤

波算法都需要假定噪声满足一定的概率分布才能得

到很好的估计结果.中心差分集员滤波算法和扩展椭
球集员估计算法虽然可以实现非线性系统的状态估

计,但其在误差包裹时都选择使用了椭球空间结构,
利用椭球进行迭代包裹的时间复杂度较大,同时椭球
的更新迭代往往伴随着大量的近似包裹过程,保守性
太大致使估计的状态集不够紧致.

为了解决未知但有界的不确定噪声干扰下非线性

系统状态估计问题,降低计算复杂度,降低椭球空间
包裹状态可行集和线性化过程带来的冗余,本文提出
一种新的轴对称盒空间滤波算法,借鉴扩展卡尔曼滤
波算法的“预测–更新”思想,选择轴对称盒空间对误
差空间进行包裹,完成系统的线性化步骤. 在得到轴
对称盒空间表示的预测集和测量集后,进入测量更新
环节,利用轴对称盒空间的多维边界彼此正交的特点,
将轴对称盒空间拆分成n组超平面,即得到2n个约束

条件,进而设计超平面切分策略得到轴对称盒空间的
交集,求取更紧致的轴对称盒空间包裹区域作为当前
时刻非线性系统的状态估计可行解集,盒空间的上下
界作为状态估计结果的置信区间,并选取盒空间的几
何中心作为系统的状态估计最优解.

2 相相相关关关定定定义义义与与与问问问题题题描描描述述述

2.1 相相相关关关定定定义义义

首先,定义本文涉及的范数、区间矢量、轴对称盒
空间、椭球、轴对称盒空间的闵可夫斯基和,具体如
下:

定定定义义义 1 对于离散信号x ∈ Rn,定义其L∞范数

为

∥x∥∞ = sup
k>0

∥xk∥, ∥xk∥ =
√
xT

kxk. (1)

定定定义义义 2 定义n维区间矢量定义为

[xmin xmax] =
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{x ∈ Rn | xi,min 6 xi 6 xi,max}, (2)

其中: xmin表示区间矢量的下界, xmax表示区间矢量

的上界. 因此,将区间矢量图形化,以区间矢量的上下
界作为轴对称盒空间的边界,构成的轴对称盒空间为

B(a,d) =

{x ∈ Rn | x = a+ diag{d}m, ∥ m ∥∞6 1}, (3)

其中: 轴对称盒空间的中心a = (xmin + xmax)/2,轴
对称盒空间的半径d = (xmax − xmin)/2,即由a和d

两个向量共同决定轴对称盒空间位置和形状.

定定定义义义 3 定义n维椭球E(a, P )为

E(a, P ) =
{
x ∈ Rn | (x− a)TP−1(x− a) 6 1

}
,

(4)

其中: a ∈ Rn为椭球的中心, P ∈ Rn×n为决定椭球

形状的包络矩阵,其满足对称正定性.

定定定义义义 4 对于轴对称盒空间B1(a1,d1)和轴对称

盒空间B2(a2,d2),定义两者的闵可夫斯基和为

B1 ⊕B2 = (a1 + a2, [d1 d2]). (5)

2.2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下形式的非线性离散系统:

xk+1 = f(xk) +wk, (6)

yk+1 = h(xk+1) + vk, (7)

其中: f(xk)和h(xk+1)分别为非线性状态函数和测

量函数,且满足f(xk)和h(xk+1)均二阶可导; xk∈Rn

和yk ∈ Rm分别为系统的状态变量和测量变量; wk ∈
Rn为有界未知预测噪声; vk ∈ Rm为有界未知测量噪

声,并满足wk∈B(0, rw), vk∈B(0, rv). 假定非线性
状态函数f(x)是一个DC(difference of convex)函数,
即每个连续函数都可以用两个凸函数的差来近似[29],
那么f(x)满足如下性质:

性性性质质质 1 如果非线性状态函数f(x)是一个DC
函数,那么f = [f1 f2 f3 · · · fi]

T函数中的每一个

部分fn(n = 1, 2, 3, · · · , i)都是DC函数.

本文的目的在于提出一种不确定噪声下基于轴对

称盒空间滤波的非线性系统状态估计方法,在精确估
计系统真实状态xk的同时,解决传统的集员算法状态
估计集包裹冗余度高的缺点.

3 基基基于于于轴轴轴对对对称称称盒盒盒空空空间间间滤滤滤波波波的的的非非非线线线性性性系系系统统统状状状

态态态估估估计计计

3.1 非非非线线线性性性模模模型型型的的的线线线性性性化化化

针对非线性模型的线性化问题,本文借鉴卡尔曼
滤波[30]的思想得到初始线性化模型,同时利用轴对称
盒空间包裹线性化过程中产生的误差,再将状态函数
线性化误差轴对称盒空间与过程噪声轴对称盒空间

进行闵可夫斯基和运算,得到扩展后的干扰误差轴对
称盒空间.

针对非线性系统(6),将状态函数f(x)在状态量x̂k

处线性展开,得到线性化的模型

f(xk) =

f(x̂k) + J1,k(xk − x̂k) +O1,k(xk − x̂k) =

f(x̂k) + J1,k(xk − x̂k) + e1,k =

fL + e1,k, (8)

其中: f(x̂k)为xk = x̂k时的状态函数取值; J1,k为函

数f的雅可比矩阵; O1,k(xk − x̂k)为泰勒展开高阶项,
即为状态函数的线性化误差;包裹线性化误差的区间
可表示为e1,k ∈ E1 = [e1,k,min e1,k,max],其中, E1为

状态函数线性化误差的区间, e1,k,min为状态函数线性

化误差下界, e1,k,max为状态函数线性化误差上界.

同理,对于非线性系统(7)中的测量函数h(x)进行

线性化,得到线性化模型

h(xk+1) =

h(x̂k+1) + J2,k(xk+1 − x̂k+1) +

O2,k(xk+1 − x̂k+1) =

h(x̂k+1) + J2,k(xk+1 − x̂k+1) + e2,k =

hL + e2,k, (9)

其中: h(x̂k+1)为xk+1= x̂k+1时的测量函数取值; J2,k

为函数h的雅可比矩阵; O2,k(xk+1 − x̂k+1)为泰勒展

开高阶项,即为测量函数的线性化误差;包裹测量函
数线性化误差的区间可表示为e2,k ∈ E2 = [e2,k,min

e2,k,max],其中, E2为测量函数线性化误差的区间,
e2,k,min为测量函数线性化误差下界, e2,k,max为测量

函数线性化误差上界.

3.2 线线线性性性化化化误误误差差差的的的区区区间间间表表表达达达

由式(8)可知,得到的线性化模型由线性化状态函
数fL和线性化误差e1,k两部分组成. 相对于以往直接
忽略线性化过程带来的偏差,本文采用区间包裹线性
化带来的误差e1,k.

定定定理理理 1 对于区间边界为ek ∈ [ek,min ek,max]

的线性化误差ek,包裹该线性化误差的轴对称盒空间
可表示为B(ae,de),其中:

ae = (ek,min + ek,max)/2, (10)

de = (ek,max − ek,min)/2. (11)

证证证 由于非线性函数f(x)是一个DC函数,可知
存在凸函数gi(x)和ri(x),满足

fi(x) = gi(x)− ri(x),

其中:

gi(x) = f(x) + αxTx, (12)
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ri(x) = αxTx. (13)

根据凸函数性质构建函数

ḡi = gi (x̂k) + uT
1 (xk − x̂k) , (14)

r̄i = ri (x̂k) + uT
2 (xk − x̂k) , (15)

式(14)–(15)中, ḡi 6 gi, r̄i 6 ri,向量u1和u2分别为

gi(x)和ri(x)在当前状态估计点x̂k的次梯度,即

u1 =
∂g1 (x̂k)

∂x
, u2 =

∂g2 (x̂k)

∂x
. (16)

将式(14)–(15)带入到误差的关系式中得到

ek = gi − ri − fLi 6 gi − r̄i − fLi, (17)

ek = gi − ri − fLi > ḡi − ri − fLi. (18)

在k时刻, xk ∈ VB , VB为状态的轴对称盒空间.
由式(17)–(18)可得

ek,min= min
xk∈VB

{ḡi(xk)−ri(xk)−fL(xk)}, (19)

ek,max= max
xk∈VB

{gi(xk)−r̄i(xk)−fL(xk)}. (20)

得到线性化误差e1,k的区间范围后,可以进一步
将误差转换成轴对称盒空间的表达形式,得到线性化
误差轴对称盒空间B(ae,de),其中:

ae = (ek,min + ek,max)/2, (21)

de = (ek,max − ek,min)/2. (22)

证毕.

由定理1可以求得非线性状态函数f(x)和测量函

数h(x)的线性化误差区间E1 = [e1,k,min e1,k,max]和

E2 = [e2,k,min e2,k,max],其中:

e1,k,min = min
x1,k∈VB

{ḡi(x1,k)− ri(x1,k)− fL(x1,k)},

e1,k,max = max
x1,k∈VB

{ḡi(x1,k)− ri(x1,k)− fL(x1,k)},

e2,k,min = min
x2,k∈VB

{ḡi(x2,k)− ri(x2,k)− fL(x2,k)},

e2,k,max = max
x2,k∈VB

{ḡi(x2,k)− ri(x2,k)− fL(x2,k)},

由此进一步求得非线性状态函数f(x)和测量函数

h(x)的线性化误差轴对称盒空间B(aef ,def )和

B(aeh ,deh).

3.3 状状状态态态预预预测测测

将当前状态量的轴对称盒空间集Bx(ax,dx),与
状态函数线性化过程所产生的状态函数线性化误差

轴对称盒空间Be(aef ,def )和预测噪声的轴对称盒空

间Bw(aw,dw)进行闵可夫斯基和运算,可以求得当
前系统的预测状态集Pk+1,即

Pk+1 =

Bx(ax,dx)⊕Bef (aef ,def )⊕Bw(aw,dw) =

B(ax + aef + aw, [dk def dw]). (23)

依据线性化后得到的线性系统进行仿射变换,将
当前k时刻的轴对称盒空间状态集Bxk

(axk
,dxk

)转

换成k + 1时刻的轴对称盒空间状态集Bxk+1
(axk+1

,

dxk+1
),即

axk+1
= f(axk

), (24)

dxk+1
= J1,kdxk

, (25)

而下一时刻的线性化误差轴对称盒空间集也随着时

间进行更新,利用式(21)–(22)可以计算得到每一时刻
的线性化误差轴对称盒空间,再与测量噪声轴对称盒
空间进行闵可夫斯基和,得到误差轴对称盒空间. 采
用上述状态预测过程,可以得到非线性系统每一时刻
的状态变量的区间,并以轴对称盒空间的形式进行表
示.

3.4 测测测量量量更更更新新新

在测量更新步,通过状态预测得到状态变量轴对
称盒空间集为先验状态集,再进一步通过测量值进行
后验更新,使得原有的预测状态集在一定限制条件下
进行收缩,最终得到更为紧致、更为准确的状态包裹.

借鉴卡尔曼滤波思想对非线性的测量函数进行线

性化,得到式(9),并依据式(21)–(22)可以得到测量函
数线性化误差轴对称盒空间Beh(aeh ,deh),再通过闵
可夫斯基和运算,与测量噪声轴对称盒空间Bv(av,

dv)得到测量过程误差轴对称盒空间Bh(ah,dh).

得到测量过程的误差轴对称盒空间后,即可根据
测量集Sk+1对测量状态变量进行轴对称盒空间表达.
k + 1时刻测量集轴对称盒空间BSk+1

(aSk+1
,dSk+1

)

表达式为

BSk+1
(aSk+1

,dSk+1
) =

{x ∈ Rn|yk+1 − h(x̂k) + J2,k(xk − x̂k) +

O2,k(xk − x̂k) =

aSk+1
+ diag{dSk+1

}m, ∥ m ∥∞6 1}, (26)

其中: aSk+1
表示k + 1时刻测量集轴对称盒空间的中

心; dSk+1
表示k + 1时刻测量集轴对称盒空间的宽度;

m为与aSk+1
同维度且元素取值在单位区间内的任意

向量.

在传统的集员滤波过程中,测量更新这一收缩步
是通过不同空间体之间的取交集运算得到的,在不同
的空间结构的表示下,存在着不同的交集计算方式.
例如椭球因其形状的多样性,在进行闵可夫斯基和运
算时往往伴随着较大的误差. 为了尽可能减少交集求
取过程中误差的干扰,本文所提出轴对称盒空间求交
集策略,利用轴对称盒空间2n条边界在空间中彼此正

交的性质,在进行闵可夫斯基和运算时不存在冗余项,
可以得到准确的轴对称盒空间交集.

下面,将轴对称盒空间拆分成多组超平面,进一步
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转换成多个约束条件,通过线性规划对预测状态轴对
称盒空间进行切割的方式,在保证计算正确性的同时,
完成测量更新步骤.

定定定理理理 2 对于轴对称盒空间,为简化取交集的计
算,先对轴对称盒空间进行拆分,得到表达式

S′
k+1 =

∩
i=n

S′
k+1,i =∩

i=n

{x|yi,k+1 − ai,Sk+1
− di,Sk+1

6 hT
i x 6

yi,k+1 − ai,Sk+1
+ di,Sk+1

}, (27)

再利用超平面对轴对称盒空间进行切分,求得轴对称
盒空间的交集空间边界[βi,min βi,max],计算得到轴对
称盒空间的交集,即新的轴对称盒空间BXk+1

(aXk+1
,

dXk+1
)如下:

aXk+1
=

βi
i,max(k + 1) + βi

i,min(k + 1)

2
, (28)

dXk+1
=

βi
i,max(k + 1)− βi

i,min(k + 1)

2
. (29)

证证证 针对轴对称盒空间

B(a,d) =

{x ∈ Rn | x = a+ diag{d}m, ∥ m ∥∞6 1}.

利用轴对称盒空间边界正交的性质,在进行轴对称盒
空间的交集运算时,可以对每个轴对称盒空间进行拆
分,将其拆分成n组超平面,其中n为轴对称盒空间的

空间维度.此时,超平面的表达式如下:

S′
k+1 =

∩
i=n

S′
k+1,i =∩

i=n

{x|yi,k+1 − ai,Sk+1
− di,Sk+1

6 hT
i x 6

yi,k+1 − ai,Sk+1
+ di,Sk+1

}.

将一个n维空间盒子Sk+1转换成n组超平面,利用
每组超平面对另一个相交的轴对称盒空间Pk+1进行

切分. n组超平面在数值层面上可以理解为2n个约束

条件,再利用转换得到的2n个约束条件,进行线性规
划.

βi,max(k + 1) = maxhT
i x,

s.t. x ∈ Pk+1 ∩ Sk+1, (30)

βi,min(k + 1) = minhT
i x,

s.t. x ∈ Pk+1 ∩ Sk+1, (31)

其中约束对象hT
i x为轴对称盒空间的顶点.

通过线性规划,在利用所有超平面完成切分后,即
可以得到轴对称盒空间交集的新区间边界 [βi,min

βi,max],重新计算得到这一时刻可行集轴对称盒空间
BXk+1

(aXk+1
,dXk+1

),即两个轴对称盒空间取交集运
算后的新的轴对称盒空间,其中:

aXk+1
=

βi
i,max(k + 1) + βi

i,min(k + 1)

2
,

dXk+1
=

βi
i,max(k + 1)− βi

i,min(k + 1)

2
.

证毕.

利用定理2,对预测轴对称盒空间Pk+1和测量轴对

称盒空间Sk+1取交集,最终得到k + 1时刻的状态可

行集Xk+1 = Pk+1 ∩ Sk+1.

综上,本文提出的基于轴对称盒空间滤波(axisy-

mmetric box space filter, ABSF)的非线性系统状态估

计算法步骤总结如下:

步步步骤骤骤 1 设定状态估计总采样时刻K,初始时刻
k = 1,给定初始轴对称盒空间;

步步步骤骤骤 2 利用式(8)–(9)分别对非线性系统的状

态函数和测量函数进行线性化,并利用轴对称盒空间
对线性化过程产生的噪声进行包裹;

步步步骤骤骤 3 利用式(19)–(20)计算预测过程中包裹

误差得到的区间边界 [ek,min ek,max],利用式 (21)–

(22)计算得到线性化误差轴对称盒空间B(ae,de);

步步步骤骤骤 4 针对预测噪声轴对称盒空间Bw(aw,

dw)、状态函数线性化误差轴对称盒空间Bef (aef ,

def )、预测状态轴对称盒空间Bx(ax,dx)等3个预测
过程产生的轴对称盒空间进行闵可夫斯基和运算,得

到预测状态集Pk+1;

步步步骤骤骤 5 同理得到测量噪声轴对称盒空间Bv(av,

dv)、测量函数线性化误差轴对称盒空间Beh(aeh ,

deh)、测量状态轴对称盒空间By(ay,dy),通过闵可

夫斯基和运算得到测量状态集Pk+1;

步步步骤骤骤 6 利用定理2对测量状态集Sk+1进行拆分

处理,将其转换成等价的n组超平面,即得到2n个限

制条件.利用限制条件对测量状态集进行线性规划,

实现对测量状态盒子的收缩,得到状态的可行集

Xk+1 = Pk+1 ∩ Sk+1;

步步步骤骤骤 7 置k = k + 1,返回步骤2;当k = K时,

算法结束,输出状态估计结果.

4 仿仿仿真真真验验验证证证

为了验证所提出方法的有效性,选择如图1所示的
非线性弹簧–质量–阻尼器系统作为仿真对象[31],其运

动方程满足下列关系式:

ẍ+ k0x
(
1 + kdx

2
)
+ cẋ = 0. (32)

将运动方程(32)离散化后,可得

xk+1 = f(xk) + wk, (33)

yk+1 = h(xk+1) + vk, (34)
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其中:

xk =

[
x1,k

x2,k

]
,

f (xk) =[
x1,k +∆Tx2,k

x2,k +∆T
(
−k0x1,k

(
1 + kdx

2
1,k

)
− cx2,k

)] ,
h (xk+1) =

[
x1,k+1

x2,k+1

]
.

图 1 非线性弹簧–质量–阻尼器系统

Fig. 1 Nonlinear spring mass damper system

系统相关参数如下: x1,k和x2,k分别为k时刻的弹

簧位置和弹簧速度, ∆T = 0.1, k0 = 1.5, kd = 3, c =
1.24. 初始状态为x0=[0.2 0.3]T,给定初始状态可行
集B=(x̂0,d0),其中, x̂0=[0.2 0.3], d0=diag{0.01,
0.01};噪声wk和vk分别为满足wk ∈ [−0.002 0.002]

和vk ∈ [−0.001 0.001]的均匀噪声. 将本文所提的
ABSF算法与扩展卡尔曼滤波(EKF)算法、粒子滤波
(PF)算法、基于交互多模型的无迹卡尔曼滤波(intera-
ctive multi model-unscented kalman filter, IMM–UKF)
算法、中心差分集员滤波(central difference set mem-
bership filter, CDSMF)算法和扩展椭球集员估计(ex-
tended ellipsoidal set membership estimation, EESME)
算法进行对比,仿真结果如图2–5所示.

图 2 状态轨迹对比

Fig. 2 State trajectories contrast

图2描述的是使用本文提出的ABSF算法和EKF算
法、PF算法、IMM–UKF算法、EESME算法进行非线
性系统状态估计时,状态轨迹的变化结果对比情况.
从图2可以直观的看出,相比EKF算法、PF算法、IMM-
UKF算法与EESME算法,本文所提ABSF算法能够更
好的实现非线性系统的状态轨迹跟踪,距离系统真实
状态更近,在未知噪声影响下的估计误差更小,滤波
结果更加准确.

图3和图4描述的是系统状态估计值x1和x2曲线

变化及区间边界. 从结果可以看出ABSF算法可以实
现对系统的状态量x1和状态量x2的估计,并可以观察
到在噪声干扰下,轴对称盒空间边界是时刻包裹真值
的. 由于经典的EKF算在对未知噪声情况下的系统状
态进行估计时,系统线性化过程引入更多的误差,所
以状态估计效果相比本文提出的ABSF算法而言略差.
此外, PF算法和IMM–UKF算法在逼近状态的概率密
度函数的过程中仍然会产生误差,通过仿真对比可以
看出,本文提出的ABSF算法具备更好的准确性和收
敛性. 同时,从图3和图4可以看出,虽然ABSF算法、
CDSMF算法和EESME算法的状态估计边界都可以包
裹真值,但利用椭球进行包裹的保守性更大,即区间
范围更大.同时EESME算法的状态估计在开始时相
对不够平稳,在k = 50后才能不断收缩状态集边界,
而本文提出的ABSF算法在初始阶段就可以达到很好
的效果,并一直紧致包裹状态真值.

图 3 状态估计x1对比

Fig. 3 Comparison of state estimations x1

图5为ABSF算法、CDSMF算法和EESME算法的
可行集空间演化对比,其中玫红色曲线包裹区域表示
EESME算法运行下的状态可行集,蓝色曲线包裹区域
表示CDSMF算法运行下的状态可行集,红色框区域
表示ABSF算法运行下的状态可行集. 首先,由图5可
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以清楚的看到, CDSMF算法、EESME算法和本文提
出的ABSF算法所估计的状态集都可以完全包裹真值,
并随着真值变动不断更新,在更新过程中不断收缩,
实现对于状态的精确估计.相比而言, EESME算法的
状态集收缩明显慢于ABSF算法,大约在k = 50后收

缩得到的状态集才能趋近通过ABSF算法获得的状态
集,可见EESME算法的保守性偏大. CDSMF算法虽
然在大体效果上比较接近ABSESMF算法,但在精度
上仍然不如ABSF算法,主要是因为相较于轴对称盒
空间而言,椭球的迭代取交集时会产生一定量的外包
裹误差,从图5中也可以看到初始时刻椭球状态集是
小于轴对称盒空间状态集的,但随着一次迭代更新后,
轴对称盒空间的体积能够一直小于椭球状态集.

图 4 状态估计x2对比

Fig. 4 Comparison of state estimations x2

图 5 状态可行集空间演化

Fig. 5 Space evolution of feasible sets

5 总总总结结结

本文提出了一种轴对称盒空间包裹误差的集员滤

波算法,用于解决在未知有界的不确定噪声干扰下非

线性系统的状态估计问题.通过对线性化误差进行区
间估计,同时结合有界未知噪声的非概率分布特点,
对噪声也进行区间估计,随后设计轴对称盒空间包裹
线性化过程噪声、未知干扰噪声和状态可行集,通过
预测和更新步骤,利用测量轴对称盒空间更新预测集,
进而得到非线性系统的状态可行集. 在轴对称盒空间
的交集运算上,本文提出了拆分区间盒子的思想,在
保证准确性的同时,提升状态估计的边界收缩速度,
降低状态估计算法的保守性. 通过给定的弹簧–质
量–阻尼系统仿真验证了算法的可行性与优越性. 本
文所提的非线性系统状态估计方法可以拓展应用于

解决水箱水位控制[32]、风力发电机故障检测[33]等实

际工程环境中受不确定噪声干扰下的状态估计问题.
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