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摘要:针对一类含不匹配扰动的随机隐Markov跳变系统,本文研究了基于扩展状态观测器(ESO)的有限时间异步
控制问题.首先,引入一组扩展变量将隐Markov跳变系统转换成一组新的随机扩展系统,补偿不匹配扰动对系统控
制输出的影响.基于Lyapunov–Krasovskii泛函方法,给出使得基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系统是正系
统,且有限时间有界的充分条件.进而得到直接求解观测器增益和控制器增益的线性矩阵不等式.最后,通过仿真结
果验证了本文所设计的异步状态反馈控制器和观测器的有效性和可行性.
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1 引引引言言言

实际工程应用中,常常会出现如系统组件的随机
故障、环境干扰以及非线性特性等导致操作点的突然

变化等现象.这些突变现象一定程度上改变了各个子

系统的工作状态.作为一类特殊的随机系统, Markov
跳变系统常常被用来描述此类现象,并刻画各子系统
之间的关联;基于此,学术界产生了许多创新性成
果[1–2].然而,当前关于Markov跳变系统的研究成果
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中,大部分都是假设系统所设计的控制器可访问系统
的模态信息,以实现控制器模态和系统模态之间的同
步[3].实际上,由于系统信号延迟、信息测量不及时等
原因,完全同步往往难以实现,进而导致设计结果的
保守性.在此情况下,采用隐Markov建模[4–5],构建异
步控制策略,不失为一种可行的方法.文献[6]针对时
变Markov跳变系统,研究了有限时间区间内的异步输
出反馈控制问题.在此基础上,作者进一步讨论了时
变隐Markov跳变系统的异步滑模控制问题[7].文献
[8]设计了非线性隐Markov跳变系统的异步滤波器.
结合T–S模糊方法,文献[9]对连续时间隐Markov跳变
系统的有限时间L2异步控制问题进行了分析.
另一方面,人们在研究动态系统时发现很多系统

状态会出现一种非负现象,而且系统的初始状态和控
制输入均非负时,其系统状态以及控制输出也是非负
的,此类特殊的动态系统被称为正系统[10–12].实际上,
学术界对含随机跳变参数的正系统的研究也日益广

泛.针对含有输入饱和的Markov正跳变系统,文献
[13]研究了其事件触发控制问题.文献[14]探讨了具
有时变延迟的非线性Markov正跳变系统的非脆弱饱
和控制问题.文献[15]采用线性规划的方法对具有饱
和单输入的Markov正跳变系统的稳定性进行了分析.
实际上,如果在正跳变系统设计过程中,控制器不能
及时访问系统的模态信息,导致控制器模态和系统模
态无法做到同步,如何进行分析与设计呢?更进一步,
如果系统中含有未知不匹配扰动,导致对系统综合分
析产生一定的影响,如何进行深入的控制与综合研究
呢?基于这两个问题,本文引入扩展状态观测器 (ex-
tended state observer, ESO)方法.

ESO不仅可用于实时估计系统的未测量状态,还
可用于估计由系统未知参数或无法建模的动力学等

造成的未知扰动[16–17]. ESO方法不仅对系统模型的依
赖性较小,而且对外部非线性扰动具有较强的鲁棒
性[18–19].文献[20]结合ESO方法对三相功率变换器的
滑模控制问题进行了研究.针对非线性反推液压系统,
文献[21]利用ESO方法探讨了其输出反馈鲁棒控制问
题.此外, ESO技术还被广泛用于电液伺服系统的自
适应控制[22]以及DC–DC降压电源转换器系统的滑模
控制[23]中.
本文针对一类含不匹配扰动的随机隐Markov跳

变系统,研究基于ESO的有限时间异步控制问题.与
现有结果相比,本文的主要创新点如下:

1) 首次结合ESO技术,研究随机隐Markov跳变系
统的有限时间控制问题.放松现有成果中系统模态和
控制器模态严格同步的限制,本文构建隐Markov模
型,解决观测器/估计器与系统切换难同步问题;

2) 基于ESO方法通过引入一组扩展变量处理系
统中的未知不匹配扰动,并设计合适的扰动补偿增益,

补偿不匹配扰动在控制输出中的影响;
3) 结合随机Lyapunov–Krasovskii泛函方法,设计

合适的基于ESO的异步状态反馈控制器和观测器,使
得闭环随机隐Markov增广跳变系统是正系统,且有限
时间有界.
符号说明:在本文中如果没有特殊说明,所有矩阵

和符号都是标准的且具有兼容的维数.文中其他的数
学符号含义如表1所示.

表 1 本文符号含义
Table 1 Symbols notations

符号 含义

Rn×m n×m维实矩阵

R+ 非负实数

Rn n维Euclidean空间
∗ 对称矩阵

ℑV V的若无穷小算子

AT 矩阵A的转置

A−1 矩阵A的逆

Her(A) A+AT

λmin(P ) P的最小特征值

ϕmax(P ) P的最大特征值

diag{AB} 矩阵A和B的块对角矩阵

A ≻ (≺,≽,≼)0 正(负、非负、非正)矩阵
P > (<,>,6)0 正(负、非负、非正)定矩阵

2 系系系统统统描描描述述述

给定概率空间 (Γ,∆,Prob(·)),其中Γ 是样本空

间, ∆是事件代数, Prob(·)是事件概率.假设连续时间
隐Markov随机过程Z(t) = (r(t), ϵ(t)), t ∈ R+是由

集合N := {1, 2, · · · , N}中取值的隐藏状态r(t)和集

合M := {1, 2, · · · ,M}中取值的观测状态ϵ(t)组成,
且该随机过程是齐次Markov过程,其转移率ν(i,k),(j,l)
满足

αk
jlπij, i ̸= j, l, k ∈ M, i, j ∈ N ,

qikl, l ̸= k, i = j ∈ N , l, k ∈ M,

πii + qikk, i = j ∈ N , k = l ∈ M,

0, 其他,

(1)

其中: ν(i,k),(j,l) > 0,
∑

(i,k) ̸=(j,l)

ν(i,k),(j,l) = −ν(i,k),(i,k),

∀(i, k) ̸= (j, l),
M∑
l=1

αk
jl = 1;对于∀i ̸= j,转移率矩阵

Π = [πij]满足πij > 0;对于∀k ̸= l,依赖于Π的条件

概率矩阵ℵi = [qikl]满足qikl > 0; πii = −
∑
i ̸=j

πij , qkk

= −
∑
l ̸=k

πi
kl.因此,连续时间隐Markov模型Z(t) =

(r(t), ϵ(t)) ∈ N ×M满足

Prob(Z(t+ τ) = (j, l)|Z(t) = (i, k)) =
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1 + ν(i,k),(i,k)τ + o(τ), (i, k) = (j, l)
=


αk

jlπijτ + o(τ), i ̸= j,

qiklτ + o(τ), l ̸= k, i = j,

1 + (πii + qikk)τ + o(τ), i = j, k = l.

(2)

注注注 1 对于给定的集合N和M,并考虑到文献[4]中的
结论,可由式(1)得

•当N = M, αk
jl = 0 (j ̸= l), αk

jj = 1 (j = l), qikl = 0,
不变集ν = {(i, i), i ∈ N}时,隐藏状态r(t)和观测状态ϵ(t)同

时访问同一个模态,即r(t) = ϵ(t).此时,观测器提供隐藏状
态r(t)的完备信息;

•当M = {1}, qikl = 0, α1
j1 = 1时, ϵ(t) = 1.此时,观测

器不会提供任何信息;
•当αk

jl = 0(l ̸= k) = 0, αk
jk = 1(l = k).隐藏状态 r(t)

和观测状态ϵ(t)一次只有一个状态转移,彼此状态之间不存
在相互转移.此时,隐藏状态r(t)的转移率为πij ,观测状态
ϵ(t)的条件转移率为qikl,其中r(t) = i.

本文考虑如下定义在概率空间 (Γ,∆,Prob(·))的
具有不匹配扰动的随机隐Markov跳变系统:

ẋ(t) = A(r(t))x(t) +B(r(t))u(t)+

G(r(t))f(x(t), d(t), t),

y1(t) = C1(r(t))x(t),

y2(t) = C2(r(t))x(t),

x(0) = x0, r(0) = r0, t = 0,

(3)

其中x(t)=col[x1(t) x2(t) · · · xn(t)] ∈ Rn是状态,
y1(t) ∈ Rm是测量输出, y2(t) ∈ Rb是控制输出, u(t)
∈ Rp是控制输入, f(x(t), d(t), t)是不确定不匹配扰
动函数, d(t) ∈ Rq是外部干扰, x0和r0分别为初始状

态和初始模态.

定定定义义义 1 [10] 对于任意给定的正初始状态x0 > 0、

初始模态r0 > 0以及控制输入u(t) > 0,如果对于任
意时间t > 0,随机隐Markov跳变系统的状态以及控
制输出满足x(t) > 0, y2(t) > 0,则称该随机隐Mar-
kov跳变系统为正系统.

引引引理理理 1 [10] 对于任意的r(t) = i ∈ N ,称随机隐
Markov跳变系统(3)为正系统,当且仅当Ai为Metzler
矩阵, Bi, Gi, C1i和C2i为正矩阵.

引引引理理理 2 [10] 对于任意的r(t) = i ∈ N ,称矩阵Ai

为Metzler矩阵,当且仅当存在一个随机正常数αi > 0

满足Ai + αiI ≽ 0.

由定义1和引理1知,如果隐Markov跳变系统(3)是
正系统,那么系数矩阵满足: A(r(t)) ∈ Rn×n是依赖

于随机过程 r(t)的Metzler矩阵, B(r(t)) ∈ Rn×1,
G(r(t)) ∈ Rn×1, C1(r(t)) ∈ Rm×n, C2(r(t)) ∈ Rb×n

是依赖于随机过程r(t)的正矩阵.

考虑到随机隐Markov正跳变系统(3)中的不确定
不匹配扰动,基于扩展状态观测理论[16, 18],引入如下
扩展变量:

xn+1(t) = f(x(t), d(t), t). (4)

结合随机隐Markov正跳变系统(3)和扩展变量(4),
可得如下随机扩展系统:

ω̇(t) = Ā(r(t))ω(t) + B̄(r(t))u(t)+

Ḡ(r(t))b(t),

y1(t) = C̄1(r(t))ω(t),

y2(t) = C̄2(r(t))ω(t),

ω(0) = x0, r(0) = r0, t = 0,

(5)

其中:

ω(t) = [xT(t) xn+1(t)]
T, b(t) = ḟ(x(t), d(t), t),

Ā(r(t)) =

[
A(r(t)) G(r(t))

01×n 01×1

]
,

B̄(r(t)) =

[
B(r(t))

01×1

]
, Ḡ(r(t)) =

[
0n×1

11×1

]
,

C̄1(r(t)) = [C1(r(t)) 0m×1],

C̄2(r(t)) = [C2(r(t)) 0b×1].

为了对随机扩展系统(5)设计合适的异步状态反馈
控制器和观测器,本文假设随机隐Markov正跳变系统
(3)是可控的且随机扩展系统(5)是可观测的,即(Ai,

Bi)可控, (Āi, C̄1i)可观.进而,设计如下依赖于ϵ(t)的

异步状态反馈控制器和观测器:

˙̄ω(t) = Ā(r(t))ω̄(t) + B̄(r(t))u(t)+

E(Z(t))[y1(t)− ȳ1(t)],

ȳ1(t) = C̄1(r(t))ω̄(t),

ȳ2(t) = C̄2(r(t))ω̄(t),

u(t) = K(ϵ(t))ω̄(t),

(6)

其中: ω̄(t)=[x̄T(t) x̄n+1(t)]
T, x̄(t)和x̄n+1(t)是估计

状态, ȳ1(t)是测量估计输出, ȳ2(t)是控制估计输出,
K(ϵ(t))=[K1(ϵ(t)) K2(ϵ(t)], E(Z(t)) = [ET

1 (Z(t))

ET
2 (Z(t))]T, E(Z(t))为依赖于Z(t)的需要设计的观

测器增益, K1(ϵ(t))和K2(ϵ(t))为依赖于ϵ(t)的控制

器增益和扰动补偿增益.

注注注 2 实际工程应用中,由于系统信号延迟、数据丢包
等不确定原因,往往设计的控制器无法直接访问系统模态.基
于此,本文采用式(6)所示的观测状态ϵ(t)来获取控制器模态,
系统模态则由隐藏状态r(t)表示.另一方面,由于本文设计的
观测器通过观测系统的估计输出值进行反馈,观测值由隐
Markov跳变系统的隐藏状态r(t)和观测状态ϵ(t)共同决定.
因此,设计的观测器增益依赖于Z(t).

注注注 3 由于随机隐Markov跳变系统(3)的系统模态则
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由隐藏状态r(t)表示,此时测量输出y1(t)和控制输出y2(t)依

赖于隐藏状态r(t).另一方面,本文设计的观测器增益依赖
于Z(t),此时测量估计输出ȳ1(t)和控制估计输出ȳ2(t)同时依

赖于隐藏状态r(t)和观测状态ϵ(t).

定义随机系统的状态估计误差、扰动估计误差和

控制估计输出误差分别为e1(t) = x(t) − x̄(t), e2(t)
= xn+1(t) − x̄n+1(t)和ỹ2(t) = y2(t) − ȳ2(t).令e(t)

= [eT1 (t) eT2 (t)]
T,对于任意的r(t) = i, ϵ(t) = k, i ∈

N , k ∈M,由式(5)–(6)可得
ω̇(t) = (Āi + B̄iKk)ω(t)−

B̄iKke(t) + Ḡib(t),

ė(t) = (Āi − EikC̄1i)e(t) + Ḡib(t).

(7)

令ω̃(t)=[ωT(t) eT(t)]T,对于任意的r(t)= i, ϵ(t)
= k, i ∈ N , k ∈M,可得如下基于ESO的闭环随机隐
Markov增广跳变系统:

˙̃ω(t) = Ãikω̃(t) + G̃ikb(t),

ỹ2(t) = C̃2iω̃(t),

ω̃(0) = ω̃0, t = 0,

(8)

其中: Ãik=

[
Āi+B̄iKk −B̄iKk

0 Āi−EikC̄1i

]
, G̃ik=

[
Ḡi

Ḡi

]
,

C̃2i = [0 C̄2i].
在系统分析与设计前,首先给出如下定义、引理和

假设.

定定定义义义 2 [24] 对于给定的常数T > 0, c1 > 0,如果
存在常数c2 > c1 > 0、对称正定矩阵R̃ik > 0,使得对
于任意t ∈ [0 T ],下式成立:

ω̃T
0 R̃ikω̃0 6 c1 ⇒ E{ω̃T(t)R̃ikω̃(t)} 6 c2, (9)

则称基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系统(8)
是关于(c1, c2, T, R̃ik)有限时间有界的.

引引引理理理 3 [14] 对于任意的r(t) = i∈N ,假设Hi, Ji

是具有适当维数的模态依赖矩阵, Γi(t)满足∥Γi(t)∥
6 1,则存在一个模态依赖常数µi > 0使得HiΓi(t)Ji

+ (HiΓi(t)Ji)
T < µ−1

i HiH
T
i + µiJ

T
i Ji成立.

假假假设设设 1 [18] 不确定的不匹配扰动函数f(x(t),

d(t), t)及其变化率b(t)是未知有界函数且满足∥b(t)∥
6 ∥ω̃(t)∥ + ∥d(t)∥.

假假假设设设 2 [9] 对于给定的时间区间[0 T ],外部干扰
d(t)是未知有界函数,存在一个正常数ϖ > 0满足w T

0
dT(τ)d(τ)dτ 6 ϖ

成立.

3 主主主要要要结结结论论论

本文的目的是引入适当的扩展变量,设计合适的
依赖于ϵ(t)的异步状态反馈控制器和观测器,使得相
应的闭环随机隐Markov增广跳变系统为正系统,且有

限时间有界.同时,设计并选择合适的扰动补偿增益
K2k,补偿不匹配扰动在控制输出中的影响.

定定定理理理 1 基于假设1,对于任意的r(t) = i ∈ N ,
如果依赖于ϵ(t)的异步状态反馈控制器(6)使得(Ai +

BiK1k)是Schur矩阵,且所设计的扰动补偿增益K2k

满足

C2i(Ai +BiK1k)
−1BiK2k =

− C2i(Ai +BiK1k)
−1Gi, (10)

那么,异步状态反馈控制器(6)可以补偿随机隐Mar-
kov跳变系统(3)中不确定不匹配扰动f(x(t), d(t), t)

对控制输出y2(t)的影响.

证 对于任意的r(t) = i ∈ N ,将依赖于ϵ(t)的异

步状态反馈控制器(6)代入到式(3)中,可得

x(t) =

(Ai +BiK1k)
−1[(ẋ(t) +BiKke(t))]−

(Ai +BiK1k)
−1[BiK2k +Gi]f(x(t), d(t), t), (11)

结合式(3)(11)可得控制输出y2(t)为

y2(t) = C2i(Ai +BiK1k)
−1(ẋ(t) +BiKke(t))−

C2i(Ai +BiK1k)
−1(BiK2k +Gi)f(x(t), d(t), t) =

C2i(Ai +BiK1k)
−1(ẋ(t) +BiKke(t))−

C2i(Ai +BiK1k)
−1Gie2(t)−

C2i(Ai +BiK1k)
−1Gix̄n+1(t)−

C2i(Ai +BiK1k)
−1BiK2kx̄n+1(t), (12)

考虑到式(10),上式等价于

y2(t) = C2i(Ai +BiK1k)
−1(ẋ(t) +BiK1ke1(t))−

C2i(Ai +BiK1k)
−1Gie2(t). (13)

由式 (13)可以看出,不确定不匹配扰动 f(x(t),

d(t), t)对增广跳变系统的影响在控制输出y2(t)中被

补偿,并且扰动补偿增益K2k = −[C2i(Ai + Bi

K1k)
−1Bi]

−1C2i(Ai + BiK1k)
−1Gi. 证毕.

注注注 4 定理1给出了保证不确定不匹配扰动f(x(t),

d(t), t)对随机隐Markov增广跳变系统的影响在控制输出
y2(t)中被衰减时的充分条件.在下面的定理2中,将给出充分
条件保证基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系统(8)是
正系统、且关于(c1, c2, T, R̃ik, ϖ)有限时间有界.

定定定理理理 2 对于给定的常数T > 0, c1 > 0, η > 0,
ϖ > 0,如果存在常数0 < c1 < c2, φ̄P̃ ′

ik
> 0, φ

P̃ ′
ik

>

0, θ > 0,依赖于Z(t)的对称正定矩阵P̃ik, R̃ik,其中
(i, k) ∈ N ×M, Metzler矩阵Ãik,正矩阵G̃ik和C̃2i,
使得下式成立:Aik P̃ikG̃ik 0

∗ −µiI 0

∗ ∗ (µi − θ)I

 < 0, (14)
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(c1φ̄P̃ ′
ik
+ θϖ)eηT < c2φP̃ ′

ik

, (15)

其中:

Aik = Her(P̃ikÃik)+
∑

(j,l)∈ν

ν(i,k)(j,l)P̃jl+µiI−ηP̃ik,

P̃ ′
ik = R̃−1/2

ik P̃ikR̃
−1/2
ik ,

φ̄P̃ ′
ik
= max

(i,k)∈ν
φmax(P̃

′
ik), φP̃ ′

ik

= min
(i,k)∈ν

φmin(P̃
′
ik).

那么,称基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变
系统(8)是正系统,且关于(c1, c2, T, R̃ik, ϖ)有限时间

有界.

证 由于Ãik是Metzler矩阵, G̃ik和C̃2i是正矩阵,
由引理1可知基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变
系统(8)是正系统.
构 造 如 下 所 示 的 Lyapunov–Krasovskii泛 函

V (ω̃(t), Z(t), t > 0) : Rn × ν × R+ → R+:

V (ω̃(t), Z(t), t) = ω̃T(t)P̃ikω̃(t). (16)

延着增广跳变系统(8)的轨迹,可以得到V (ω̃(t),

Z(t), t)的弱无穷小算子为

ℑV (ω̃(t), Z(t), t) =

lim
τ→0

1

τ
[E{V (ω̃(t+τ), Z(t+τ), t+τ)|ω̃(t), Z(t)}]−

V (ω̃(t), Z(t), t) =

ω̃T(t)[Her(P̃ikÃik) +
∑

(j,l)∈ν

ν(i,k)(j,l)P̃jl]ω̃(t)+

Her(ω̃T(t)P̃ikG̃ikb(t)). (17)

由引理3以及假设1知,存在一个模态依赖常数µi

> 0,满足

Her(ω̃T(t)P̃ikG̃ikb(t)) =

ω̃T(t)P̃ikG̃ikb(t) + (ω̃T(t)P̃ikG̃ikb(t))
T 6

µib
T(t)b(t) + µ−1

i ω̃T(t)P̃ikG̃ikG̃
T
ikP̃ikω̃(t) 6

µiω̃
T(t)ω̃(t) + µid

T(t)d(t)+

µ−1
i ω̃T(t)P̃ikG̃ikG̃

T
ikP̃ikω̃(t). (18)

由ℑV (ω̃(t), Z(t), t) < 0,可得[
ω̃(t)

d(t)

]T [
Bik 0

∗ µiI

][
ω̃(t)

d(t)

]
< 0, (19)

其中

Bik = Her(P̃ikÃik) +
∑

(j,l)∈ν

ν(i,k)(j,l)P̃jl+

µiI + µ−1
i P̃ikG̃ikG̃

T
ikP̃ik.

考虑到定义2,引入如下的辅助不等式:

E{ℑV (ω̃(t), Z(t), t)} <

ηV (ω̃(t), Z(t), t) + θdT(t)d(t), (20)

其中式(14)可保证式(20)成立.

进而,对于任意的t ∈ [0 T ],对式(20)从0到t进行

积分,可得

E{V (ω̃(t), Z(t), t)} −E{V (ω̃(0), Z(0))} <

η
w t

0
E{V (ω̃(τ), Z(τ), τ)}dτ+

θ
w t

0
dT(τ)d(τ)dτ. (21)

设P̃ ′
ik= R̃−1/2

ik P̃ikR̃
−1/2
ik 和φ̄P̃ ′

ik
= max

(i,k)∈ν
φmax(P̃

′
ik)

并考虑到定义2,可得

E{V (ω̃(t), Z(t), t)} < (c1φ̄P̃ ′
ik
+ θd)+

η
w t

0
E{V (ω̃(τ), Z(τ), τ)}dτ. (22)

由Gronwall不等式方法可知式(22)等价于

E{V (ω̃(t), Z(t), t)} < eηt(c1φ̄P̃ ′
ik
+ θϖ) <

eηT(c1φ̄P̃ ′
ik
+ θϖ). (23)

另一方面,定义φ
P̃ ′

ik

= min
(i,k)∈ν

φmin(P̃
′
ik),可由Ray-

leigh不等式方法得到

E{V (ω̃(t), Z(t), t)} > φ
P̃ ′

ik

E{ω̃TR̃ikω̃(t)}(t).
(24)

结合式(23)–(24),可得

E{ω̃TR̃ikω̃(t)}(t) <
eηT(c1φ̄P̃ ′

ik
+ θϖ)

φ
P̃ ′

ik

. (25)

考虑到式(15)可知,对于任意的t ∈ [0 T ],

E{ω̃TR̃ikω̃(t)}(t) < c2

成立. 证毕.

注注注 5 由式(18)知,不确定不匹配扰动f(x(t), d(t), t)

及其变化率b(t)对增广跳变系统具有一定的影响.为了分析
并得到基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系统(8)是正
系统且有限时间有界的充分条件,本文假设不确定的不匹配
扰动函数f(x(t), d(t), t)及其变化率b(t)和外部干扰d(t)是未

知有界函数,且满足假设1和假设2给定的有界条件.

注注注 6 定理2给出了保证基于ESO的闭环随机隐Mar-
kov增广跳变系统(8)是正系统、且关于(c1, c2, T, R̃ik, ϖ)有

限时间有界的充分条件.需要指出的是,由于矩阵不等式
(14)中含有非线性项,不能直接利用MATLAB工具箱求解.
在定理3中,本文将结合矩阵不等式转换法将式(14)中的非线
性项进行处理,得到可直接求解Eik, K1k和K2k的线性矩阵

不等式.同时,定理3将对系统(8)的正性进行分析,给出满足
随机隐Markov增广跳变系统为正系统的充分条件.

定定定理理理 3 对于给定的常数T > 0, c1 > 0, η > 0,
ϖ > 0,如果存在常数0 < c1 < c2, φ

1
> 0, φ̄1 > 0, µi

> 0, θ > 0, ρi > 0,依赖于Z(t)的对称正定矩阵Xik,
Rik,其中(i, k) ∈ N ×M,依赖于ϵ(t)的对称正定矩

阵Qk,依赖于ϵ(t)的矩阵Sk,使得下式成立:

Π1ik +Π2ik < 0, (26)
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−ηT

φ̄1

√
c1

√
c1 −φ

1

 < 0, (27)

φ
1
R−1

ik < Xik < R−1
ik , (28)

ĀiLiQk +BiSk + αiI ≽ 0, (29)

ĀiLiQk + αiI ≽ 0, − B̄iSk ≽ 0, (30)

其中:

Π1ik = Her(

Aik 0 0

0 0 0

0 0 0


Bi 0 0

0 0 0

0 0 0

),
Π2ik =

Cik Dik Eik

∗ Fi 0

∗ ∗ Gik

 ,

Aik =

[
ĀiLiQk + B̄iSk −B̄iSk

0 ĀiLiQk

]
,

Bi =

[
ρiI 0

0 ρiI

]
, Cik =

[
Cik 0

0 Cik

]
,

Dik =

[
0 ḠiXik 0

XikC̄
T
1i ḠiXik 0

]
,

Eik =

[
XikΦik 0

0 XikΦik

]
,

Fi = diag{−1

2
, µiI, (µi − θ)I},

Gik =

[
−Ω′

ik 0

0 −Ω′
ik

]
,

Φik =

[
√
νikλ

(1)
(i,k)I

√
ν(i,k)λ

(2)
(i,k)I · · ·

√
ν(i,k)λ

(r(i,k))

(i,k) I],

Ω′
ik = diag{X−1

λ
(1)

(i,k)

, X−1

λ
(2)

(i,k)

, · · · , X−1

λ
(r(i,k))

(i,k)

},

Cik = (ν(i,k)(i,k) − η)Xik + µiI,

那么,存在有限时间异步状态反馈控制和观测器

(6),使得基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系

统(8)是正系统,且关于(c1, c2, T, R̃ik, ϖ)有限时间有

界.并且,依赖于Z(t)的观测器增益和依赖于ϵ(t)的控

制器增益分别为Eik = XikC̄
T
1i, Kk = SkQ

−1
k .

证 将式(8)中的Ãik和G̃ik代入到式(14)中,并定

义P̃ik = diag{Pik, Pik},可得Hik + Iik Jik 0

∗ −µiI 0

∗ ∗ (µi − θ)I

 < 0, (31)

其中:

Hik =

Her(

[
Pik(Āi + B̄iKk) −PikB̄iKk

0 Pik(Āi − EikC̄1i)

]
)+

∑
(j,l)∈ν

ν(i,k)(j,l)

[
Pil 0

0 Pil

]
,

Iik =

[
µiI − ηPik 0

0 µiI − ηPik

]
, Jik =

[
PikḠi

PikḠi

]
,

∑
(j,l)∈ν

ν(i,k)(j,l)

[
Pil 0

0 Pil

]
=[

Dik 0

0 Dik

]
+

[
Eik 0

0 Eik

]
,

Dik = ΦikΩ
−1
ik Φik, Eik = ν(i,k)(i,k)Pik,

ν ′ = {(j, l) ∈ ν, (i, k) ̸= (j, l), ν(i,k)(j,l) ̸=0} =

{λ(1)
(i,k), λ

(2)
(i,k), · · · , λ

(r(i,k))

(i,k) ν},

Φik =

[
√
νikλ

(1)
(i,k)I

√
ν(i,k)λ

(2)
(i,k)I · · ·

√
ν(i,k)λ

(r(i,k))

(i,k) I],

Ωik = diag{P−1

λ
(1)

(i,k)

, P−1

λ
(2)

(i,k)

, · · · , P−1

λ
(r(i,k))

(i,k)

}.

用diag{P−1
ik , P−1

ik , I, I}左右乘式 (31),并令Xik

= P−1
ik , Yik =KkXik,可得Lik +Cik Mik Eik

∗ Nik 0

∗ ∗ Gik

 < 0, (32)

其中:

Lik=Her(

[
ĀiXik+B̄iYik −B̄iYik

0 ĀiXik−EikC̄1iXik

]
),

Mik =

[
ḠiXik 0

ḠiXik 0

]
, Nik =

[
−µiI 0

0 (µi − θ)I

]
.

对 于 式 (32)中 的Lik,令Eik = XikC̄
T
1i, Xik =

ρiLiQk,其中Li是非奇异单位矩阵.因此,可以
由Lik得

ĀiXik + B̄iYik =

ρi(Āi + B̄iKk)LiQk − B̄iYik =

−ρiB̄iKkLiQk,

ĀiXik = ρiĀiLiQk.

(33)

由于Li是非奇异单位矩阵,定义Sk=KkLiQk,并
利用Schur补引理,可知式(32)可由式(26)保证.由式
(26), 知Her(LiQk) > 0, 即Her(Qk) > 0, 则Qk也

是一个非奇异矩阵,即Kk = SkQ
−1
k .

设

X̃ik = diag{Xik, Xik}, X̄ik = R̃−1/2
ik X̃ikR̃

−1/2
ik ,

φ̄X̄ik
= max

(i,k)∈ν
φmax(X̄ik), φX̄ik

= min
(i,k)∈ν

φmin(X̄ik).
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令φ
1
6 φ

X̄ik
, φ̄1 > φ̄X̄ik

,并考虑到

φ̄X̄ik
=

1

φ
P̃ ′

ik

, φ
X̄ik

=
1

φ̄P̃ ′
ik

,

那么,式(15)可改写为

(
c1
φ

1

+ θϖ)eηT <
c2
φ̄1

. (34)

因此,利用Schur补引理和特征值转换法,可由式
(34)得到式(27)–(28).
接下来,证明基于ESO的闭环随机隐Markov增广

跳变系统(8)是正系统.由式(29)–(30)可知(ĀiLiQk +

B̄iSk)和ĀiLiQk是Metzler矩阵, −B̄iSk是正矩阵,并
考虑到Sk =KkLiQk,可知(Āi + B̄iKk)LiQk和Āi

LiQk是Metzler矩阵, −B̄iKkLiQk是正矩阵.因此,
式(8)中的Ãik是Metzler矩阵.同时,由于G̃ik和C̃2i是

正矩阵.结合定义1和引理1知基于ESO的闭环随机隐
Markov增广跳变系统(8)是正系统. 证毕.

4 数数数值值值算算算例例例

例例例 1 考虑如下的具有两个模态的含有不匹配

函数的二阶随机Markov跳变系统:

ẋ1(t) = ai11x1(t) + ai12x2(t) + biu(t),

ẋ2(t) = ai21x1(t) + ai22x2(t)+

gi(e
x2(t) + sinx2(t)),

y1(t) = c1i11x1(t) + c1i12x2(t),

y2(t) = c2i11x1(t) + c2i12x2(t),

(35)

其中各模态参数的选取如表2所示.

表 2 二阶随机Markov跳变系统(35)参数
Table 2 The parameters of the second-order stochas-

tic Markov jump systems (35)

参数 i = 1 i = 2 参数 i = 1 i = 2

ai11 −17 −16 c1i11 0.8 0.3
ai12 6.86 7.34 c1i12 0.6 0.4
ai21 5.2 5.2 c2i11 0.5 0.3
ai22 −15 −16.3 c2i12 0.3 0.7
bi 0.2 0.3 gi 0.6 0.3

由式(35)和表4可知随机隐Markov正跳变系统的
隐藏状态r(t)在集合N := {1, 2}中取值,其系统参数
矩阵为

A1 =

[
−17 6.86

5.2 −15

]
, A2 =

[
−16 7.34

5.2 −16.3

]
,

B1 =

[
0.2

0

]
, B2 =

[
0.3

0

]
, G1 =

[
0

0.6

]
,

G2 =

[
0

0.3

]
, C11 = [0.8 0.6], C12 = [0.3 0.4],

C21 = [0.5 0.3], C22 = [0.7 0.3].

不确定的不匹配扰动函数取 f(x(t), d(t), t) =

ex2(t) + sinx2(t).假设随机隐Markov正跳变系统的
隐藏状态r(t)的转移率矩阵为

Π = [πij] =

[
−0.5 0.5

0.4 −0.4

]
,

同时,考虑到控制器增益Kk依赖于观测状态ϵ(t),其
中ϵ(t) ∈ M.假设随机隐Markov正跳变系统具有两
种控制策略,即, M := {1, 2},且依赖于Π的条件概

率矩阵为

ℵ1 =

[
−0.2 0.2

0.3 −0.3

]
, ℵ2 =

[
−0.4 0.4

0.6 −0.6

]
,

隐藏状态r(t)和观测状态ϵ(t)分别为

α1 = α1
jl =

[
0.3 0.7

0.4 0.6

]
, α2 = α2

jl =

[
0.2 0.8

0.5 0.5

]
.

通过求解式(26)–(30),可以得到观测器增益Eik和

控制器增益K1k为

E11 = col[0.5669 0.8178 0.0001],

E12 = col[0.5562 0.7745 − 0.0016],

E21 = col[0.1931 0.6105 0.0016],

E22 = col[0.1927 0.5886 0.0008],

K11 = [−1.5920 13.3417],

K12 = [−1.0492 12.3597].

同时,考虑到定理1,可以求解出扰动补偿增益分
别为: K21=−2.7483, K22 = −4.6064以及系统参数

c2 = 3.3776.假设系统初始状态为: x(0) = col[0.6

0.6], c1 = 0.9, Rik = I .通过对系统在t ∈ [0 3]内进

行仿真,可以得到如下图1–5所示的仿真结果.
图1给出了隐Markov系统的跳变模态,其中图(a)

是隐藏状态r(t)的跳变模态,图(b)是观测状态ϵ(t)的

跳变模态.图2是基于ESO的闭环随机隐Markov增广
跳变系统轨迹E{ω̃T(t)R̃ikω̃(t)},通过图2可以看出
基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系统(8)是正
系统、且关于 (0.9, 3.3776, 3, 1, 0.3)有限时间有界.
图3–5分别给出了闭环随机隐Markov跳变系统的实际
状态轨迹x(t)、估计状态轨迹x̄(t),估计误差轨迹
e1(t),控制输出y2(t)、估计输出ȳ2(t)和估计输出误

差ỹ2(t).由图3–5可以看出本文所设计的异步状态反
馈控制器和观测器的有效性.

例例例 2 为了验证所设计的ESO方法的实用性,本
文以RL电路系统为例,并考虑建模过程中的外部不确
定不匹配干扰和随机故障影响,具体如图6所示.

假设图6所示的RL电路系统具有两个位置,以随
机的方式从一个位置切换到另外一个位置且遵循隐

Markov过程.外部不确定不匹配干扰和随机故障会影
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响电路系统的支路电流,进而会给整个电路的稳定性
带来影响.为了解决外部不确定不匹配干扰和随机故
障对整个电路系统的影响,本文采用ESO方法对RL电
路系统进行分析与设计.由基尔霍夫定律,可由RL电
路系统得



R3(i1 − i2) +R1i1 + a(r(t))
di1
dt

= e1,

R3(i2 − i1) +R2i2 + b(r(t))
di2
dt

+

f(i2(t), d(t), t) = e1,

y1 = R1i1, y2 = R2i2,

(36)
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 / s
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图 1 跳变模态
Fig. 1 The jump modes
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图 2 基于ESO的闭环随机隐Markov增广跳变系统
轨迹E{ω̃T(t) R̃ikω̃(t)}

Fig. 2 The state trajectory E{ω̃T(t) R̃ikω̃(t)} of the closed-
loop ESO-based stochastic hidden Markov augment-
ed jump systems
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图 3 闭环随机隐Markov跳变系统的实际状态x1(t)、

估计状态x̄1(t)和估计误差e11(t)

Fig. 3 The real state x1(t), the estimated state x̄1(t) and the
estimation error e11(t) of the closed-loop stochastic
hidden Markov jump systems
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图 4 闭环随机隐Markov跳变系统的实际状态x2(t)、

估计状态x̄2(t)和估计误差e12(t)

Fig. 4 The real state x2(t), the estimated state x̄2(t) and the
estimation error e12(t) of the closed-loop stochastic
hidden Markov jump systems
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图 5 闭环随机隐Markov跳变系统的控制输出y2(t)、

估计输出ȳ2(t)和估计输出误差ỹ2(t)

Fig. 5 The controlled output y2(t), the estimated output
ȳ2(t) and the estimation output error ỹ2(t) of the
closed-loop stochastic hidden Markov jump systems
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图 6 RL电路系统
Fig. 6 The RL circuit systems

因此,对式(36)整理可得

d

dt

i1
i2

 = Ai

i1
i2

+Bi

e1
e2

+

Gif(i2(t), d(t), t),

y1 = C1

i1
i2

 , y2 = C2

i1
i2

 ,

(37)

其中:

Ai =

−
R1 +R3

a(r(t))

R3

a(r(t))
R3

b(r(t))
−R2 +R3

b(r(t))

 ,

Bi =


1

a(r(t))
0

0
1

b(r(t))

 , Gi =

 0
1

b(r(t))

 ,

C1 = [R1 0], C2 = [0 R2],

a(r(t)) =

L1, i = 1,

L2, i = 2,
b(r(t)) =

L3, i = 1,

L4, i = 2.

由式 (37)知Ai是Metzler矩阵, Bi, Gi和C是正矩

阵.因此, RL电路系统(37)可建模为正系统.同时,考
虑到如下表3所示的RL电路系统 (37)各模态参数(R
单位:欧姆, L单位:亨):

表 3 RL电路系统(37)参数
Table 3 The parameters of the RL circuit systems (37)

参数 R1 R2 R3 L1 L2 L3 L4

数值 28.7 27.5 2.4 1.1 1.5 1.3 1.6

不确定的不匹配扰动函数取f(x(t), d(t), t) =

ei2(t) + sin i2(t).对于任意的M : = {1, 2},选择与
例1相同的的隐藏状态r(t)的转移率矩阵Π = [πij]和

依赖于Π的条件概率矩阵ℵ1, ℵ2.通过求解式 (26)–
(30),可以得到观测器增益Eik和控制器增益K1k为

E11 = E12 = col[0.2048 0.0002 0],

E21 = col[0.2255 − 0.0004 0],

E22 = col[0.2251 − 0.0003 0.0008],

K11 =

[
0.3609 −0.0261

−0.0326 0.3789

]
,

K12 =

[
0.3606 −0.0261

−0.0326 0.3783

]
.

同时,考虑到定理1,可以求解出扰动补偿增益分
别为

K21 = K22 =

[
0

−1

]
.

假设系统初始状态为: i1(0) = 0.4, i2(0) = 0.3,
c1 = 0.6, Rik = I .通过对系统在 t ∈ [0 5]内进行仿

真,可以得到如下图7所示的RL电路系统的控制输
出、估计输出和估计输出误差仿真结果.
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 / s
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图 7 电路系统的控制输出、估计输出和估计输出误差
Fig. 7 The controlled output, the estimated output and the

estimation output error of the RL circuit systems

由图7可以看出本文所设计的基于ESO的异步状
态反馈控制器和观测器可以补偿不匹配扰动在控制

输出中的影响.

5 结结结论论论

本文研究了基于ESO的连续时间随机隐Markov
正跳变系统的有限时间异步控制问题.为了补偿不匹
配扰动对隐Markov跳变系统的影响,本文引入一组扩
展变量将随机隐Markov正跳变系统转换成一组新的
随机扩展系统.结合Lyapunov–Krasovskii泛函和线性
矩阵不等式方法,给出了使得增广跳变系统是正系统,
且有限时间有界的充分条件.同时,本文采用矩阵不
等式转换法得到了可以直接求解观测器增益和控制

器增益的充分条件.最后,通过数值算例和RL电路模
型验证了本文所设计的异步状态反馈控制器和观测

器的有效性和可行性.
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