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演演演化化化博博博弈弈弈的的的鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定与与与镇镇镇定定定

赵 荣, 冯俊娥†

(山东大学数学学院,山东济南 250100)

摘要:本文研究了干扰影响下演化博弈的稳定与镇定问题.首先,文章给出了干扰博弈、控制–干扰博弈以及鲁棒
Nash均衡等概念,并在此基础上提出了干扰演化博弈与控制–干扰演化博弈鲁棒稳定与镇定的定义.其次,利用矩
阵半张量积工具,得到了干扰演化博弈与控制–干扰演化博弈的代数状态空间表示,将鲁棒稳定与镇定问题转化为
一个辅助系统的集合稳定与集合镇定问题.紧接着,文章建立了干扰演化博弈与控制–干扰演化博弈鲁棒稳定与镇
定的充分必要条件,并进一步设计了状态反馈控制器.最后,通过两个例子验证了所得结论的有效性.
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On robust stability and stabilization of evolutionary games
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Abstract: This paper investigates the stability and stabilization problems of evolutionary games with disturbances.
First, based on several concepts, including disturbed game, controlled-disturbed game and robust Nash equilibrium, the
definitions of robust stability and stabilization of disturbed evolutionary game and controlled-disturbed evolutionary game
are specified, respectively. Second, by virtue of semi-tensor product, the algebraic state space representation of disturbed
evolutionary game and controlled-disturbed evolutionary game are derived. Meanwhile, the robust stability and stabilization
problems are converted into the set stability and set stabilization problems of an auxiliary system. Then, necessary and
sufficient conditions for the robust stability and stabilization problems are presented, and the state feedback controller is
designed as well. Finally, two examples are given to verify the effectiveness of the obtained results.
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1 引引引言言言

博弈论又称对策论,主要研究公式化了的激励结
构间的相互作用,是研究具有斗争或竞争性质现象的
数学理论和方法.博弈论的思想有着源远流长的历史,
可以追溯到两千多年前我国的“齐威王田忌赛马”,一
千五百多年前巴比伦犹太教法典中的“婚姻合同问

题”等.直至1944年,冯·诺依曼和摩根斯坦出版著作
《博弈论和经济行为》[1],创建了博弈论的一般理论
方法,给出了博弈论的一般框架、概念术语和表示方
法,这也被公认为博弈论初步形成的标志.一般来讲,
可以将博弈分为两大类:合作博弈和非合作博弈.对

于非合作博弈,约翰·纳什在1951年提出了“Nash均
衡”的概念[2].“纳什均衡”被誉为现代博弈论中最重
要的概念,随着博弈论和经济学的发展,纳什均衡已
成为现代经济分析的出发点和关键性概念.关于合作
博弈,罗伊德·沙普利在1962年提出了“Shapley值”这
一重要概念[3],对合作博弈的分配问题做出了重要贡
献.
作为一种基本的数学工具,矩阵理论在数学学科

与其他学科技术领域,诸如数值分析、优化理论、微分
方程、概率统计、运筹学、控制论、系统工程等学科都

有广泛的应用,甚至在经济管理、社会科学等领域,矩
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阵的理论和方法都起着十分重要的作用.同样地,矩
阵方法在博弈论的研究中也起着至关重要的作用.实
际上,冯·诺依曼就是从矩阵博弈开始研究的[4].近年
来,由程代展教授及其团队创立的矩阵半张量积[5–6],
打破了传统矩阵乘积对维数的限制,丰富了现代控制
领域的研究方法.目前,矩阵半张量积理论已经被成
功应用于逻辑系统[7]、有限博弈[8]、图论[9]、有限自动

机[10]、生物系统[11]、模糊控制[12–13]等众多领域.基于
矩阵半张量积,有限博弈的相关研究取得了一系列丰
硕的研究成果.诸如,文献[14]利用半张量积,构建了
势方程,给出了势函数的计算方法;文献[15]基于有
限博弈的向量空间结构给出了正交分解定理;文献
[16]建立了网络演化博弈的代数模型,进而分析了网
络的动态行为,包括稳定性、能控性和一致性等问题;
文献[17]研究了博弈控制理论在多智能体中的应用;
文献[18]研究了基于状态博弈的学习算法设计及其应
用,等.
演化博弈最早是由生物学家引入用来研究生物系

统的进化过程的[19–21],文献[22]曾指出:“博弈论更
容易应用于生物学,而不是它最初设计的经济行为领
域”.这充分说明了演化博弈在生物学方面有着很强
的应用背景.在过去的几十年里,演化博弈的相关研
究吸引了不同学科领域学者们的广泛关注,例如经济
系统[23]、社会系统[24]、工程系统[25]等等.对于演化博
弈,其动态过程及稳定性是一个自然而不可回避的问
题.在矩阵半张量积的研究框架下,文献[26]利用Lya-
punov函数对演化博弈的稳定和镇定问题进行了分析,
文献[27]讨论了时滞影响下演化博弈的稳定性,文献
[28–29]考虑了随机演化博弈的稳定和镇定问题,文献
[30–31]分别研究了网络演化博弈和超网络演化博弈
的演化稳定策略.
干扰普遍存在于控制系统以及现实生活中,抗干

扰问题也得到越来越广泛的关注.值得注意的是,在
博弈的相关研究中,大多假设博弈过程在理想的环境
中进行.最近,文献[32–33]考虑了干扰影响下的连续
时间线性二次博弈,通过ε-Nash均衡来反映干扰对博
弈的影响.文献[34]研究了干扰影响下离散非线性二
次博弈的事件驱动策略设计.文献[35]考虑了随机干
扰对建筑工程供应链中博弈动态过程的影响.并且,
文献[32–33]验证了干扰可能会影响博弈动态,最终影
响博弈的结果.因此,简单地忽略干扰存在的影响是
不合理的.
基于以上讨论,本文利用矩阵半张量积工具,研究

干扰影响下演化博弈的稳定与镇定问题.本文的主要
贡献如下: 1)提出了干扰博弈、控制–干扰博弈、鲁
棒–Nash均衡等概念,进而给出了干扰演化博弈与控
制–干扰演化博弈的代数状态空间表示. 2)通过构造
辅助系统,将演化博弈的鲁棒稳定与镇定问题转化为

新系统的集合稳定和集合镇定问题. 3)给出了干扰演
化博弈及控制–干扰演化博弈鲁棒稳定及镇定的充分
必要条件,并且设计了状态反馈控制器以保证鲁棒镇
定的实现.
本文其余部分的结构安排如下:第2节介绍符号表

示、矩阵半张量积的概念和性质.第3节是问题描述,
具体给出了演化博弈鲁棒稳定及镇定的概念.第4节
是本文的主要内容,分别讨论了干扰演化博弈、控
制–干扰演化博弈的代数状态空间表示,给出了鲁棒
稳定及镇定的充分必要条件,并进一步设计了状态反
馈控制器.第5节通过两个例子验证了本文所得结果
的有效性.第6节对本文进行了总结.

2 预预预备备备知知知识识识

本部分简要介绍一些基本知识,包括符号表示、矩
阵半张量积的定义和基本性质.

2.1 符符符号号号表表表示示示

∀:全称量词.
Z+:所有正整数的集合.
Rm×n: m× n维实矩阵的集合; 0m×n: m× n维

零矩阵.
MT:矩阵M的转置.
an := [a a · · · a︸ ︷︷ ︸

n

]T, a ∈ R.

|S|:集合S的基数.
Coli(M):矩阵M的第i列;
Col(M):矩阵M所有列构成的集合.
[M ]i,j :矩阵M第i行第j列的元素.
[Y ]i:向量Y的第i个元素.
Dk := {1, 2, · · · , k}, k > 2.
∆k := {δik | i = 1, 2, · · · , k},这里δik表示单位矩

阵Ik的第i列.
Lm×n:所有m× n维逻辑矩阵构成的集合. L ∈

Lm×n是指 Col(L) ⊆ ∆m.若 L = [δi1m δi2m · · · δinm ]

∈ Lm×n,则简记为L = δm [i1 i2 · · · in].
⊗:矩阵的Kronecker积; ∗:矩阵的Khatri-Rao积;

◦:矩阵的Hadamard积.

2.2 矩矩矩阵阵阵半半半张张张量量量积积积

本小节简要介绍矩阵半张量积的基本定义和相关

性质.

定定定义义义 1 [5] 假设A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q,则矩阵A

和B的半张量积定义为

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p),

其中t = lcm(n, p)是n和p的最小公倍数.

注意到,当n = p时,矩阵半张量积就退化为传统
矩阵乘积.在不致混淆的情形下,符号n通常被省略.

引引引理理理 1 [5] 下面是关于矩阵半张量积的一些基本
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性质:
1) 若A ∈ Rm×n, X ∈ Rt×1,则

XA = (It ⊗A)X;

2) 若X ∈ Rm×1, Y ∈ Rn×1是两个列向量,则

W[m,n]XY = Y X,

其中W[m,n] = [In ⊗ δ1m In ⊗ δ2m · · · In ⊗ δmm ]称为换

位矩阵;
3) 若x ∈ ∆k,则

x2 = Φkx,

其中Φk = diag{δ1k, δ2k, · · · , δkk}称为降阶矩阵.

下面说明如何利用矩阵半张量积将逻辑函数转化

为代数形式.

引引引理理理 2 [5]

1) 给定一个逻辑函数f : Dn
k → Dk.则存在唯一

的一个矩阵Mf ∈ Lk×kn使得f的代数形式可以表示

为

f(x1, x2, · · · , xn) = Mf nn
i=1 xi,

其中xi ∈ ∆k, Mf称为f的结构矩阵.
2) 假设 y = My nn

i=1 xi,

z = Mz nn
i=1 xi,

其中: xi ∈ ∆k; My, Mz ∈ Lk×kn .则

yz = (My ∗Mz)nn
i=1 xi,

其中: My∗Mz = [Col1(My)nCol1(Mz) Col2(My)

n Col2(Mz) · · · Colkn(My) n Colkn(Mz)].

3 问问问题题题陈陈陈述述述

本节将具体给出一类干扰影响下演化博弈的稳定

与镇定问题的相关介绍和定义.

定定定义义义 2 一个有限非合作博弈G称为干扰博弈,
如果G由四部分组成,记为G = (N,S,Ξ,C),其中,

1) N = {1, 2, · · · , n}表示n个玩家的集合.

2) S =
n∏

i=1

Si称为局势,其中Si = {1, 2, · · · , ki}

表示第i个玩家的策略集, i ∈ N ,
n∏

i=1

Si表示S1, S2,

· · · , Sn的笛卡尔积.
3) Ξ = {1, 2, · · · ,m}表示外部干扰的集合.
4) C = (c1, c2, · · · , cn)∈Rn,其中ci : S × Ξ →

R是第i个玩家的支付函数, i ∈ N .

这里“有限”是指: 1)玩家个数n < ∞; 2)策略个
数|Si| < ∞; 3)干扰个数|Ξ| < ∞.
下面给出鲁棒Nash均衡的定义.

定定定义义义 3 给定一个干扰博弈G = (N, S, Ξ, C).

局势s∗ = (s∗1, s
∗
2, · · · , s∗n)称为一个鲁棒Nash均衡,

如果对每个i ∈ N ,

ci(s
∗
i , s

∗
−i, ξ) > ci(si, s

∗
−i, ξ), ∀si ∈ Si, ∀ξ ∈ Ξ,

其中s∗−i表示除去第i个玩家后剩余n− 1个玩家的策

略组合.

设一个干扰博弈G = (N, S, Ξ, C)被重复进行,
那么在每个玩家都是理性的前提,每个玩家都会根据
已有的信息更新自己的策略,设法最大化自己的利益.
假设n个玩家的局势演化方程可以表示为

xi(t+ 1) = fi(x1(t), · · · , xn(t), ξ1(t), · · · , ξm(t)),
(1)

其中: xi(t) ∈ Dki
表示第i个玩家在t时刻的策略, i =

1, 2, · · · , n; ξj(t) ∈ Dlj表示第j个干扰在t时刻的值,
j = 1, 2, · · · ,m.将上述干扰演化博弈简记为GD.
本文所讨论的干扰是由以下外部系统生成的:wi(t+ 1) = gi(w1(t), · · · , wp(t)),

ξj(t) = hj(w1(t), · · · , wp(t)),
(2)

其中: wi(t) ∈ Dai
表示系统(2)的内部状态, i = 1, 2,

· · · , p; ξj(t) ∈ Dlj表示系统(2)的输出, j = 1, 2, · · · ,
m.

注注注 1 需要指出的是,在工程实践中,各种扰动,例如

谐波,恒频波,控制器的增益变化,执行器故障和控制器到执

行器通道中的通信波动等都可由外部系统(2)生成[36–37].因

此,本文考虑由系统(2)所生成的干扰对博弈的影响.

接下来,给出上述干扰演化博弈GD鲁棒稳定的定

义.

定定定义义义 4 干扰演化博弈GD称为是鲁棒稳定到鲁

棒Nash均衡s∗的,如果存在一个正整数ρ使得

x(t;x0, {ξ(t)}∞t=0) = s∗, ∀{ξ(t)}∞t=0, ∀t > ρ. (3)

对应于不能鲁棒稳定的干扰演化博弈,考虑控
制–干扰演化博弈.

定定定义义义 5 考虑一个有限干扰博弈G = (N, S, Ξ,

C).称G是一个控制–干扰博弈,如果玩家集合可以被
分成两部分: N = {X,U},其中, X = {x1, x2, · · · ,
xn}表示状态玩家, U = {u1, u2, · · · , uq}表示控制玩
家,并且状态玩家服从特定的策略更新规则,控制玩
家的策略可以任取.对应于玩家集合N的划分,记S

= SX × SU , SX :=
n∏

i=1

SX
i , SU :=

q∏
r=1

SU
r . s∗=(s∗1,

s∗2, · · · , s∗n) ∈ SX称为关于玩家集X的鲁棒Nash均
衡,如果存在s ∈ SU使得

ci(s
∗
i , s

∗
−i, s, ξ) > ci(si, s

∗
−i, s, ξ), ∀si∈SX

i , ∀ξ∈Ξ.

同样地,一个控制–干扰演化博弈的局势演化方程
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可以表示为

xi(t+ 1) = f̃i(x1(t), · · · , xn(t), u1(t), · · · ,

uq(t), ξ1(t), · · · , ξm(t)), (4)

其中: xi(t) ∈ Dki
表示第i个状态玩家在t时刻的策略,

i = 1, 2, · · · , n; ur(t) ∈ Dbr表示第r个控制玩家在t

时刻的策略, r = 1, 2, · · · , q; ξj(t) ∈ Dlj表示第j个

干扰在t时刻的值, j = 1, 2, · · · ,m.将上述控制–干
扰演化博弈简记为GU

D.

定定定义义义 6 控制–干扰演化博弈GU
D称为是鲁棒镇

定到鲁棒Nash均衡s∗的,如果存在一个正整数ρ和控

制序列{u(t)}∞t=0,使得对任意的干扰序列{ξ(t)}∞t=0

和t > ρ有

x(t;x0, {u(t)}∞t=0, {ξ(t)}∞t=0) = s∗. (5)

注注注 2 在定义4(定义6)中,要求稳定(镇定)的点是鲁

棒–Nash均衡,不失一般性,也可以给出鲁棒稳定(镇定)到任

一局势的定义.但众所周知, Nash均衡被认为是非合作博弈

的“基本解”,在妥协意义下是每个玩家的最优选择.因此,本

文主要考虑演化博弈鲁棒稳定(镇定)到鲁棒Nash均衡的情

况,对于一般的收敛性,相关结果可以自然推广.

4 主主主要要要内内内容容容

在本节中,具体讨论在什么条件下干扰演化博
弈(控制–干扰演化博弈)可以实现鲁棒稳定(镇定),并
设计状态反馈控制器.

4.1 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定

首先,利用矩阵半张量积,式(1)和式(2)的代数形
式可以表示为

x(t+ 1) = Mξ(t)x(t), (6)w(t+ 1) = Gw(t),

ξ(t) = Hw(t),
(7)

其中: x(t) = nn
i=1 xi(t) ∈∆k; w(t) = np

i=1 wi(t) ∈
∆a; ξ(t) = nm

i=1 ξi(t) ∈ ∆l; M ∈ Lk×kl; G ∈ La×a;

H ∈ Ll×a,这里k =
n∏

i=1

ki, a =
p∏

i=1

ai, l =
m∏
i=1

li.

根据式(6)和式(7),不难得到

x(t+ 1) = MHw(t)x(t), (8)

w(t+ 1) = Gw(t), (9)

注意到,系统(9)从任何初始状态出发的轨迹在有限时
间内都会到达该系统的一个吸引子[5].记Ω1, Ω2,

· · · , Ωα是系统(9)所有的吸引子,令Ω =
α∪

i=1

Ωi.据

此,构造一个集合

Λ = {w n s∗ | w ∈ Ω}, (10)

并且令z(t) = w(t)x(t) ∈∆ka.进而,从式(8)和式(9),

得到以下辅助系统:

z(t+ 1) = G(Ia ⊗MH)Φaz(t). (11)

给定一个集合W ⊆ ∆ka.称系统(11)是关于W

集合稳定的,如果存在一个正整数η,使得z(t; z0) ∈
W , ∀z0 ∈∆ka, ∀t > η.接下来,将干扰演化博弈的鲁
棒稳定问题转化为系统(11)的集合稳定问题.

引引引理理理 3 干扰演化博弈GD鲁棒稳定到鲁棒Nash
均衡s∗,当且仅当系统(11)是关于Λ集合稳定的.

证 (必要性) 假设干扰演化博弈GD可以鲁棒稳

定到鲁棒Nash均衡s∗,则存在一个正整数ρ,使得式
(3)成立.根据式(7),如果w(0)给定,那么{ξ(t)}∞t=0就

是已知的.因此, {ξ(t)}∞t=0的任意性就等价于w(0)的

任意性.另外,当t > τ时, w(t) ∈ Ω,这里τ是系统(9)
的过渡周期.因此,令η =max{τ, ρ},则式(3)意味着

z(t; z0) ∈ Λ, ∀z0 ∈ ∆ka, ∀t > η, (12)

即系统(11)是关于Λ集合稳定的.
(充分性) 假设系统(11)是关于Λ集合稳定的,则

式(12)成立.注意到, z(t) = w(t)x(t)是从∆a ×∆k到

∆ka的一一对应.从而,令ρ = η,则式(3)成立,即干扰
演化博弈GD可以鲁棒稳定到鲁棒Nash均衡s∗.
证毕.
基于引理3,得到以下定理:

定定定理理理 1 干扰演化博弈GD鲁棒稳定到鲁棒Nash
均衡s∗,当且仅当存在一个正整数η 6 ka,使得

V T
Λ [G(Ia ⊗MH)Φa]

η = 1T
ka, (13)

其中VΛ =
∑
z∈Λ

z.

证 (必要性) 假设干扰演化博弈GD可以鲁棒稳

定到鲁棒Nash均衡s∗,则由引理3,存在正整数η,使得
z(t; z0) ∈ Λ对所有的z0 ∈ ∆ka和t > η成立.从而

z(η) = [G(Ia ⊗MH)Φa]
ηz0 ∈ Λ, ∀z0 ∈ ∆ka,

这意味着式(13)成立.注意到,系统(11)的状态z(t) ∈
∆ka,其状态空间是有限的,因此η 6 ka是显然的.

(充分性) 假设式(13)成立,则有z(η; z0) ∈ Λ对

任意的z0 ∈ ∆ka成立.则当t > η时,有

z(t; z0) = z(η; z(t− η; z0)) ∈ Λ, ∀z0 ∈ ∆ka.

根据引理3,干扰演化博弈GD可以鲁棒稳定到鲁

棒Nash均衡s∗. 证毕.

4.2 鲁鲁鲁棒棒棒镇镇镇定定定

对于有控制玩家的情形,利用矩阵半张量积将
式(4)转化为如下代数形式:

x(t+ 1) = Lξ(t)u(t)x(t), (14)

其中: u(t) = nq
r=1ur(t) ∈ ∆b; L ∈ Lk×klb,这里b =
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q∏

r=1

br.

结合式(7),可以得到

x(t+ 1) = LHw(t)u(t)x(t). (15)

进一步,令z(t) = w(t)x(t) ∈ ∆ka,有如下辅助
系统:

z(t+ 1) = Qu(t)z(t), (16)

其中Q = G(1T
b ⊗ Ia ⊗ 1T

k ) ∗ LHW[b,a] ∈ Lka×kab.
称集合Θ ⊆ ∆ka为系统(16)的一个控制不变子集,

如果对任意的z0 ∈ Θ,存在一个控制序列{u(t)}+∞
t=0

使得z(t; z0, {u(t)}+∞
t=0 ) ∈ Θ, ∀t ∈ Z+.包含在集合Λ

中的所有控制不变子集的并,称为集合Λ的最大控制

不变子集,记作Im(Λ).

算算算法法法 1 求Λ的最大控制不变子集Im(Λ).
Step 1 对于一个集合 S ⊆ ∆ka,设 S = {δi1ka,

δi2ka, · · · , δ
iθ
ka}, i1 < i2 < · · · < iθ. 记VS =

θ∑
j=1

δ
ij
ka,

US = δka[i1 i2 · · · iθ];
Step 2 令i = 0, S0 = Λ;

Step 3 若 V T
Si
(

b∑
r=1

Qδrb )USi
>0T

|Si|,则令 Im(Λ)

= Si,停止;

Step 4 计算 Sc
i ={δijka|[V T

Si
(

b∑
r=1

Qδrb )USi
]j=0},

令Si+1 = Si\Sc
i ;

Step 5 如果Si+1=∅,令Im(Λ)=∅,停止.否则,
令i = i+ 1,返回Step 3.

给定一个集合W ⊆ ∆ka.称系统(16)是关于
W集合镇定的,如果存在一个正整数η和一个控制序

列{u(t)}+∞
t=0 ,使得z(t; z0, {u(t)}+∞

t=0 )∈W, ∀z0∈∆ka,
∀t > η.接下来,将控制–干扰演化博弈的鲁棒镇定问
题转化为系统(16)的集合镇定问题.

定定定理理理 2 考虑控制–干扰演化博弈GU
D和系统

(16),则以下命题是等价的:
1) 控制–干扰演化博弈GU

D能够被鲁棒镇定到鲁

棒Nash均衡s∗;
2) 系统(16)是关于Λ集合镇定的;
3) 存在一个正整数η 6 ka,使得

V T
Im(Λ)(

b∑
i=1

Qδib)
η > 0T

ka, (17)

其中“>”指的是两个向量对应分量的元素都满足大

于关系.

证

1) ⇔ 2):类似于引理3的证明,易知1)与2)是等价
的.

2) ⇒ 3):假设系统(16)是关于Λ集合镇定的,则存
在正整数 ρ与控制序列 {u(t)}∞t=0,使得 z(t; z0,

{u(t)}∞t=0) ∈ Λ对所有的z0 ∈∆ka和t > ρ成立.下证
系统(16)也是关于Im(Λ)集合镇定的.否则,存在ẑ0 =

δika,使得对任意的控制序列{u(t)}∞t=0和任意的正整

数η̂有z(t; δika, {u(t)}∞t=0) /∈ Im(Λ), t > η̂.又因为系
统(16)是关于Λ集合镇定的,从而z(t; δika, {u(t)}∞t=0)

∈ Λ\Im(Λ), t > ρ.这与Im(Λ)是Λ的最大控制不变

子集相矛盾.因此,系统(16)也是关于Im(Λ)集合镇定

的,从而存在正整数η 6 ka和控制序列{u(t)}∞t=0,使
得z(t; z0, {u(t)}∞t=0) ∈ Im(Λ)对所有的z0 ∈∆ka和t

> η成立,因此,式(17)成立.
3) ⇒ 2):假设式(17)成立,那么意味着对任意的

z0 ∈∆ka,存在某一控制序列{u(t)}ηt=0,使得z(η; z0,

{u(t)}ηt=0) ∈ Im(Λ).根据最大控制不变集的定义可
知,对任意的z0 ∈∆ka,存在{u(t)}+∞

t=0 ,使得z(t; z0,

{u(t)}+∞
t=0 ) ∈ Im(Λ) ⊆ Λ, ∀t > η,从而系统(16)是关

于Λ集合镇定的. 证毕.

注注注 3 根据定理2可以知道,若集合Λ的最大控制不变

子集Im(Λ) = ∅,那么控制–干扰演化博弈GU
D不能被鲁棒镇

定到鲁棒Nash均衡s∗.

若控制–干扰演化博弈GU
D能够被鲁棒镇定到鲁

棒Nash均衡s∗,下面讨论如何设计状态反馈控制
u(t) = Kz(t),使得GU

D能够被鲁棒镇定到鲁棒Nash
均衡s∗.

算算算法法法 2 假设Im(Λ)已经由算法1得到,在Im(Λ)

̸= ∅的条件下设计形如u(t) = Kz(t)的状态反馈控

制.
Step 1 令S0 = Im(Λ), λ = 1.设T λ = 0b×ka;
Step 2 对所有的 i = 1, 2, · · · , b, j = 1, 2, · · · ,

ka,若Col(i−1)ka+j(Q) ∈ Sλ−1,则令[T λ]ij = 1;
Step 3 计算Γλ={δjka|Colj(T λ) ̸= 0b}.令Sλ=

Γλ \
λ−1∪
i=0

Si;

Step 4 如果Sλ = ∅,那么不存在状态反馈控制
器,停止;

Step 5 如果
λ∪

i=0

Si = ∆ka,令λ∗ = λ.否则,令λ

= λ+ 1,返回Step 2;
Step 6 令T 0 = T 1,则状态反馈增益矩阵K可以

设计为: Colj(K) ∈ {φ ∈ ∆b|φ ◦ Colj(T i) = φ},其
中δjka ∈ Si, i = 0, 1, · · · , λ∗,停止.

5 仿仿仿真真真算算算例例例

例例例 1 考虑一个干扰博弈G = (N,S,Ξ,C),其
中: |N | = 2, |Ξ| = 2, |Si| = 3, i ∈ N ,且ξ = 1, 2时

的支付矩阵如表1–2所示.

假设重复进行此干扰博弈的动态演化方程为

x(t+ 1) = Mξ(t)x(t), (18)

其中: x(t) ∈ ∆9, ξ(t) ∈ ∆2, M = δ9[1 1 2 3 4 7 3
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4 6 1 8 3 2 1 2 1 2 3].外部干扰系统为w(t+ 1) = Gw(t),

ξ(t) = Hw(t),
(19)

其中: w(t) ∈ ∆4, ξ(t) ∈ ∆2,以及G = δ4[3 1 2 4],

H = δ2[1 2 1 2].由式(18)和式(19),可以得到

x(t+ 1) = MHw(t)x(t), (20)

w(t+ 1) = Gw(t). (21)

令z(t) = w(t)x(t) ∈ ∆36,得到辅助系统

z(t+ 1) = G(I4 ⊗MH)Φ4z(t), (22)

其中

G(I4 ⊗MH)Φ4 =

δ36[19 19 20 21 22 25 21 22 24 1 8 3 2 1 2

1 2 3 28 28 29 30 31 34 30 31 33 10 17

12 11 10 11 10 11 12] ∈ L36×36.

根据定义3以及干扰影响下的支付信息(表1–2),

易知s∗ = (1, 1) ∼ δ19为鲁棒Nash均衡.

系统(21)的所有吸引子构成集合Ω = {δ14, δ24, δ34,
δ44},据此构造集合

Λ = {w n s∗|w ∈ Ω} = {δ136, δ1036, δ1936, δ2836}. (23)

经过简单计算可得

V T
Λ (G(I4 ⊗MH)Φ4)

9 = 1T
36. (24)

从而,根据定理1可知该干扰演化博弈能够鲁棒稳定
到鲁棒Nash均衡s∗.

表 1 ξ = 1时的支付矩阵

Table 1 Payoffs when ξ = 1

s
ci

11 12 13 21 22 23 31 32 33

c1 4 2 2 1 4 1 3 2 2
c2 2 1 2 1 3 4 1 4 2

表 2 ξ = 2时的支付矩阵

Table 2 Payoffs when ξ = 2

s
ci

11 12 13 21 22 23 31 32 33

c1 3 4 3 1 1 4 1 2 2
c2 3 2 2 1 4 4 2 3 2

例例例 2 考虑如下控制–干扰博弈G = (N,S,Ξ,

C),其中, N =X ∪ U , |X| = 2, |U | = 1, |Ξ| = 2,
|Si| = 3, i ∈X , |Sj| = 2, i ∈ U ,且ξ = 1, 2时的支付

矩阵如表3–4所示.

根据支付信息(表3–4)和定义5,易知s∗ = (1, 1)∼
δ19是关于玩家集X的鲁棒Nash均衡.

表 3 ξ = 1时的支付矩阵

Table 3 Payoffs when ξ = 1

s
ci

111 112 121 122 131 132 211 212 221 222 231 232 311 312 321 322 331 332

c1 9 8 1 2 3 6 2 4 3 5 2 4 1 4 4 1 4 2
c2 13 7 4 4 2 6 1 7 4 3 3 2 4 3 1 2 4 3

表 4 ξ = 2时的支付矩阵

Table 4 Payoffs when ξ = 2

s
ci

111 112 121 122 131 132 211 212 221 222 231 232 311 312 321 322 331 332

c1 6 7 4 1 5 6 4 3 5 7 1 9 3 8 3 2 3 2
c2 10 9 6 3 3 8 3 5 8 4 6 1 4 1 3 6 2 3

设外部干扰系统仍为例1中所述,控制–干扰演化

博弈的局势演化方程为

x(t+ 1) = Lξ(t)u(t)x(t), (25)

其中: x(t) ∈ ∆9, ξ(t) ∈ ∆2, u(t) ∈ ∆2,且

L =

δ9[1 4 2 3 4 9 3 4 2 1 3 4 2 1 5 1 2 3 1 1

2 3 4 1 3 1 2 1 8 4 2 1 5 1 2 3] ∈ L9×36.

进一步,令z(t) = w(t)x(t) ∈ ∆36,有如下辅助系统:
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z(t+ 1) = Qu(t)z(t), (26)

其中:

Q = G(1T
2 ⊗ I4 ⊗ 1T

9 ) ∗ LHW[2,4] =

δ36[19 4 20 3 22 9 21 4 20 1 21 4 20 1

23 1 20 3 28 13 29 12 31 18 30 13

29 10 30 13 29 10 32 10 29 12 19 1

20 3 22 1 21 1 20 1 26 4 20 1 23 1

20 3 28 10 29 12 31 10 30 10 29 10

35 13 29 10 32 10 29 12] ∈ L36×72.

由Λ = {wns∗|w ∈ Ω} = {δ136, δ1036, δ1936, δ2836},进
而根据算法1,可得Λ的最大控制不变子集为Im(Λ)

= Λ = {δ136, δ1036, δ1936, δ2836}.根据定理2,

V T
Im(Λ)(

2∑
i=1

Qδi2)
7 > 0T

36, (27)

这说明该控制–干扰演化博弈能够鲁棒镇定到s∗.
根据算法2,求得状态反馈控制器如下:

u(t) = Kz(t),

其中K = δ2[k1 k2 k3 · · · k36]满足

ki = 1, i = 1, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 13, 17, 18,

23, 30, 33;

kj = 2, j = 2, 5, 8, 12, 15, 19, 20, 21, 22,

24, 25, 26, 27, 29, 31, 35, 36;

kr ∈ {1, 2}, r = 10, 14, 16, 28, 32, 34.

换言之,控制玩家可以根据上述所得的状态反馈
控制器来更新的自己的策略,以实现该控制–干扰演
化博弈鲁棒镇定到s∗.

6 结结结论论论

本文研究了演化博弈的鲁棒稳定与镇定问题.在
干扰演化博弈与控制–干扰演化博弈鲁棒稳定与镇定
等概念的基础上,利用矩阵半张量积得到了代数状态
空间表示.进一步,通过构造一个辅助系统,得到了鲁
棒稳定与镇定的充分必要条件,并且设计了状态反馈
控制器.最后,通过例子验证了所得结论的有效性.
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